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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 
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NOUVELLES  ANNALES 

DE 

MATHÉMATIQUES. 


BmXlfilB  CONCOURS  BES  «  NOUVELLES  ANIUIBS  » 
POUR  1899. 


Réflultat. 

Après  examen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction 
pour  le  deuxième  concours  de  1899,  le  prix  a  été  dé- 
cerné à  MM.  DuponcQ  et  Gallvcci.  Leurs  Mémoires 
paraîtront  prochainement. 

D'après  le  Règlement  des  concours  des  Nouvelles 
jànnales,  les  avantages  attachés  à  un  prix  non  décerné 
doivent  être  reportés  au  concours  suivant.  Ce  cas  s'étant 
produit  pour  le  premier  concours  de  1899,  les  avan- 
tages 7  attachés  seront  reportés  au  deuxième  et  partagés 
également  entre  MM.  Duporcq  et  Gallmrcî. 
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RtSIIIÉ  lES  PRIlCIPilES  FOBiniLIS  >i  Ll  THËORIE 

DIS  Foncmiis  tiuPTioms  o. 


PONCTIONS  DE  WBIBBOTR4B3. 

Développements  en  produit!  et  ttriet  injtni 
(w  =  amti  -^■  anio'), 

^"^    «*  ■*'jti    [(M-  w)t~  ^J' 


(')  Lei  candidats  i  l'Agrâgitioa  de  Matbémstique»  seront  auto- 
risés i  se  serTir,  pour  les  composJ lions  écrites,  de  ce  Tableau  qu'ils 
trouveront  à  la  librairie  Gauthier- Villars. 
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( 

3 

Dév 

loppements 

en 

se 

Us  en 

ièret. 

g\. 

-a»— 

a'.  3.5 

7" 

' 

^ 

—  u*- 

-7 

a'.  3. 

u>  — 

a». 5. 

" 

- 

a'.3.5 

— «T- 

■7 

3».  5 

w«-t- 

a". 7 

" 

-H 

^ 

-.■+ 

^ 

7.11 

f,  =  6o2'- 


g> 


=  ■«■2'; 


Relations  entre  pu  et  ses  dérivées. 
p''B  =  4p»H— fipH— f,=  4(pu  — e,)(P«-«i)(P"  — «»). 
p'u  =  6p««  — {#■,, 
p'u  =  iipup'u. 


a'([lU  I  pu),  (Mil' 
I:([1U|(«.),  (XU)' 


)=|xff(u|u,,(o'), 


p{p«||«*,  (*ia' 

f,((iU>,  [UU' 

jr,((10),  (Kl>' 

Digii 


a)"^ 


9£. 


-m 
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(<) 


Périodicité 

et  formule»  d'à 

ddition. 

p(u-i-a<u 

= 

pu. 

p(«  +  aM.' 

= 

P«. 

t{«  +  aM. 

= 

ÏK  +  ai),         »|  = 

C», 

t(tt+att.' 

= 

îu  +  ^V,        V= 

t-'. 

3-(«+>u.) 

= 

_«iTi(«H-ù.)a.«, 

ff(«+20.') 

- 

-e»^'="+"V«, 

mw  +  ano' 

= 

-i)"'«-'"*»e«""l 

+tii^'i<i>-i-fl 

ifiu'—  W») 

= 

i.i, 

le  coefficient  de  i  dans  le  rappon  ~-  étant  supposû  po- 
sitif. 


pu  — py 


fftBtflt. 

=  î(a  +  »)+i;(«-» 

)-»i: 

-t(«  +  c)-t("-. 

)-H 

l>( 


(ei  — OiXgi— Cl) 


tu)-e,= 


"')—  «!■ 


.  (e,- 


=.)(g.-g.) 


-  ^*^»~^i)(^'~^') 
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(5) 

Racine*  ei,  e%,  et.  —  Fonctioni  a",,  tf»,  tfj. 

«,  =  pot,         c,  =  p(uH-w'),         «,  =  p(o', 

, tf( g  —  m)  o'( M  —  m')  ^(tt  +  M  -I-  U)') 

P"~      '  <fua'<.i'tf(o)-t-ii.')tf>a  ' 


=  e1"- 


,„-..= (5^)',    p.-e.-(?^y.    P«-^.=fë 


Les  fonctions  <{, ,  tf],  d,  sont  paires. 

du  cfxu       rfi«  iTiu'         rfw  tfvM  ■*       *  5 

rf     ff^ tfjiW   rfvM 

'3Û   (tu  ~       ^u    <ïu' 


Valeurt  réelles  de  pu  quand  tu  «i  -^  tant  réellet. 

Considérons  le  rectangle  de  sommeUo,  w,  q> -t- w',  <n  - 
Quand  l'argument  u  décrit  le  contour  de  ce  recuugle 
dans  le  sens  o,  w,  u  +  w',  u',  o,  la  fonction  pu  diminue 
constamment  de  +  so  à  —  oo  : 

1"  Quand  u  va  de  o  à  w,  pu  est  réel  et  décroît  de  oo  & 
e,  ;  j}'uest  négatir. 

3°  Quand  u  va  de  td  à  (i>  4-  <i)',  pu  décroit  de  «■  à  ej, 
p^u  est  purement  imaginaire  positive. 

3'  La  variable  u  allant  de  u  +  u'  à  u',  pu  décroît 
de  «a  à  «j,  jï'u  est  réelle  ei  positive. 
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(6) 
4°  Enfin   u   revenant  de  w'  à  o,  pu   décroît  de  <?» 
'       «;  p'u  est  purement  imaginaire  négative. 
En  tout  point  pris  dans  le  rectangle,  pu  est  imagi- 


Séries  trigonométriqw 


H(u)  =  av''îsint'  — at^î»sin3c  +  at/^gin5f  — .... 
H,(M)  =  3v^cosc+av^'fios3i'-i-2Î/^co95p-(-..., 
e(M)  =  I  —  a7COïai'  +  ay*cos4i>"  a^'oosôc -i-., ., 

e,(M)  =   I  -H2ÇCOS3l'-f-2J*C0S4l'-l-5î'COa6>'-l- 


►■(«)  = 


"  '^ 

Zéro,  de  HC«) 

H(o*K), 

■       H,(») 

iH(»+,-K'), 

.       e(») 

|H(«+K  +  iK') 

..        6,(u) 

■i)K-t- 


-.)K-f-(a, 


.).K'. 


Proditiu  infinis. 

II(k)  =  Aai/îsini'(i-a?»cosai'  +  y>)(i  — ay»cos5 
H,{b)  =  Aat'7cosf(n-ay'cos2i'  +  9*)(i-'-3î»C09a 

ei(«)  =  A(i-i-a7Cosai'-[-y*)(i-Haçïcoaac-H-î').. 


H?')...; 
I- ?■)■--, 
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Addition  d'un 

demi-période  ou  d'une  par 

ode. 

x./â 

..*,.-,^ 

,-«-¥'""■', 

B(«  +  K)  = 

H,("). 

H(a-n'K')  = 

ae(«). 

e(»+K)- 

9.("), 

9(»-n-K')  = 

nH(i.), 

H,(u  +  K)  =  - 

H(«), 

H,(B-fiK')  = 

>e,(i.). 

e,(«+K)  = 

8(«), 

e,(a  +  .K')  = 

XH,(«), 

+  K  +  (K')  = 

X8,(«), 

H(a  +  j.K')=- 

-(.II(«). 

-^K-^iK■)  = 

XH,(«), 

e(»  +  î.K')- 

-1»8("), 

+  K-H-K')-- 

.■X9(»), 

H,(»-niK')- 

l'H.d.), 

+  K+iKO- 

.•XH(«), 

e,(i.-niK-)  = 

HeifM). 

Hi(u-t 

e,(« 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  K  el  K'  par- 
ticalarisés  de  telle  façon  que 


\/?- 


Relations  entre  let  a 


«,(»1K,.K')  = 


<ï,(u|K,iK')  = 


£(It-j-iK>  u) 


t  tel  fonction*  de  Jaeobi 

-HTTol* 

-  8,(0)' 

-  îlï.), 

e<o)' 
s  (ï  Gonstrui 


*(K  +  iK') 

».(,.|K,.-K')=  Ï<^-"J,-.- 

Ces  formules  donnent  les  fonctîo 
les  périodes  spéciales  K  et  l'K'.  D'après  les  formules 
d'homogénéité,  les  fonL-tions  <i  construites  avec  deux  pé- 
riodes tu  et  (i)',  assujetties  à  la  seule  condition 


s'obtiennent  immédiatement  : 
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yj       H(K)       H,(o) 
B(K)        »,(o)' 

^'-m- 

AddUioit  d'une  demi-période  ou  d'une  période. 

■'"  +  ■"=       H~' 

.«(»  +  . K')»        j-L 

KK,=      -^.  „„(„ 


dn(«  +  K  -^  iK')  -  i*'^i^, 

en(i.-nK)  =  -cn»,        cn(u  +  2iK')=- 
da{u  +  2K)=      dnu,        dD(K+2(K')  =  - 
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(9) 


Argument  purement  imaginaire. 
Relation  entre  pu  et  snu. 


tii(.i.|K,iK')- 
dii{mIK,tK')  = 


™(«|K',iK)' 
dii(»|K'..K) 
tD(a|K',«)' 


-  ej  =  K,       iuV*i  —  *J  =  *'K'- 


Valeurs  réelles  de  su  u,  en  u,  dn  u  quand  K  et  K'  lonf  r 
OA  =  K,        OB  =  K'  (_/ig.  I), 
Fif.  .. 


a 

0 

A 

C 

B 

tau 

o 

' 

* 

- 

u 

A 

0 

8 

CDU 

o 

' 

« 

u 

C 

A 

0 

B 

dDW 

" 

k- 

■ 

» 

Formules  d'addition. 
=  cnucn(«-a)  +  sn«sn(u  — a:)dn< 
/■»  +  *'«=  I, 


sn'M+  cn'u  =  1, 
A*5n*B+  dn'w  =  1, 


udnu 
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cn(u+i.)  = 


.0) 

ii.-snBsnpdiiBdni' 


dnudn< 


i_A-ign»u9i 
Diriviet. 


Si  l'on  suppose,  comme  dans  ce  qui  précède,  K  et  K' 
liées  par  la  condition 


/^=. 


da      ~ 
dic^u)  _ 


didnu) 
du 


Dioeloppementi  en  $ériei  entiiret. 
-"•'--^"■>,.,.3."l6.,^-- 


dn  u  =  1  —  A»  ^  4-  Jt»(4  +  *') 

-  A«(i6+  i.u-*-^**)- 


Aulit  nolalion.  Fonctio 


2r,(i'|T)  =  iyïsini'7t-aî*sin3i'it-+-ay  '  sin  Si-t:— .. . , 
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Cil) 

s. 

((■1^)  =  i-hay  cosifTC  +  ay*cos4vit  +  aî'cos6(iTr+..., 

a. 

{i>It)=:i  — aîC093i'Ti  +  ay*cos4i'it  — aî'cosôwitH 

3,(„  +  i)  =  3,(.),        a,(,.  +  |)=3,(0, 

3.(«  +  i)"-â,(.).    3.(.  +  J)  =  3.(.). 

s. 

(,+  i,)-^-'V-'3,(.).    a,(.+  S,)..-,"*,-™3.(.), 

s. 

(■.+  !,!=, "'^-.'S,(.),    3.(.  +  i,)  =  ,-*.-~s,(,). 

.-;>.<.,.a„|g. 

•- --IS.  •=^. 

.I>'.<.,=lg, 

,-iS"V.(»)  =  |^|. 

[02b] 

PROUÈMBS  DIVERS  SUR  LA  HfiTIIODB  IWBRSE 
DES  TiSIGENTfiS  ('); 

Pah   m.  Ed.  COLLIGNON. 

Problème  dbbivê  de  celui  de  M.  de  Bbai;>e. 
On  donne  un  axe  fixe  OX.  On  demande  de  trouver 
uue  courbe  AB  telle  que,  si  l'on  mène  au  point  M  la 
tangeote  MR  jusqu'au  point  R  où  elle  rencontre  l'axe, 
puis  par  le  point  R  une  droite  RN,  faisant  avec  RIVI  un 
angle  donné  a,  le  point  >',  où  la  droite  RN  coupe  la 
normale  MN  à  la  courbe,  appartienne  à  une  droite 
donnée  OH,  faisant  l'angle  p  avec  l'axe  OX.  En  d'autres 
termes,  le  segment  MN  compris  sur  la  normale  entre  la 

(')  Voir  p.  488. 
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courbe  et  la  droite  OH,  doit  être  vu  du  pied  de  la  tau- 
gente  R  sous  un  angle  a  donné  constant. 

On  peut  prendre  pour  origine  le  point  O  où  la  droite 
donnée  rencontre  l'axe  OX.  Le  cas  où  la  droite  serait 
parallèle  sera  examiné  à  part.  Nous  prendrons  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  OY  menée  à  OX  par  le 
point  O. 

Pour  abréger  l'écriture  nous  poserons  m  =  tanga  et 
h  =  tangp.  Nous  avons,  par  conséquent, 
MN  =  RM  X  m. 

Soient  x  =:  OP,  y  ■=■  PM  les  coordonnées  du  point  M 
de  la  courbe, 

a:'=OP',        y=P'N 

les  coordonnées  du  point  N,  commun  â  la  normale  et  à 
la  droite  OH. 

Menons  par  le  point  M  la  droite  ML  parallèle  à  OX, 
jusqu'à  la  rencontre  de  NP'.  Les  deux  triangles  MLN, 
RPM  sont  semblables  et  donnent  les  égalités 

LN  _  LM  _  MN  _ 

RP  ~  PM  ~  RM  ~  '"■ 

Observons  de  plus  que  RP  est  Ja  sou  s- tan  g  m  te  de  la 
courbe  égale  à  ^— -  ■  H  vient  donc 


conse(; 

uent 

x'  = 

OP' 

=  0P 

-LM 

=  x 

-my 

r'= 

P'N 

=  PM 

+  LN 

=y 

-\-my 

La  condition  imposée  au  point  N(x',jf')  s'exprime 
par  la  relation  y'^  hid ^  éijuatîon  de  la  droite  OH  ;  ce 
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qui  conduit  h  l'équation  dilTérenticlle 

ou  bien,  en  divisant  par  y, 

Cette  équation  rentre  dans  le  tjpe  des  équations 
homogènes,  et  les  variables  se  séparent  si  l'on  prend 
pour  variable  le  rapport  -~  des  deux  coordonnées. 
Posons  -~^t:  il  viendra,  en  chassant  x  et  dx, 

y 

ydt 


0^^') -<-».. 


"[-Is]' 


Mais  m  =  tanga,  h  ^=  tang^  ;  donc 


ing|l  — langa 


a); 


et  nous  ferons  [i  =  cot(p  —  a)  =;  -r— —  ,  pour  simpli- 
fier la  notation.  Nous  aurons  donc 


équation  dont  l'intégrale  générale  est 

(3)  j'  =  C((-n)*^, 

avec  une  constante  arbitraire  C. 
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Le  cas  de  £  =  m  doit  £lre  traiié  i  part;  on  a  alors 
p  ^  X,  et  cot(P  —  a)  a  uoe  valeur  infinie.  L'ctjuation 

pei-d  son  terme  en  t  et  se  r^uii  à  la  forme 

^,n.)       *:=-J^'  _-_ïL_,„. 

''  '  y  l  +  mi  i-H/Ji»      • 

d'où  résulte  l'équation  intégrale 

Si  dans  l'équation  (3),  qui  correspond  à  la  non-égalité 
de  m  et  de  b,  on  remplace  t  par  — >  il  vient  pour  l'équa- 
tion de  la  courbe  chercliée 

(4)  y^^^^da^-i^yr^^- 

La  même  opération  appliquée  à  l'équalion  (3  bis) 
conduit  à  l'équaiîou 

Les  deux  équations  (4)  et  (4  bis)  donnent  la  solution 
dans  tous  ks  cas  possibles,  sauf  celui  où  la  droite  OH 
est  parallèle  aOX.  Mais  pour  la  discussion  du  problème, 
il  convient  d'examiner  plusieurs  cas,  suivant  que  l'on  a 
A  <  m  ou  i  >  m,  et  suivant  que  m  est  positif  ou  néga- 
tif. Quant  à  b,  on  peut  toujours  le  supposer  positif. 
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DiaCDBSION  DB  L4  eOLDTlON. 


Premier  cas  :  b  et  m  positifs.  —  Ce  cas  se  subdivise 
en  deux,  suivant  que  h  est  plus  petit  que  m  ou  que  b  est 
plus  grand. 

i'  b<m. 

L'équation  (4)  devient,  en  prenant  positivement  les 
exposants  dans  les  deux  membres, 

Le  nombre  \t.  est  négatif,  car  on  a  toujours  ^  =  -7— — ; 
nous  poserous  donc  [i^ —  jjt',  et  l'équation  deviendra, 
en  posant  ■    _^  .  =  n. 

Lorsque  n  est  entier,  la  courbe  est  une  courbe  algé- 
brique du  n'*"'  ordre. 

Le  signe  de  m  dépend  du  sens  dans  lequel  on  porte 
le  segment  MN  sur  la  normale  à  la  courbe;  ce  sens 
doit  être  choisi  dans  chaque  cas  particulier  de  manière  à 
justiGer  les  formules  de  transformation  dont  on  a  fait 
usage,  savoir 


y 

Ydx 

a»  b>m. 

L'équation  (4)  C' 

lerve  sa  forme  primïiive, 

^ 

est 

po- 

sitif,  et  si  l'on  fait 

hZ 

—  =  n,  elle  devient 

Si  n  est  entier,  elle  est  du  (n  +  1)'""'  ordre. 
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(  .6) 
Second  cas  :  b  positif,  m  négalif.  —  Alors  b  —  m  est 
toujours  positif.  Faisons  m  ^  —  m',  en  mettant  le  signe 
en  évideoce.  L'équation  (4)  deviendra 

OU  bien,  en  ramenant  les  exposants  à  une  valeur  positive, 

^  1  +  mi        I  —  bm'         ...  .  .- 

Dans  ce  cas  \l  =  -r— —  =  -;■-    ■-;-  peut  être  positif, 

nul  ou  négatif,  suivant  que  bm'  est  moindre  que  l'unité, 

égal    à  l'unité,    ou  plus   grand  que  l'unité.   Faisons 

;—  :=  n,  ce  qui  entraîne  — r —  =     _    ■  !■  equaUon 

devient 

et  en  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à  la 
puissance  dont  l'exposant  est  n,  il  vient  en  définitive 

j"-'.x(ar-,*^)  =  C''. 

Nous  résumerons   les  divers  cas  que  nous 
d'indiquer  dans  le  Tableau  suivant  : 
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s  S        II       si        X  b  11  -^ 

J         a,       -I  j  Jl  ?    *i 

::      +      I      i  r  ^Y 


l||s 


■s  s 


ss 


Ann.  d«  Kathimal.,  3-  strie,  t.  XIX,  (Jan 


V  I   A 


AS. 


3  ^ 

S  S 


S 
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La  coDsUnte  C  qui  ûgure  dans  ces  équations  est  par- 
tout homogène  à  une  longueur.  Ou  peut  la  faire  égale  Â 
zéro,  sauf  dans  le  cas  de  b  =  m.  Ou  obtient  alors  pour 
solution  une  droite  quelconque  passant  par  l'origine. 
Si  l'on  prend  la  droite 

7=*tang(P-a), 

on  voit  qu'elle  satisfait  à  toutes  les  conditions  en  y  asso- 
ciant la  droite 

y  =  «'tangp, 

qui  fait  l'angle  a  avec  la  première. 

Parmi  toutes  les  courbes  qui  sont  comprises  dans  le 
Tableau  précédent,  il  peut  y  avoir  des  courbes  du  second 
ordre.  On  en  obtient  : 

i'  En  faisant  n  ^  2,  pour  m  positif  et  plus  grand 
que  b; 

2"  En  faisant  «  =  1,  avec  m  positif  et  moindre  que  i>; 

3°  En  faisant  n  =:  s,  pour  m  négatif. 

On  obtient,  en  effet,  d'après  ces  bypothèses,  les 
équations  : 

qui  représente  une  parabole; 

G(a^  — fi^)=7ï, 
qui  en  représente  une  autre  ;  et 

qui  représente  des  bjperboles. 

Les  paraboles  passent  par  l'origine,  au  point  de  ren- 
contre de  l'axe  OX  et  de  la  droite  y  =  Bj^. 

Si  l'on  cherche  à  appliquer  cette  théorie  à  une  para- 
bole quelconque  passant  par  l'origine,  on  n'est  pas  cer- 
tain d'avance  que  cette  parabole  possédera  réellement 
ta  prupriétc  indiquée.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut 
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que  les  valeurs  de  m  et  £  soieat  réelles;  autrement  il 
n'existerait  pas  de  droite  réelle  satisfaisant  à  la  condi- 
tion imposée.  Prenons,  par  exemple,  la  parabole 

Nous  devons  déterminer  m  et  &  par  les  relatîoua 


On  tire  de  la  première 

ei  ta  seconde  devient 

'"  -t-  —  =  F  ' 
ou  bien 

On  a  donc  pour  m 

Le  nombre  m  ne  sera  réel  qu'autant  qu'on  aura 

et  la  moindre  valeur  admissible   pour  y.'  est  égale  à 
»yâ;  à  celte  valeur  limite  correspondent  les  valeurs 

ce  qui  donne  pour  les  angles  a  et  ^ 

environ.  Les  deux  angles  sont  complémentaires,  puisque 
le  produit  des  tangentes  est  égal  à  l'unité. 
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La  parabole 

correspond  aux  valeurs  de  m  et  £  déduites  des  équations 


De  la  première  on  tire  b  =  jm,  et  substilitant  celte 
valeur  dans  la  seconde,  il  vient 

ce  qui  donne 

™  _  !^±4  f^l  —  l  _  K^v'h*  — 34 
6       V  36       3  6 

La  propriété  n'est  donc  réelle  pour  la  parabole  que 
s!  )ji  est  au  moins  égal  à  2  \J%, 
A  la  valeur  limite 

correspondent  pour  m  et  &  les  valeurs 

et  l'on  a  encore 

de  sorte  que  les  valeurs  limites  des  angles  a  et  ^  sont 
encore  complémentaires.  On  a,  pour  m  =1/ 1, 

»  =  39"i4', 
et  pour  ft  =:l/-i 
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V  ai  } 

Lorsqu'on  examine  de  même  les  hyperboles  repré- 
sentées pir  l'équation  générale 

on  a,  puisque  m  est  négatif  et  égal  à  —  m'. 


On  tire  de  la  première 

b=  m', 
et  la  seconde  devient 

ce  qui  donne  pour  m' 

m'  =  — (izt/iZîTT. 
Il  faut  que  m' soit  réel  et  positif.  La  réalité  de  m  est 
assurée  quelle  que  soil  la  valeur  de  [t.  Mais  la  valeur 
positive  exige  qu'on  prenne  le  signe  supérieur  du  radical 
et  qu'on  pose 

m'  =  — fi  +  /jxi^i. 

La  môme  formule  donne  b,  puisque  b  ^  m'. 

Pour  [1  =  0,  m'=  1 ,  et  la  courbe  devient  l'hyperbole 
xy  =  C*,  rapportée  à  ces  asymptotes.  La  droite _)''=  bx 
est  alors  la  bissectrice  ^  =  z  de  l'angle  des  axes.  Il  est 
aisé  de  vérifier  géométriquement  la  propriété  de  la 
courbe, 

PROpeiÈTÉ  GÉNRRALB  DES  ComBES  BTUDIBBB. 

Si  on  laisse  de  côté  la  constante  C,  l'équation  de  la 
couibe,  sauf  le  cas  àe  b^m,  ne  dépend  que  des  expo- 
sants  —  ^-T  ou  î~  et  du  coefGcient  [i.  Les  expo- 
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santa  ne  sont  pas  altérés  si  l'on  multiplie  les  nombres  m 
et  b  par  un  même  nombre  X;  mais  le  coefficient  ^  snbît 
de  ce  fait  une  certaine  modification  et  passe  générale- 
ment de  la  valeur 


à  la  valeur 


mftX' 


Toutefois,  il  conserve  sa  valeur  si  l'on  a  identiquement 


m  —  l>  "  X(m-  b) 

c'est-à-dire    si  le  facteur  \  satisfait  à  l'équation  du 
second  degré 

Les  racines  de  cette  équation  sont 

X  =  [        et        *  =  ^- 

La  première  laisse  subsister  sans  altération  les  coeffi- 
cients m  et  b.  Mais  la  seconde  montre  que  l'équatioD  de 
la  courbe  reste  la  même  si  l'on  substitue  aux  rapports 

m        Éi        b 
les  rapports 

<nX=  4         et         /À=  -'-; 

ce  qui  revient  à  remplacer  les  angles 

a         et         p 
par  les  angles 

c'est-à-dire  par  les  angles  comptémenUires  alternés. 
Dans  les  cas  limites  signalés  plus  haut,  les  angles  a 

et  ^  étant  complémentaires,  la  substitution  de  -  —  |3 
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à  a  UÏMe  Cl  tel  qu'il  est,  et  ^  est  de  même  conservé-,  de 
sorte  que  les  nombres  mel  b  ne  peuvent  subir  aucune 
alt^ation  sans  changement  de  la  courbe. 

Cas  do  pahalléusub  dbs  droitbs  OX,  OH. 

Il  reste  un  cas  à  examiner  :  celui  où  la  droite  donnée 
est  parallèle  à  la  droite  OX.  Le  problcme  est  alors  plus 
simple,  car  il  suHlt  d'égaler  l'ordonnée  y  à  une  cons- 
tante h.  L'équation  différentielle  devient 

et  l'intégrale  générale  est 


C'est  l'équation  de  la  courbe  de  M.  de  Beamie  géné- 
ralisée, rapportée  à  l'asymptote  et  à  un  axe  perpendicu- 
laire. 

On  voit  que  le  problème  est  très  général  et  comprend 
comme  solution  des  courbes  d'ordres  et  d'es[>ècc-a  très 
différentes,  les  unes  algébriques,  les  autres  transcen- 
dantes;  celles-ci  sout  de  la  forme 

OU  de  la  forme 


=  «(fe)- 


Toutes  ces  courbes  peuvent  être  regardées  comme 
engendrées  par  le  sommet  M  d'un  angle  droit  RMN, 
appartenant  à  un  triangle  rectangle  formé  par  la  tan- 
gente MR,  la  normale  MN  et  la  droite  RN  qui  joint  le 
pied  R  de  la  tangente  à  l'intersection  N  de  la  normale 
avec  la  droite  fixe  OH.  Si  l'on  fait  suivre  la  courbe  au 
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point  M,  le  triangle,  dont  les  deux  autres  sommeU 
décrivent,  l'un  l'axe  OX,  l'autre  la  droite  OH,  se  déplace 
en  se  dcformant,  mais  en  conservant  sa  similitude, 
puisque  l'angle  MRN  ^  a  et  l'angle  droit  RMN  restent 
constants  tous  deux.  De  plus,  le  c6t4  KM  reste  tangent 
à  la  courbe.  Imaginons  ta  circonférence  circonscrite  au 
triangle  mobile.  Son  centre  sera  le  milieu  I  de  l'hypoté- 
nuse RN.  Considérons  deux  positions  infiniment  voi- 
sines du  point  M  et  du  triangle  BMN  qui  j  est  attaché. 
Quand  ce  triangle  passe  dans  la  position  infiniment 
voisine  R'M'N',  le  point  I  passe  en  I',  la  figure  tourne 
de  l'angle  formé  par  les  tangentes  RM,  RM',  c'est-à-dire 
de  l'angle  de  contingence  de  la  courbe  ;  enfin  les  dimen- 
sions linéaires  du  triangle  sont  réduites  dans  le  rapport 
des  diamètres  RM,  R'N'  des  deux  cercles  drconscrits. 
On  passe  donc  de  la  première  position  à  la  seconde  : 
i"  par  une  translation  II';  a'  par  une  rotation  autour 
de  I  égale  à  l'angle  dia  de  contingence;  3°  par  uoe  dila- 
tation ou  une  contraction  mesurée  par  le  rapport  de 
deux  droites  homologues  prises  dans  chaque  figure  : 

R'W  _  R'iW'       M' H' 
RN   ~  IST  "    MN  ' 

Les  coordonnées  Xt,  y,  du  centre  I  du  cercle  mobile 
sont  données  parles  équations 

=;-f(»';l)=K-^)-("-i-'). 

Si  de  ces  relations  on  tire  x  et  _^  en  fonction  de 
^tty^  el  qu'on  substitue  dans  l'équation  de  la  courbe, 
on  aura  comme  équation  finale  en  x,  et  ri  l'équation  du 
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lieu  dn  point  I.  Unefoiscelieu  tracé,  le  lieu  du  point  M, 
c'est-i-dire  la  courbe  (x,  y),  s'en  déduirait  aisément  : 
par  chaque  point  I  faisons  passer  la  droite  RN  qui,  dans 
l'angle  HOX,  est  divisée  au  point  I  en  deux  parties 
égales.  Cette  droite  construite,  on  fera  sur  RN  un 
triangle  rectangle  en  M,  et  ayant  l'angle  a  en  R.  Le 
sommet  M  de  l'angle  droit  sera  le  point  correspondant 
de  la  courbe. 


[A8a] 

TIfiOBJMI  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQIISS; 
P*«  M.   P.  SONDAT. 


de  degré  impair,  a  racines  égales,  on  a,  poiii 

celte  racine  multiple, 


j&,  A,  et  Aj  étant  des  fonctions  homogènes  et  du  second 
degré  des  coej^ients  a,  b,c,.. .,  A,  A,  /. 

Appelons  cp,,  (pj,  çg,  ...,  (pn^i,  a,  les  dérivées  suc- 
cessives de  <f ,  divisées  respectivement  par  /t,  n(n  —  i), 
n{n  —  i)(n  —  a),  ...,etsoît 

ij-{a^)  =  ftiT»-' —  («  —  i)ca:»-»+. . .— (n  ~  i)/;aî  + /. 

Dans  3(  et  -^/^  remplaçons  les  puissances  décroissantes 
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de  X  par  A,  A,  ... ,  c,  i,  a  et  ensuite  par  l^  k,  h,  . . . , 
c,  i,  ou  posons 

[  ^  =(ïit  — (n  — i)6A  +  -.-— (rt  — i)W  +  Aa, 

(a)       ï  i,=  a/  — (n  —  i)** +...  —  («  — i)Ac -h  A-6, 

(  A,=  6/  — (n-i)cA--+-...-{rt-i)*c-i-i*. 

Dans  ces  fonctions  homogènes,  reuiplaçoiis 

a.     b,    c,     ...,    A,     t,     t 
par 

a,     Çn-i,     Çn-t-      ■  ■  ■.     ?it     ?Ii     "Fi 

et  appelons  A',  A',,  A,  les  résultais  des  substitutions. 
Nous  aurons 

,   A'=  «^,    -(n-0ç,9,-+.  — ("-I)?t?«~,^«?.. 

(3)  j  A',=   «<p   ~(n— i)y,<?„-,-h...— (n-i)?,9,,-iH-Oi?„-i, 
{  i',  =  ç»,_,  — (n  — i)o,!p„_,+  ..  — (n  — i)o,ip„_,-(-fji(ji,_,. 

Or  ^  ^  o,  donc  A'  est  indépendant  de  x. 
De  plus 

(4)  i'=i, 

car  en  faisant  :i:  =  o,  on  rend  les  termes  de  A'  égaux  à 
ceux  de  A(')- 
On  trouve  aussi 

d'où 

i;  =  ix  +  c, 

et,  en  faisant  x  =  o,  —  A,  =  c.  Donc 


(|>  Koi'r  un  Ihéorème  iinaloguc, /V.  -/-,  p.  n 


n,g,t,7rJh,G00glc 


(  »7> 

En  procédant  de  même,  on  aura 

d^', 

-~  =  îi,  =  aAa)  — ai[, 

(6)  A;  =  iat»— ai,a;  +  A,. 

Cela  posé,  si  l'équation  (i)  a racines  égales,  en 

attribuani  à  x  la  valeur,  soit  p,  de  cette  racine  mul- 
tiple, annulant  <^,  ç,,  . , .,  if„_,  et,  par  suite.  A',  et  Aj, 

on  aura,  pour  la  déterminer,  les  deux  équations 

d'où 

,a,  ,.^  =  ^, 

et,  par  suite, 

&;  — AA,=  o, 

pour  l'une  des  conditions  de  multiplicité. 

Remarques.  —  I.  Si  p  était  une  racine  multiple  de 

l'ordre^ >  annulant  A',   A',,  A^,  les  équations  (7), 

devenant  identiques,  la  laisseraient  indélerminée,  mais 
l'équation  Wi;=  o,  traitée  de  la  même  manière,  la  ferait 
connaître,  et  l'on  aurait  alors  les  trois  conditions  simples 
de  multiplicité 

A  =  o,        A,  =  o,        A,=  o. 

U.  Avec  n^av  pair,  si  l'équation  (1)  avait  v+i 
racines  égales,  chacune  des  équations  ^,  =  o,  ^^o,  de 
degré  impair,  en  aurait  v,  car 

et  le  théorème  leur  serait  applicable. 
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Donc,  quand  une  équation  algébrique,  de  degré 
quelconque,  a  plus  de  la  moitié  de  ses  racines  égales, 
la  racine  multiple  doit  affecter  la  forme  (8). 

uipplications.  —  I.  Si  n  =  3,  on  a,  pour  une  racine 
double, 

—    ^"^^    _  a(c'— Arf) 

11.  Si  n  =  5,  on  a,  pour  une  racine  triple. 


(9) 


(lo)      p  = 


i(3c«-46rf-4-ae)  ~    acrf— 36e -+- a/   ' 


et  les  trois  trinômes  seraient  nuls  avec  une  racine  qua- 
druple, donnée  par  (g). 

III.  Si  n  =  6,  une  racine  quintuple  est  donnée  par  {9), 
une  racine  quadruple  par  (10)  et  entraîne  alors  la 
condition 

jorf" — i5ce  +  6é/— «*'  =  '>■ 


[Qlb] 

LES  SÉRiSS  U\%  Li  PINGÉOMÉTRIE; 
Pab  m.  m.  EFIMOV. 

Dans  son  Précis  de  Géométrie  ou  Pangéoméirie, 
Lobatchefsky  emploie  les  relations 

lanBin(a;)  =  e-«, 

cosn(T)  = 

Puis  en  remplaçant,  dans  un  triangle  dont  les  côtés 
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sonl  infiniment  petits,  ces  expressions  par  leurs  valeurs 
approchées 


taiign(a:)  =  i^I- 


il  trouve  les  théorèmes  de  la  géométrie  non-euclidieune. 
On  peut  montrer  que  l'équation 

sinn(a)sian(A)  =  siDn(e) 

embrasse  aussi  le  théorème  de  Pythagore.  En  effet,  en 
substituant  les  valeurs  approchées,  on  aura 


('-¥)(-?)  = 


Ensuite,  en   négligeant   les  infiniment  petits  d'un 
ordre  supérieur  au  second,  particulièrement  dans  un 
triangle  presque  îsoscète,  il  vient 
o*-4-fr>=c*. 

Delà  même  manière,  la  relation  de  Lagrange  entre 
triangles  sphériqne  et  rectiligne,  dans  lesquels  les 
côtés  »ont  égaux,  mais  les  angles  différents,  permet  de 
déduire  la  formule  fondamentale  de  la  pangéométrie 
pour  la  résolution  des  triangles  obliquangles. 

En  remplaçant,  dans  la  formule  du  triangle  sphé- 
rique 

cosc  =  cosn  coa6  +  sinasioÂ  cosG, 

les  valeurs  des  côtés  par  leurs  développements  en  séries 
trigonomélriques,  on  a 
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Il  en  résulte 

si[in(c)=    9inn(a)siiin(A) 

+  cosn(a)co»a(6)/i  — ^^^l^^cosC. 

Puis,  dans  tout  triangle  recliligne, 

c'=a"+6>-aa6cosC'; 

et  quand  l'angle  C  s'approche  de  ->  alors  son  cosinus 
tend  vers  zëro  ;  par  suite 


tangn{c)  =  i^-^c'Y 
ce  qu'on  déduit  aussi  immédiatement  de 
.inn(.)      -r- 

Par  conséquent 

■•»6''<''>  =  5di(7)(-S'")- 
d'où 

I  — lc»  =  sinn(c). 

On  détermine  enfin 

sinn(c)=     sinn(a)sinn{fr) 

-H»inn(c)co8n{a)co»n{é)c. 

d'où,  en  divisant  par  le  premier  terme. 


<sn(A)cosC=: 


sinn(a>sinn(ft) 
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n  esiévïdent  que  les  valeurs  approchéca,  aciuellement 
enseignées,  sont  les  deux  premiers  termes  des  séries 
suivantes 


.   „,    ^             2                    ar»       5a-' 

6iar' 

*-"<-)       ,.^,-.       '        ,-^^! 

6! 

i385ar«       SoSiia;»» 
"^      8!                   lo!         ■'-■■■■ 

Dans  l'autre  cas, 

-"(-)=  ?~=^ -'-3? 

7    a:'        3i  3^ 

38 1  i» 

-^T5    8!--- 

CERTIFICATS  B'ËTUDES  SUPÊRIBliRBS 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE   JUILLET  1890.    -    COMPOSITIONS. 


Certivicat  d'Analtse. 

Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
en  un  point  M  de  la  courbe  soit  une  fonction  donnée 
du  rayon  vecteur  OM  de  ce  point,  O  est  un  point  fixe. 
Traiter  complètement  le  cas  oit  le  rayon  de  courbure 
est  proportionnel  à  OM. 

Lors<jue  la  distance  OP  du  point  O  à  la  tangente 
en  M  est  proportionnelle  à  une  puissance  de  OM,  ilen 
est  de  même  du  rayon  de  courbure;  trouver  l'équation 
de  ces  courbes  sous  forme  finie. 
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ÉpREVTE  PBiTiQCE.  —  Calculer  les  deux  intégrales 


En  déduire  une  valeur  approchée  du  nombre,  base 
des  logarithmes  népériens;  limite  supérieure  de 
l'erreur  commise. 

Cebtikcat  de  Mbcaniqub. 

I.  ITn  point  mobile  sur  une  parabole  est  soumis  à 
l'action  d'une  force,  fonction  de  la  distance,  passant 
par  le  foyer.  Trouver  la  loi  de  la  force  pour  çue  cette 
parabole  soit  une  courbe  èrachîstochrone. 

Etudier  le  mouvement  et  calculer  la  réaction. 

II.  Dans  le  mouvement  d'un  plan  sur  un  plan  une 
droite  du  plan  mobile  passe  par  un  point  fixe  O,  la 
base  est  un  cercle  passant  par  O. 

Trouver  la  roulette  et  construire  à  chaque  instant 
te  cercle  des  inflexions. 

Épreuve  vbatique.  —  Une  aire  plane  homogène  est 
limitée  par  deux  droites  rectangulaires  OÂ,  OB  et  un 
arc  de  cercle  ÂB  tangent  à  ces  deux  droites. 


Trouver  en  unités  C.  G.  S.  : 

1"  Les  distances  du  centre  de  gravité  aux  deux 
droites  OA  et  OR; 
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a"  Ze  moment  d'inertie  de  l'aire  par  rapport  à  la 
droite  AB. 

Masse  totale  de  Vaire  =:  24*30, 
OA  =  OB  =  180. 


Grenoble. 

Certificat  d'Analyse. 
On  considère  la  surface  définie  par  l'équation 
(3;>-r-^'-hJ>)a^  — 2a(*'  +  ^»)  =  o, 
et  l'on  demande  de  déterminer  : 

I  *  Les  lieux  des  traces  des  normales  à  cette  surface 
sur  les  plans  zOx  et  yOx; 

2°  Les  lignes  de  courbure  de  cette  surface. 
On  reconnaîtra  que  cette  surf  ace  est  de  deux  façons 
différentes  l'enveloppe  d 'une  famille  de  sphères. 

ÉpBEUVE  PRATIQUE.  —  Développement  de 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  m  étant  entier 
ou  fractionnaire.  Cercle  de  convergence. 

Ceitificat  de  Méganique. 

Émibute  ÉCRITE.—  Un  point  matériel  M,  de  masse  m, 
non  pesant,  est  mobile  sans  frottement  sur  la  sphère 

H  et  ^  désignant  ses  coordonnées  polaires  [colati- 

tude    et  longitude).    Il  est  soumis  à  l'action   d'une 

force  F  dirigée  constamment  suivant  la  tangente  au 

méridien  et  que  l'on  convient  de  considérer  comme 

Ann.  de  Alatkémat.,i'  tirie.^.  XI\.  (Jauvier  i<ioo.)  3 
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positiiie  dans  le  sens  oii  S  crott,  comme  négative  dans 
le  sens  opposé. 


x"  Démontrer  que  F  peut  être  exprimé  par  la  /or- 
mule 

F  =  — ;-r-.-  (  COl8  H -j-^ , 

oit  A  est  une  constante  positive  ; 
2°  On  suppose  F  donné  et  égal  à 

on  demande  de  déterminer  les  différentes  trajectoires 
que  peut  décrire  le  point  A  et  de  montrer  que  les  cônes 
ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  poui- 
directrices  ces  trajectoires  sont  tous  du  quatrième 
degré. 

Examiner  le  cas  parliculier  suivant  : 

ijio  ^  o;  /n  vitesse  initiale  Vt,  est  perpendiculaire  àOs^ 
et  l'on  a  : 

Épreuve  pbatiqub.  —  On  donne  un  prisme  droit 
homogène  dont  la  section  droite  est  un  triangle  rec- 
tangle et  isoscèle  OAB  de  côté  a  et  dont  les  arêtes  ont 
une  longueur  k.  La  densité  du  prisme  est  a. 
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On  deman/ie  les  moments  d'inertie  du  prisme  par 

rapport  à  ses   arêtes  et  les  longueurs  des  pendules 


simples  synchrones  des  pendules  composés  que  l'on 
obtient  en  faisant  osciller  le  prisme  successivement 
autour  de  ces  arêtes  supposées  horizontales. 

LiUa. 

Calcul  dippémbntibl  bt  intéghal. 

i"  Déterminer  les  pôles  de  la  fonction  fie  u 

—  '  p'''—p'*' 
2    pu  —  po 

oiipu  est  la  fonction  de  Tfeierstras  et  où  v  désigne  un 
argument  constant; 

a"  Décomposer  celte  fonction  en  éléments  simples  et 
déterminer  son  intégrale; 

3°  Démontrer  a  priori  que  la  fonction  elliptique 
du  huitième  ordre 

m 

satisfait  à  une  équation  de  la  forme 


(£)'=/<-'■ 


oit  f{y)  représente  un  polynôme  du  quatrième  degré 
eny,former  ce  polynôme. 
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MÉCAMQtE     RATIONNELLE. 

Deitx  points  matériels  non  pesants  M  et  M',  de 
masses  m  et  m',  sont  assujettis  à  se  mouvoir,  sans  frot- 
tement, le  premier  sur  un  cylindre  fie  révolution,  le 
second  sur  l'axe  de  ce  cylindre;  on  demande  d'étudier 
leurs  mouvements,  sachant  qu'ils  s'attirent  proportion- 
nellement à  leur  distance. 

On  suppose  qu'à  l'instant  initial  les  deux  points 
sont  dans  un  même  plan  xOy  de  section  droite  du 
cylindre,  et  l'on  déterminera  les  vitesses  initiales,  de 
manière  que  le  centre  de  gravité  G  du  système  de.t 
deux  points  reste  dans  le  plan  xOj,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 

MÉCANIQUE  APPLIQUÉE. 

CoMPOsiTiOH  ÉCRITE.  —  Établir  les  équations  de  la 
théorie  générale  des  turbines  hydrauliques,  et  les 
appliquer  à  une  première  étude  comparative  des 
divertes  dispositions  adoptées  pour  ces  moteurs. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne,  par  un  croquis 
côté,  une  distribution  Farcot  dont  l'une  des  ailes  de 
la  came  a  pour  profil  une  développante  de  cercle. 

x"  De  quel  angle  faut-il  faire  tourner  la  came  pour 
faire  passer l' indice  dedélente  rfe  ~  â  ^,  i,  . . .? 

1°  Déterminer  par  tangentes  le  profil  de  la  seconde' 
aile  de  la  came  de  manière  à  obtenir  le  même  indice 
de  détente  des  deux  côtés  du  piston,  malgré  l'obliquité 
de  la  bielle  du  piston. 

Astronomie. 

Epreuve  théorique.  —  Déterminer  les  éléments  de 

l'orbite  d'une  planète  dont  onconnail  la  position  et  la 
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vitesse  initiales  (  on  éiabUra  toutes  les  formules  em- 
phjrêes). 

Etudier  comment  varient  ces  éléments  lorsque,  In 
grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  initiale  restant 
invariables^  la  position  initiale  occupe  les  différents 
points  d'un  rayon  vecteur  issu  du  Soleil  (on  laissera  de 
côté  les  orbites  hyperboliijues). 

■larseiUe. 


On  considère  la  fonction 

_j-  =  a(3— I)'— 4aj(3-a:)'+(Gaa;>-+-é)<3  — «ji 
—  2a:(2oa;>-t- 6)(3  — ar)-!- aa7*-t- 63-»+ c, 

et  l'équation  différentielle 

1°  Intégrer  cette  équation  tfuand  on  a 

2"  En  prenant  z  —  3^  pour  nouvelle  fonction  de  x, 
on  peut  ramener  l'intégration  de  l'équation  différen- 
tielle aux  quadratures.  Réduire  ces  quadratures  aux 
formes  les  plus  simples  dans  le  cas  où  c  n'est  pas  nul. 
On  considérera  spécialement  le  cas  où  l'on  a 

3°  Intégrer  l'équation  différentielle,  dans  le  cas  oit 
l'on  a 

au    moyen    d'une    série    entière   en    x,    s' annulant 
pour  X'^o,  et  convergente  dans  un  cercle  ayant  pour 
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centre   l'origine.   On    indiquera   seitlement  la   rrgle 
lie  construction  tte  la  série,  et  l'on  déterminera  une 
limite  du  rayon  du  cercle  de  convergence. 

Posons 

:  —  xj:  =  t, 
il  viendra 

y  =  a(*-i-frï>  +  c  =  T, 

et  ré(]uation  gênerais 

prendra  la  forme 

OÙ  Ifs  variables  sont  séparées. 

Dans  le  calcul  proposé,  on  a,  par  les  procédés  clas- 
siques, pour  n  =  I ,  i  ^  I ,  c  ^  o 

où  l'on  a 

Dans  le  cas  général,  on  a  des  intégrales  abéliennes  de 
forme  classique  qui,  pour  a+^  +  c^o,  se  ramènent 
à  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

Enfin,  dans  le  cas  où  l'on  a 


l'équation  ditférentielle  a  la  forme 


En  appliquant  le  ihéorème  dasùque  de  Briol  et  Bou- 
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qtfel,  on  peut  prendre,  par  exemple, 

b=\^\<l      «  =  !*!<{,      H  =  /î. 

et  l'on  a  pour  rajon  du  cercle  de  convergence  d'api-ès 
Briot  et  Bonquet 

«■.„(,-r"»")-»(.-^"). 

Épbeuve  pratique.  —  Ramener  à  une  intégrale 
simple  la  calcul  de  l'aire  déterminée  par  un  contour 
simple  fermé  sur  le  paraboloïde  dont  l'équation  est 


en  coordonnées  rectangulaires.  , 

En  particulier,  faire  le  calcul  dans  le  cas  oà  l'aire 
considérée  se  projette  suivant  l'une  des  boucles  de  la 
courbe  définie  sur  le  plan  des  xy  par  l'équation 


Evaluer  cette  aire  à  }  ""^  près,  en  prenant  a  é 
Quelle  est  la  signification  du  signe  de  a? 


^  =  r«/  ''''^[(«»+pi>''-(«'+pî)']' 


(pî  -H«»)'  =  a*(»înon-coso>), 
■■■(4-i=)_ 


Le  signe  de  a  est  lié  à  la  distribution  des  plans  tan- 
gents le  long  d'une  génératrice. 
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Mbcaniqle. 


Dans  un  plan  vertical,  une  plaque  ABCD  est  assu- 
jettie à  glisser  sur  une  droite  horizontale  OX;  la 
plaque  pèse  io''*  et  le  coefficient  de  Jrottement  est 
égala  0,2. 

En  un  point  E  de  la  plaque  est  attachée  l'une  des 
extrémités  d'un  fil,  flexible,  inextensible  et  sans 
masse,  qui  va  passer  sur  une  poulie  pleine  et  Homo- 
gène  pesant  10^',  (fui  est  mobile  [autour  d'un  axe  ho- 
rizontal I. 


Le  fil  s'enroule  d'abord  sur  la  poulie  sur  laquelle 
il  ne  peut  pas  glitser,  puis  il  quitte  Ut  poulie  et  porte  à 
son  autre  extrémité  un  poids  P  de  i  **. 

Primitivement  les  corps  sont  sans  vitesse.  Entre  la 
plaque  et  la  poulie,  le  fil  n'est  pas  tendu,  et  l'excès  de 
sa  longueur  entre  le  point  d'attache  ^  et  te  point  H 
oit  la  tangente  EH,  qui  est  horizontale,  toucherait  la 
poulie  est  égal  à  i".  De  même,  entre  la  poulie  et  le 
poids  P,  le  fil  n'est  pas  tendu  et  il  a  un  excès  de  lon- 
gueur- égal  à  i".  Le  poids  P  est  situé  sur  la  tangente 
verticale  à  la  poulie.  L'horizontale  EH  passe  par  le 
centre  de  gravité  de  la  plaque;  de  sorte  que  le  frotte' 
ment  n'intervient  pas  pendant  la  percussion. 

On  abandonne  le  système  à  lui-même.  Etudterson 
mouvement. 
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Solution. 

Il  y  a  un  |>reinier  choc  après  lequel  le  poîdi  P  et  le 
point  K  de  la  poulie  ont  une  vitesse 

.=& 

Avant  le  deuxième  choc,  cette  viteaae  est  devenue 

Après  le  deuxième  choc,  le  théorème  des  moments 
des  <]uantités  de  mouvement  appliqué  en  considérant 
l'axe  de  la  poulie  donne  une  vitesse  nouvelle 
3         I    ,-r- 

On  considère  enfin  après  le  deuxième  choc  le  système 
entier  (poids,  disque,  plaque).  On  applique  le  théorème 
du  centre  de  gravité  à  la  plaque,  le  théorème  des  aires 
au  disque,  et  enfin  on  a  pour  le  mouvement  du  poids  P 

'dF —  a^'^lïS' 

La  vitesse  devient  nulle  quaudon  a 

et  le  système  entier  s'arrête. 

Épkeuve  PRATIQUE.  —  i/nff/ermfl  ABCDE  rfu  j/jîèm« 
Polonceau  a  40""  de  portée;  elle  repose  par  ses  extré- 
mités A  0t  C  sur  deux  murs  verticaux. 

La  hauteur  du  sommet  B  de  la  forme  au-dessus  de 
V horizontale  KC.  est  de  io°  et  la  barre horizontaleDF^ 
^ui  relie  les  deux  arbalétriers  estài"^  au-dessus  de  AC. 
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Chacun  des  arbalétriers  AB  et  BC  est  formé  de 
quatre  tiges  s'articulant  entre  elles  et  sur  lesquelles 
s'articulent  d'autres  tiges  /armant,  comme  l'indique  la 


figwe,  six  triangles  pour  l'ensemble  du  système  de 
chaque  arbalétrier. 

La  ferme  supporte  un  poids  de  400''*  par  mètre  cou- 
rant. 

Trouver  les  tensions  des  tiges  en  recourant  au  dessin 
ou  au  calcul,  selon  la  tension  qu'il  s'agira  de  déter- 
miner. 

On  calcule  la  tenaîon  de  la  base  DE  en  prenant  ka 
moments  par  rapport  au  point  B. 

Pour  toutes  les  autres  foices  ou  tensions  la  règle  du 
parallélogramme  appliquée  graphiquement  suffit. 

ASTBONOIIIE. 

1°  Définir  l'équation  du  temps,  calculer  les  pre- 
miers termes  de  son  développement  et  montrer  qu'elle 
s'annule  quatre  fois  par  an. 

Pour  établir  ce  dernier  point,  on  admettra  que 
l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  est  de  rr-  et  que 
tang^  -  —  — ,  e  désignant  l'inclinaison  de  l'écliplique 
sur  l'équaleur. 

2'  Définir  les  éléments  de  l'orbite  parabolique 
d'une  comète.    Établir   l'équation    algébrique  qui, 
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dtins  le  cas  du  mouvement  parabolique,  sert  à  calculer 
l'anomatie  vraie  au  moyen  du  temps  écoulé  depuis  le 
passage  au  périhélie. 

Épreuve  PRATIQUE.  —  Première  question  :  Établir  les 
formules  qui  donnent  sm''x  et  009"^!:  en  fonction  des 
sinus  et  des  cosinus  des  multiples  de  l'arc  x. 

Faire  l'application  à  sin'a;  et  vérifier  l'exactitude 
de  la  formule  obtenue  en  attribuant  àx  la  valeur  -  • 

Deuxième  question.  —  D'après  M.  Faye,  la  lon- 
gueur s  d'un  arc  de  méridien  terrestre  exprimé  en 
toises  a  pour  expression  : 
ï=[i,i997Mo]o' — |4,a357i]sincECOS34'  +  [t>:i34]»(i3acM44>, 

a  désignant  l'amplitude  de  cet  arc,  et  ^  sa  latitude 
moyenne. 

i  "  Calculer  en  toises,  au  moyen  de  cette  formule,  la 
longueur  de  l'arc  compris  entre  les  parallèles  de  Paris 
et  de  Marseille,  en  adoptant  pour  latitudes  respectifs 
de  ces  parallèles  : 

Paris.... 48°.5o'.ii'N 

Marseille 43'.  i8'.n/  . 

{dans  la  formule  ci-dessus,  les  nombres  entre  crochets 
sont  des  logarithmes;  a."  désigne  l'amplitude  de  l'arc 
évalué  en  secondes); 

■i"  Calculer  le  même  arc  s  en  mètres,  sachant 
que  10000000  de  mètres  valenf  5  tSoj^o  toises. 

SOLUTION. 

Première  question.   —  Des  formules  bien 
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on  déduit  immédiateinent  pour  toutes  lei 
a'i-ico!3  =  cosnajH — cos(n  —  t)x 


pour  np 

air 

<- 

-  lyi— 

et  pour  t 

impair 

(-1 

T,.-, 

in(«-ï)* 


in(/.-4)a7-.... 

Quand  n  est  pair,  il  faut  prendre  la  moitié  seulement 
du  dernier  terme  qui  a  été  doublé 

a^sin'a;  =  sin5;c  —  5  sin3:c  +  lo  ^im. 
Deuxième  question  : 


«• 

T  =    43.18. 

f=    48.5o 

=  a+=    92.  8. 

4+ =  184.17 

Log. 
4,3991149 
1 , 1997230 

2,98401 
—2,57262 
-4,22571 

T,a83 
-     -T,999 
.         .,254 

îo 

I  +  II  +  III. 
l 

«=   S.ïi.Sa 

2C(=I1.    3 

a' =19912' 

Ug. 

5,4988369 
1 ,78234 
—0,556 

5,4989157 
0,2898200 
5,7887357 

T. 

Coefficient  I 

11 

m 

j  (en  toises). 
toi*e 
mètre 
*(en«iéires). 

60,6 

-3,4 

315439,2 

6i48oa,6 

cosa4i 

-Coefficienlll. 

<:««4+ 

Coefficient  111... 
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Réponse  : 


(43  ) 


l  3i543g,3  ioi!«<>. 
)  6i48o!i,6  mètres. 


StLUTfONS  n  OUBSnONS  PlOPOSfifiS. 


Trouver  et  dUcuter  l'équation  de  la  lurface  qui  jouit 
He  cette  propriété  que  la  somme  des  dittances  de>es  pointt 
aux  troiê  côté»  d'un  angle  trièdre  Irireelangle  ett  con- 
stante. 


Le  triédre  doDoë  étant  pris  pour  triédre  coordooné,  en  ren- 
dant ratioDnelle  l'équation 

(')  /y'  -H  s'  +  v^j'  -i-x'-t-  }/x^  -\-y^  =  a  a, 

on  trouve  aisément 

j  (£^»«')«-8<i>[*V3«-(-S^»^'{7'  +  a«)] 
'*'     1      -+-8a*(ala!*-i-3Sj'>.«>)~320*Sa?»+i6a«=o. 

Cette  surface  du  huitième  ordre  admet  les  trois  plans  coor- 
donnés et  leurs  six  plans  bissecteurs  pour  plans  de  symétrie. 
La  section  par  un  plan  coordonné  se  décompose  en  quatre 
hyperboles  équilatères 


(3)  {xy±^a(x-^y)^->.a^] 

\       >:{»yàzia[x-y)-ia^]  =  o. 

La  section  par  un  plan  bissecteur  sa  décompose  en  denv 
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(<«) 

droites  doubles  (paraDèlea  à  l'axe  correspondant)  et  en  deux 
ellipses  ayant  leurs  centres  sur  ces  droites  doubles 

La  surface  a  donc  doute  hyperboles,  tlooMe  ellipses  et  douse 
droites  doubles  (arftes  d'un  cube  coDcentrique  dont  le  cAté 
est  2(1/3):  la  section  par  une  face  de  ce  cube  {,x,y  ou 
2  =±a /ï)  se  compose  des  quatre  arêtes  (doubles)  de  celte 
face. 
La  courbe  de  l'infîni  se  réduit  aux  trois  points  à  l'inSni  sur 
axes  coordonnés,  points  qui  sont  quadruple»,  car,  pour 
Loute  droite  (a)  =  \,y  =  (i),  l'équation  (3)  a  quatre  racines  « 
nGuîes,  Ces  points  sont  sommets  doublée  de  trois  cylindres  de 
évolution  («>-i-^'  =  ja',  ■■.)>  passant  chacun  par  quatre  des 
roites  doubles,  et  doublement  asymptotes  i  la  surface  (3). 
Cette  surface  correspond  d'ailleurs,  non  seulement  à  l'équa- 
ion  (i),  mais  i  l'équation 


4) 


±/r'- 


t-x*+y/x*-¥-y^' 


En  construisant  les  quatre  hyperboles  (3),  qui  coupent  les 
Bxes  aux  points  A,  A'f^  =±  a,  y  =  o),  B,  B'(»  =  o,  /  =±  a). 


1  \ 

p   ' 

1  \« 

^  i 

/'' 

i 

^^H 

/ 

w,'l 

■p 

i 

' 

^11 

l^- 

-'' 

1/ 

^' 

on  reconnaît  aisément  que  la  partie  de  la  surface  correspon- 
dant à  l'équation  (i),  c'esi-à-dire  plus  spécialement  à  l'énoncé, 
est  celle  qui  est  limitée,  dans  le  plan  des  xy,  par  le  qnadrila- 
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tére  curviligne  ABA'B'.  Cette  partie  de  la  surface  est  tout 
entière  à  l'intérieur  de  la  sphère  de  rayon  a. 

Coupe  par  le  plan  de*  XY. 
C^  Cjlindrej^4-a'  =  4o', 
C^  CjlJDdre  «'+*'=  4*'. 

C,  Cytiadre  x'+y'  —  ^a'. 

D,  D',  D',  D'  pieds  de  quatre  droites  doubles.  Les  huit  antres  se 
projettent  deui  i  deni  suivant  DD',  D'D',  D'D',  D'D. 

En  prenant  toutes  les  distance»  posili*emeat,  on  voit  que,  dans 
l'angle  XOV,  on  a  respectitement 

Sur  AB OM-i-PM^-QM  =  la 

Sur  AE OM  +  PM  — QM  =  aa 

Sur  BF OM  —  PM  +  QM  s  la 

BurGH  — 0M-t-PM  +  QM  =  3a 

Les  antres  parties  sont  ijmèlriqnes. 
I,  ■',  DD',  D*  D'  projection  des  sections  par  les  plans  Y  =  ±  s. 

Ce  qui  a  empêché  sans  doute  de  donner  plus  t6t  une  solution 
de  la  question  193,  c'est  que,  après  avoir  obtenu  l'équation  (i) 
de  la  surface,  on  a  abandonné  l'équation  initiale  (4).  Or, 
(a)  est  presque  impossible  ù  manier,  tandis  que  (4)  montre 
beaucoup  de  choses.  Par  exemple,  de  (3),  on  tire 


Il  est  très  difficile  de  voir  directement  que  le  premier 
membre  est  décomposable  en  quatre  facteurs,  tandis  que, 
avec  (4),  on  a 

On  voit  alors  que,  dans  le  plan  des  xjr,  le  lieu  se  compose  de 
quatre  hyperboles,  et  l'on  h  les  quatre  facteurs  de  (5),  comme 
il  est  facile  ensuite  de  le  véririer. 

La  même  remarque  s'applique  aux  sections  par  y  =±  x,  .... 
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QlilSTIONS. 


uDc  forme  bioaire  quadratique  A  coeflicients  imaginaires  telle 
que  la  partie  réelle 

a'n^-t-  ib'xy  -\-  c'y* 

soit  une  forme  positive.  DémoDtrer  que  le  détermioant  de  la 
forme  proposée 

D  =  ac  -  i' 

n'est  jamais  négatif  (').  Soit 

la  valeur  principale  (celle  des  deux  valeurs  de  la  racine  dont 
la  partie  réelle  a  est  >o)  de  la  racine  carrée  de  ce  déter- 

Posons 

a  =  ao/5,  *  =  *o/D.         c  =  Cov/D; 

"Si  ^«i  Cd  sont  des  quantités  imaginaires  dont  nous  désignerons 
les  parties  réelles  respectivement  par  a'^,  A',,  c',. 
Faire  voir  que  la  forme 


T.  XVII,  .898.  -  P.  99,  ligne  i5,  il  )  a  une  logère  erreur  typogra- 
phique. Au  lieu  de  corutant,  lisez  c 


(')  C'est-à-dire  que  s'il  est  réel,  il  est  nécessairement  positif. 
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[K6b] 

SUR  LKS  ÉHUATtONS  FONBAMSNTALBS  BE  LA  THÉORIE  DES 

SURFACES,  RAPPORTÉES  A  BEliX  TRIÈDRES  BIRECTAnifiLES 

SUPPLÉNENTAIRES  MOBILES; 

P*R  H.  l'abbé  ISSALY. 


1.  Considérons  comme  prélude  ime  ligne,  tout  d'abord 
quelconque  (s),  située  sur  une  surface  F",  ou  même  (') 
sur  une  pseudo-surface  ^,  taiigeutes,  à  l'origine  M,  au 
plan  dt;s  XY,  et  supposons  en  outie  que  l'axe  des  X  du 
trièdrc  trireclangle  mobile  MXYZ,  ou  T,  coïncide  avec 
la  tangenie  ^n  M  r  la  courbe. 

Soient  R,  b,  c,  a',  . . .  les  cosinus  directeurs  des  arêtes 
de  ce  trièdre,  par  rapport  au  trièdre  fixeTa,  et  soit 
enfin  R  te  rayon  de  première  courbure  de  la  ligne  pro- 
posée. La  simple  projection  sur  l'axe  OX,,  par  exemple, 
d'un  triangle  isoscèle  ayant  pour  longueur  de  ses  cdtés 
égaux  l'unité,  nous  donnera 

a -H  rfa  ros{R,  Xo  )  —  (n -4- rf«)  =  o; 


,  par  définition,  a-  ^=  ir;  donc 
co3(R.X,)        a'        a- 

- — R —  =  r;  +  ïï;  =  "'— " 


(')  Voir  notre  Théorie  des  systèmes  triple»  de pteudo-st 
(!Vouvelle*  Annale»,  p.  aoi;  i%o). 
Ann.  de  Afalhémal.,  î'siîric,l.  XIX.  (  Février  igoo.) 
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en  posant 

Que  si  maiiiteiiBnC,  d'isoléo  qu'elle  étaîl,  la  courbe  (3) 
(levicm  uuc  ligue  coordonnée,  on  conçoit  sans  peine 
que,  par  une  géuéralisation  ou  une  extension  conve- 
nables de  la  même  méthode,  on  puisse  établir  géomé— 
triquentent  (')Ie  système  qui  suit: 


aussi  bien  que  son  a 


De  là  diverses  eoitsé(]uences  dignes  de  toute  attention . 
1°  Lorsqu'il  s'agît  de  pseudo-surfaces,  les  arcs  ^i, 
ds'  doivent  Cii-e  regardés  comme  indépendants.  S'il 
s'agit  de  surfaces,  au  contraire,  on  a,  {mur  les  soumcttru 
au  calcul,  les  expressions  usuelles 

ds  =  X  du,        ds'  =  A'du'. 
11°  On  sait  que,  de  nos  jours,  le  système  conimuné- 
mcni  adopté  pour  tenir  lieu  des  relations  (i)  est 


(')  Puur  plus  de  dûlails,  voir  dans  le  Bulletin  de  la  Socièlr 
mathémalù/ue  de  France  l'ariiile  inliliilé  A'ouveniiT  principe*  île 
la  théorie  des  congruenres  de  droilci;  iSKS, 
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Or,  le  calciil  pn'-céJont  iait  voir  qu'un  tel  système 

est  maui(esieincntyà»(iy  et  qu'on  doit,  bo»  gré  mal  gré, 

dans  le  cas  des  surfaces  notamment,  le  remplacer  par 

cet  autre 


('') 


"  A  du 


3°  Il  est  vrai  que,  pour  neutraliser  ou  compenser  l'er- 
reur ainsi  commise,  on  prenJ  /■  3=  ■ -,  y  =  —  ^,  au  lieu 

de  /■  ^  R~  '  9  ^^  —  r'  '  "'^'^  """^  luiltî  substitutiou  n'eu 
est  pas  moins  vicieuse,  ainsi  que  la  démousiratîou  ci- 
dessus  le  prouve  quasi  par  surcroît. 

4"  Au  reste,  la  compensation  indiquée  est  loin  d'être 
toujours  aussi  erBeace  qu'on  pourrait  le  eroire,  car, 
substituer,  par  exemple,  la  coiidiliou  analytique  explé- 
tive 

à  la  condition  géométrique  exacte  p  ■+-  q'  =  o,  dans  les 
calculs  relatifs  aux  surfaces  eu  général,  c'est  se  mettre 
dans  l'impossibilité  d'établir  directement  la  propriété 
caractéristique  de  loule  surface,  laquelle  consiste,  on  le 
sait,  dans  l'orlliogonalité  de  ses  lignes  de  courbure. 
Mais  nous  aurons  à  revenir  tout  à  l'Iieure  sur  ce  point 
important. 

2.  Au  trièdre  trireclangle  moliile  qui  nous  a  servi 
jusqu'ici,  substituons  deux  triédrcs  birectangles  supplé- 
mentaires MXYZ  ouï,  d'angle  *,  et  MX.Y.Z  ou  ï,, 
d'angle  t: — 4.  Soient  a,  b,  c,  a',  ...  et  /i,,  6,,  c,, 
a\^  ,.-  les  cosinus  directeurs  de  leurs  arêtes  respec- 
tives. Par   rapport  au  premier  de  ces  Irièdres,  le  sys~ 
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(  5") 
lèine  (■')  devra  être  remplacé  par  le  suivant  : 


À 

au 

=  a 

'■- 

-a\q 

A 

au 

^a 

/.s 

n*  — 

Â 

àa' 
au 

=  a 

9- 

-a\p 

dans  lequel 

(3)  „  =  .+  _  =  .+  j._, 

et  où  les  cosiaus  qui  j  figurent  sont  liés  entre  eux  par 
les  relations 


Par  rapport  au  trièdre  T,,  on  aura  de  même 

\    ds         \    au  '^ 


ce  qui,  rapproché  de  (3),  entraine,  remarquons-le  dès 
à  présent, 

Quant  k  la  démonstration  de  ces  formules,  ou  la 
trouvera  implicitement  renfermée  dans  notre  Méuioire 
déjà  cité  de  1S90.  Disons  toutefois  que  les  compo- 
santes  orthogonales    qui    entrent    dans    les    formules, 
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beaucoup  plus  générales,  de  ce  premier  Travail,  se  rat- 
taclienl  à  nos  composantes  obliques  actuelles  par  les 
relations  simples 

1 /n-5icos*=/>=p,sin*, 
(3)  I  9-^/>cos*  =  g'  =  yisin*, 

(  /■  =  /•  =  /-,, 

et  par  leurs  inverses 

i/'t  —  9iC0s*  =/»!  =/)9in*, 
,     ,  qt — />|C08*  =  f|  =  9  9in*, 

'  r,  =  r,  =  r. 

3.  Appliquons  immédiatement  ces  éléments  de  calcul 
à  la  rectification  ou  à  la  correction  (dans  le  sens  expliqué 
plus  liant)  du  premier  des  deux  systèmes  ternaires 
usuels  de  la  théorie  des  surfaces. 

A  cet  effet,  si  Xa.yo,  Zo  désignent  les  coordonnées  de 
l'origine  M,  par  rapport  au  trièdreyîjre  T,,,  ou  aura 

dxa^  ~-^du~h-  — -?</(!' =  ads-i-a'ds'=  Xadu-t-  X'a'  du, 
du  au 

et,  par  suite, 

,6,  ^^=A„,         g=AV. 

Égalant  entre  elles  les  dérivées  ^^.  et  ■^~-,  et  an- 
^  dudu        du  Ou 

nulant,  après  les  avoir  développés,  les  coefficients  des 

cosinus  a,  a\,  a\,  on  obtient  (sous  la  forme  la  plus 

avantageuse   pour  nos   calculs  ultérieurs)    le    système 

exact  annoncé,  savoir  : 

/    d*  AA'  ,  ■        *^ 
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De  lui-iniime,  on  lis  voit,  il  nous  fournit,  sous  sa 
vraie  forme,  la  condition  caractérislique  dont  nous 
avons  parlé  précédemment.  Que  cette  conditiou  soit 
telle,  en  effet,  cela  résulte  de  ce  c]ue  ]'é(|uation  générale 
des  lignes  de  eourbure  de  la  pseudo-surface  5'  étant, 
comme  on  peut  s'en  assurer,  à  part, 

ces  mêmes  lignes  ne  peuvent  devenir  celles  de  la  sur- 
face F"  que  si  la  condition  classique  d' or ibogun alité 

p,  -+-?',  -I-  (  îi  -t-  p\  )  cos»  =  o, 
ou  bien,  d'après  (5). 

se  trouve  satisfaite,  ce  (|ui  est  justement  la  troisième  des 
équations  (7). 

Au  surplus,  si  l'on  reprend  le  calcul  précédent  au 
moyeu  des  identités  corrélatives 

1    au-         Mn**^     '  '  '■ 

le    irièdre   T,    permettra    de    <:ontrôler   les    résultats 
acquis  (7)  à  l'aide  du  système  similaire  et  équivalent 


{■)')  I  dV  _      _AA^ 


AA'  , 


du'  ' 


-(«.-r'.cos*), 


(r\-n,cos*). 


■îi— (îi-'-/''i)fO!*  =  o- 

s  au  second  système  ternaire  <Ie  la  théorie 
qui  nous  occupe,  et  pour  cela  reprenons  d'abord  le 

triédre  T.  C'est  de  l'identité  -     ■-;  z=  ,—r—-  qu'il  nous 

auàu         du  ou    ' 
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faudra  i>artir  ici.  Mais,  sans  nous  engager  dans  un  calcul 
analogue  au  pri-cédeut,  il  sera  beaucoup  plus  simple 
d'utiliser  les  formuk-s  { ig)  de  noire  premier  Mémoire, 
en  les  adaptant  aux  variables .«  et  5',  et  l'on  aura 

<»    ^-'-^:fi-' ="■(.«■-«»■.. 

ou  bien  (en  vue  de  réductions  prochaînes) 
,  dp,       , ,  dp',  ,  d\        ,  à\' 

*K?-*  £■=-'■" 51'+''' s:*-- 

Passant  de  ces  projections  orthogonales  aux  projec- 
tions obliques  correspondantes  (5')  et  éliminant  T^> 
-^  à  l'aide  de  leurs  pi'emiéres  expressions  (  y),  il  viendra 
(après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  AA') 

à(p  a'in^)        d(/j'8in*l  _  j  /t(7i  —  r'co8*)  +  /)'(r' — /ieos4>) 

<>*'  <**  ~  (      -t-n'(? -t-jDcos*)— n(g'-t-/>'cos*). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  développer  ces  deux  dérivées  par- 

-   1 1  ■     •  I  d*    (J*  I        j  rc\ 

lielles,  puis  a  j  remplacer  ^,  ^  par  n  —  roun  — '  \P) 

pour  obtenir  la  première  des  équations  cbercliées.  Et 
comme  les  deux  autres  se  calculent  de  la  même  façon, 
nous  les  grouperons  toutes  dans  le  Tableau  qui  suit  : 

9)'  (%  -%)^''^*  =(l'>  +  '7''')  +  irp'-pf')-ç(^-+  r)coi4', 

en  rappelant  que  ds,  ds'  peuvent,  si  bon  semble,  v  être 
remplacés  par  A  d<i,  AVtt' et  qu'on  a  on  sus/>  +  y'^o('). 

!  ' }  L'iiquatiun  de  rindic^lricc  d'une  surface   quelconque  pouvant 
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Loi-sque  l'angk'^usl  coiislaiiti  il  vîenln  =  r,  n'=^t^ , 
et  s'il  est  droit  ces  dorniers  termes  disparaissent. 

5.  Vêrifîoiis  notre  Tableaa  dans  le  cas  reinai^iuablc 
où  les  axes  MX,  MY  coïiteident  avue  les  taiigeitles,  à 
l'origine,  des  lignes  de  courbure  de  la  surfare  F".  Outn; 
les  condilioDS  précédentes,  on  a  encore  p  =  t/=  o  j)ar 
Lypollièse.  D'autre  part  on  peut  constater  (ii"  i  )  qu'avec 
r=  ^-.  y  =  —j~-.  on  a  également /V=  ^.  r'  =  — ^. 
Tenant  compte  de  toutes  ces  particularités,  le  système  (g) 
se  réduit  à 

ds'\B.y/       iit\R^/       Rj       W;        R,R; 

Or,  sous  cette  forme  on  reconnaît  n  vue  trois  des 
neuf  relations  différentielles  signalées  par  Lamé  dans 
ses  reclierclies  sur  les  systèmes  orlUogonaux,  à  savoir 
celles  (]ui  sont  relatives  à  la  surface  V,  tangente  en  M 
au  plan  des  XY. 

6.  Le  trièdre  T|  donne  lieu  à  des  considérations  ana- 

On  voit  qu'elle  oc  peut  rcprfscDler  une  hyperbole  <!quilatvrc  que 
»■  l'on  a 

g—p'-t-fp-  7')cos*  =  r>, 

ou  bien  (5) 

P,-Pi  =  °- 

Telle  est,  dès  lors,  «ous  sa  double  forme,  la  condition  (auniliaire) 
qui  sert  i  spécifier  les  sur/aces  minima. 
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logues,  que  nous  allons  retracer  en  p«!U  (le  mots.  Et 
d'abord  il  n'y  &  rion  à  ajouter  À  ce  qui  a  été  dit  au  sujet 
du  premier  des  systèmes  ternaii-es  déjà  étudié  (u'S). 
Ei>  ce  qui  concerne  ie  second,  les  formules  (ao)  de  noire 
premier  Mémoire  nous  donnent  iuimédiatement 


(lO) 

'■^ 

du. 

:  AA'(î.^; 

i-'-i?;). 

ou  bien 

-"%.=-■ 

^%*^' 

PrOiédaiu  .i 

l'exemple  du 

preiuier 

cas,  on  trouve 

.in») 

d(p\sia 

îi.jf.C.- 

-  r\  cos*; 

)+/,('-', 

-n,. 

cos* 

) 

"' 

au 

(    -^•'■î 

i(?. —  /»■<: 

os*)-r 

.(î'i- 

~y,;c 

03*); 

pui. 

enfin,  conjointement 

avec  la  troisième 

dt!s 

1-cla- 

lions 

(/). 

(^ 
[i,- 

-«~),in 

't-(fi«.+A 

i'-î)-t-(?i'- 

'.-'■|?'l)- 

-/'.(''i 

i+"'i. 

)cos*, 

[m 

-^)- 

!*  =  („;.,+,: 

,r',K(rt,/. 

'.-P."',)- 

-?'.('■ 

>+«■ 

)cos*, 

lin, 
{-S7 

-ï)- 

i*=W  +  /.^ 

"■.) 

\  -h-(/iiî',  — î,;j',)sin'*-  rt,(r',Ti-n',)cos4 

Que  si,  à  litre  de  véiiâcatioit,  ou  se  i)ropose  de  passer 
de  ce  dernier  système  à  son  eorrélalif  (g)  et  vice  versa 
il  sera  indispensable  de  reprendre  avant  tout  les  va- 
riables u,  u'  et,  par  elles,  les  fonctions  A,  A'.  On  s'ai- 
dera ensuite  (pour  la  première  de  ces  opérations)  de  la 
seconde  des  formes  données  aux  relations  (3),  et  l'un 
tiendra  compte  enfin  utilement  de  lideiitilé  stiivanle  : 

pç'—qp'  =  p,g\-gip\. 
Dans  le  cas  particulier  où  $  est  constant,  il  suflJra  de 
faire  partout  n,  =  c,,  n',  =  /',, 
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(38) 
7.  Les  développements  dans  lesquels  nous  venons 
d'entrer  au  sujet  des  surfaces  ne  doivent  pas  nous  faire 
perdre  de  vue  la  part  que  dans  ces  questions  réclament 
à  bon  droit,  elles  aussi,  les  pseudo- surfaces.  C'est  inânie 
par  ces  dernières  que  nous  aurions  dû  commencer,  si 
nous  nous  étions  astreint  à  suivre  pas  à  pas  la  même 
inarclie  que  dans  notre  premier  Travail.  Quoi  qu'il  en 
soit,  on  vérifiera  sans  peine  qu'en  considérant  j,  s'y  non 
plus  comme  des  fonctions  de  n  et  de  u',  mais  comme  des 
variables  indépendantes,  il  vient,  pour  correspondre  au 
trièdre  T  et  prendre  la  place  dea  équations  (jj), 

{£■  --^)s'"*  =  ('ï''-/»''')-(7°'-"?')':os*, 
(pq'  —  gp')s\n'^  —  K'. 


\dt-        as  }  "' 

On  trouvera  de  même,  pour  correspondre  à  T,  et 
remplacer  les  équations  (i  i), 

<'^>  (s^-^)^'"*=('"^'-/'■''■'+'■"^•-'■'?'='■^*• 
!(s-5)^'"*=*'*'^■-?"•■■>-'*='^'■ 

Dans  le  cas  d'cxcepiïon  où  4>  ^  const.,  les  deux  pre- 
mières équations  de  (la)  peuvent,  à  cause  de  n  ;=  i'=^r, 
et  de  n'^ r'^}\,  s'écrire  plus  simplement  ainsi  en 
vertu  des  relations  (  j') 
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Paix-ilteiHcnt,  lus  deux  pi-cmièius  <lc  (t3)  rcvicunviit, 
d'ai>rès  (5),  à 

.'  àpt       dp', 

\  S' --5'  =  «'■-'■'• 
iw-ii -'■'■-'"• 

Quant  aux  dei-Dièrcs  équalioiis  des  deux  systèmes,  on 
établira  leur  coïncidenct:  absolue  eu  observant  qu'outre 
K"^  K,  (selon  une  remarque  déjn  faite),  on  a  actuclle- 
ment  par  hjpoUiese  t-^-  =  t-tt-  et,  par  suite,  à  cause 
de  n  =  «1,  n'^  n\ 

àt'        dt  ai'  ds  ds'  àt 

ce  qui  démontre  bien  l'identité  des  équations  considérées. 

[A4a] 
RKfllRQUBS  SUR  LA  THËORrE  DBS  GROUVîS  flM; 

Par  m.  Miciiarl  BAUEB. 


Je  me  propose  de  généraliser  quelques  lliéorèmes  de 
M.  Probeniusi^')  sur  le  nombre  de  certains  sous-grou|)es. 
Les  métbodes  employées  sout  celles  de  M.  Frobenius. 

I.  Le  nombru  des  sous-groupes  d'ordre  —  est 
^  j  (mod/j)  selon  qu'il  y  a  entre  eux  des  sous- 
groupes  invariants  ou  non.  Le  nombre  n  désigne 
Vordre  du  groupe,  p  est  un  facteur  premier. 

(')  Berliiier  SittungabeiichU,  i8i>j,  p.  i63-i|)5, 1)81-995. 
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S'il  n'y  a  pas  de  sous-groupes  invariants  d'oi-dr»;  —, 
le  nombre  des  sous-groupes  d'ordre  ~~  est  évidemment 
^o(mo<I;)),  Soient  donc  A,  B  deux  sous-groupcs 
invariants  d'ordre  — -  Alors,  désignant  le  groupe  donné 
par  h,  on  a 

A  =  AB; 

d'où  il  suit  (]ue  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  el 
de  B  est  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  ~  '  Si  E  est 
un  autre  sons-groupe  invariant  d'ordre  - .  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  A  et  de  E  est  différent  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  A  el  de  B.  Ainsi  les  sons- 
groupes  invariants  d'ordre  -se partagent  en  classes.  La 
classe  ('"'""  se  compose  des  sous-groupes 
C>)  A\",     A'/' 

dont  le  plus  grand  commun  diviseur  avec  A  est  ^/.  Mais 
les  facteurs -groupes 

A',"  A'," 
S*  '  '^i'  "" 
ne  sont  (jue  les  sons-groupes  d'ordixj  p  du  groupe  ^, 
dont  l'ordre  est  p^,  excepté  le  sous-groupe  ^-  Ainsi, 
chaque  classe  contient  des  groupes  en  nombre  /^  ou  o  ;  le 
nombre  des  sous-grou|)es  invariants  est  donc  ^  i  (modp). 
S'il  y  a  encore  des  sous-groupes  d'ordre  -  qui  ne  sont 
pas  invariants,  leur  nombre  est  ^  o(mod/T). 
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est  ^  !     {luod/i}  .teton  qu'il  y  a  des   sous-groupes 
invariants  entre  eux  ou  non. 

S'il  n'y  a  pa.i  de  .sous-grou|ies  iiivarianls  d'ordre  -7:1 
le  nombre  cliercké  est  évidemment  ^  o{in»dp).  S'il  y 
a  des  sous-groupcs  invanaats  d'ordre  —,  alors  il  existe 
aussi  des  souir^roupes  invariants  d'ordre  -•  Soient  les 
sous-groupcs  invariants  d'ordre  - 
(2)  Al,     A.,,     .. .,     Ar        r^  t(moàp), 

et  soient  les  sous-groupes  invariants  d'ordre  — . 
Ci)  B>.     Bi,     ■..>     B,. 

Si  nous  désignons  par  a^  le  nombre  des  groupes  (3) 
contenus  comme  sous-groupes  dans  Ap  el  par  bg  le 
nombre  des  groupes  (3)  i|ue  contient  Bg,  nous  avons 

Ceiiendant 

Car,  si  le  groupe  A^  contient  Bg  comme  sous-groupe, 
alors  le  groupe  ^  est  un  sous-groupe  «l'ordre  p^~'  du 
grouj)e  jT-  dont  l'oi-dre  est  />^.  De  la  relation  (4)  il  suit 
donc  ([ue 
(5)  '^be=s^'^af{moàp). 

Déterminons  maintenant  les  nombres  Op.  Ap  est  un 
sous-groupc  invariant.  Nous  démontrerons  qu'il  contient 
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des  groupes  d'ordre  -g  comme  sous-groupvs  îiivariaiiu 
(ces  sous-groupes  ne  doivmil  pas  cire  à  la  fois  des  sous- 
groupes  invariants  du  h).  Posons 

n  =  p'm,  le  plus  grand  commun  diviseur  (p,  m)  =  i. 

Si  Ap  contient,  par  exemple,  B,  commu  sous-groupc, 
Bi  est  déjà  un  sous-groupe  clierrliû.  S'il  n'est  pas  ainsi, 
nous  avons 

h  =  ApB,, 

d'où  il  suit  tjne  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et 
du  B  est  un  groupe  S,  dont  l'ordre  est  p'-^'^m.  Ce 
groupe  est  sous-gronpc  invariant  du  A.  Le  facteur- 
groupe  -^  d'ordre  p9  a  des  sous-groupes  invariants 
d'ordre  p,  donc  A  a  des  sous-groupes  invariants  d'oi-dre 

Notre  iliéorême  II  étant  déjà  démontré  pour  les  sous- 
gi-oupes  d'indice  p,  nous  pouvons  le  supposer  démontré 
[>our  les  sous-groupes  d'indices 

p,    p^,     ...,    pP-<. 
11  en  résulte  que  le  nombre  dus  sous-groupes  invariants 


encore  exclure  de  ces  sous-groupes  ceux  qui  ne  sont 
pas  des  sous-groupcs  invariants  du  G.  Leur  nombre  est 
évidemment  ^  o(niod/>).  Doue 

d'où  il  suit  (|ue 


-2«.' 
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>us-grou 

pas  invariants,  leur  nombre  esl  s  o(moAp). 

c.  y.  F.  D. 
M.  Frobenius  (')  a  JémotiLi-v  le  iliéorèiiic  suivant  : 

III.  Posons 

n  =  ab. 

Si  le  plus  grand  commun  diviseur 
(«.6)  =  :, 
alors  le  groupe  ne  peut  nwoir  qu'un  seul  sous-groupe 
invariant  d' ordre  j-  Chaque  sotis-groupe,  dont  l'ordre 
divise  j ,  est  contenu  comme  sous-groupe  dans  ce  sous- 
groupe  invariant. 

On  peut  établii'  par  un  raisonnement  analogue  la  pro- 
position suivante,  i|ui  eomplèle  ce  lliéurêinc  : 

IV.  Chaque  sous'groupe  invariant,  dont  l'ordre 
divise  rr  est  sous-groupe  de  tous  les  sous-groupes 
d'ordre  ^■ 

De  I  et  IV  on  déduit  les  propositions  suivantes  : 

V.  Posons 

(a, 6)  =  i,       /}  est  un  nombre  premier. 
Si  le  nombre  des  sous-groupes  invariants  d'ordre  -r- 
est  >■  I ,  alors  te  nombre  des  sous-groupes  d 'ordre  -r—â  ' 
pti,  est=\'  (mod/j). 
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11  suii  alors  de  ce  qui  précède  (|u'il  v  a  un  sous-groupe 
i II varl an l  d'ordre  -tj  etc. 

VI.  Posons 

Il  =  ab, 
(a,  6  j  =  I,       /i  esi  un  nombi'c  premier. 

S  il  y  a  un  sous-groupe  invariant  d 'ordre  -—g .  alors 
il  existe  un  nombre 

de  telle  sorte  que  le  groupe  ait  un  seul  sous-groupe 
invariant  d'ordre  ^—  • 

I^stbéortinicsIII,  IV  souLcoiileiius  dans  les  suivants  : 
VU.  Posons 

("■,/),)  =  1,        {o,i.)  =  i. 
Si  A  est  lin  sous-groupe  invariant  d  ordre 

alors  chaque  sous-givupe,  dont  l'ordre  divise  a,  est 
sous-groupe  de  A. 

VIII.  Si  A  est  un  sous-groupe  d'ordre 

alors   chaque    sous-groupe   invariant,    dont    l'ordre 
divise  a,  est  sous-groupe  de  A. 
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Vuici  lies  conaÀ|iiei)cu3  de  VIII  : 

IX.  Posant 

n  =  ab, 

(a,  6)  =  I,        p  en  un  nombre  premier. 

S'il  y  a  lin  sous-groupe  invai-iant  d'ordre  a,  alors  le 

nombre  des  sous-groupes  d'ordre  ap?  est  ^  i  (mnd/?). 

Car,  G  étaiiL  un  sous-groupe  d'ordre  ap?,  le  facteur- 

groupu  x  esl  sous-groupe  d'ordre  p^  du  groupe  y 

X.  Si  un  groupe  a  un  sous^groupe  invariant,  dont 
l'ordre  n'est  pas  divisible  par  tous  les  fadeurs  prc 
miers  de  n,  il  a  aussi  un  sous-groupe  invariant,  de 
telle  sorte  qu'il  n'existe  pas  d'autres  sous-groupes 
invariants  dont  l'ordre  soit  le  même. 

Soient  A,  B  des  sous-groupes  invariants  d'un  mâtue 
ordre,  qui  n'est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs  pre- 
miers de  n.  Le  multiple 

AB 

est  aussi  un  sous-groupe  invariaut,  dont  l'ordre  a  la 
même  propriété,  ete. 

Xï.  Si  l'ordre  d'un  sous-groupe  invariant  maxi- 
mum, m,  n'est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs  pre- 
miers de  n,  il  ny  a  pas  d'autre  sous-groupe  invariant 
d'ordre  m. 

XII.  Si  M  est  un  sous-groupe  maximum  dont 
Perdre  m  n'est  pas  divisible  par  tous  tes  facteurs 
premiers  de  n,  alors  chaque  sous-groupe  invariant, 
dont  l'ordre  divise  m,   est  sous-groupe  de  M, 

M.  Frobenius  démontre  le  théorème  généralisé  de 
M.  Sylow  en  faisant  usage  de  l'équation  symbolique 
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On  peut  éviter  la  discussion  du  cette  équation  si  IVn 
part  du  théorème  de  M.  Sylow,  et  l'on  fuit  l'inductiou 
par  ordi-es  décroissants. 


SUR  LKS  CUBIQUES  STROPHOÏDALES  ; 


Définition.  —  Soient  O  et  A  deux  points  fixes  et  (i) 
nue  droite  passant  par  A;  M  un  point  varîaMc  de(A). 
On  sait  qne  si,  sur  OM,  on  prend  deux  points  P  et  P* 
tels  que  MP  =  MP'  =  MA  le  lieu  de  ces  points  est  une 
strophoïde  ayant  ponr  point  double  le  point  A. 

Dans  le  cas  où  (A)  ne  passe  pas  par  A  le  lieu  est  éga- 
lement une  cubique  que  nous  appellerons  une  cubique 
strophoïdale  et  nous  nous  proposons,  dans  cet  article, 
d'indiquer  quelques  propriétés  intéressantes  de  cette 
classe  de  cubiques. 

Tout  rayon  issu  de  O  coupe  (A)  en  un  sent  point  M 
et  sur  ce  rayon  il  y  a  deux  points  P  et  P'  du  lieu  dis- 
tincts de  O.  L'un  de  ces  points  ne  peut  venir  en  O  que 
si  l'on  a  MO  =  MA,  c'estn-dire  que  si  M  est  sur  la  per- 
pendiculaire au  milieu  de  OA;  soit  D[it  cette  perpen- 
diculaire^ le  |K>int  O  est  un  point  simple  du  lieu  et  la 
tangente  en  ce  point  est  le  rayon  0\t-  Ah  point  O  cor- 
respond le  point  a  tel  que  [io-=^[iO  (fig-  i).  Le  lieu  est 
donc  bien  une  courbe  du  troisiétne  otdtv. 

Remarquons,  dés  maintenant,  que  le  point  A,  symé- 
trique de  A  par  rapport  à  (A)  peut,  dans  la  construction 
du  lien,  remplacer  A  ;  on  a,  en  ellet,  MA  :=  MA|  quel 
que  soit  M.   On  peut  encore  dire  que   P  cl  P'  sont  les 


jh,Googlc 


(6?) 
points  communs  au  cercle  de  centre  M  et  de  rayon  MA 
avec  ]e  rayon  OM. 

Les  diflërents  cercles  forment  un  faisceau  linéaire  :  à 
trhaque  cercle  du  faisceau  correspond  un  rayon  issu  de  O 
et  inversement,  de  sorte  que  ce  mode  de  généralion 
(lu  lieu  est  un  cas  particulier  du  mode  de  génération  des 
cubiques  quelconques  indiqué  par  Cliasles.  Si  OM  de- 
vient une  droite  isotrope,  c'est  une  asymptote  du  cercle 
correspondant,  puisqu'elle  passe  par  le  centre  du  cercle 
et  les  points  P  et  P'  sont  confondus  avec  l'un  des  points 
cjcli<|ue3  du  plan.  La  cubique  est  donc  circulaire  et  les 
tangentes  aux  points  cycliques,  c'est-à-dire  les  asymp- 
totes imaginaires,  passent  par  O.  Ce  dernier  point  est 
donc  un  foyer  singulier  de  la  courbe. 

Construisons    maintenant    l'asymptote    réelle.    Les 


points  réels  P  et  P'  ne  peuvent  s 


er  à  l'i 


I  que 


i  M  s'éloigne  à  l'inGni  sur  (A);  à  la  limite  le  cercle  de 


centre  M  se  i-éduît  à  la  droite  AA)  et  h  la  di^ite  de  l'in- 
fini; le  point  P*  a  pour  limite  le  point  •&,  intersection 
de  AA|  avec  la  parallèle  à  (A)  menée  par  O;  le  point  P 
est  à  l'inlini,  mais  les  deux  points  P  et  P*  étant  toujours 
à  la  même  distance  de  (i)  l'a.symptolc  réelle  est  synié- 
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trique  de  04  par  ra|>{>orl  à  (A).  Elle  paa&c  par  t  (|UU 
nous  appcilei-oiis  le  point  de  snciion. 

Forme  delà  courbe.  —  Les  deux  points  P  et  F  étant 
de  part  et  d'autre  d«  (A),  et  la  distance  MP  ii'éiant  ja- 
mais nulle,  ne  pi'uvent  venir  se  eoiifondre  quand  OU 
lourne  autour  de  O.  La  cubique  se  eoiii|)ose  donc  dn 
deux  séries  coniiuues  de  points  ;  elle  est  bipartite. 

Elle  comprend  une  branche  inCnie  coupant  sou 
asymptote  (A')  en  <r  et  d'un  ovale  qui  passe  par  O  et  ♦. 
Des  deux  points  A  et  A|  l'an  est  sur  la  branche  inlîuic-, 
Taulre  sur  l'ovale. 

DéoLOntrons  maintenant  le  théorème  suivant  : 

THëoBCUE.  —  Toute  cubique  circulaire  dont  les 
asymptotes  imaginaires  se  coupent  .utr  In  courbe  est 
une  cubique  sirophotilale. 

Remarquons  d'abord  que  A^est  parallèle  àD;i  et, 
par  suite,  (lei-pendiculaiie  à  OA,  De  même  vA,  est  per- 
pendiculaire à  0A(.  Supposons  que,  les  points  O  et  v 
et  la  droite  (A)  restant  fixes,  le  point  A  se  déplace  sur 
le  cercle  de  diamèii-e  0<t.  A  chaque  position  de  A  cor- 
respond une  cubique  strophoïdale  et  toutes  ces  cubiquc-s 
ont  neuf  points  communs,  savoir  :  quatre  points  de  con- 
tact qui  sont  les  trois  points  à  l'intini  et  le  point  O, 
puis  le  point  a.  Elles  foruicnt  donc  un  faisceau  linéaiit; 
qui  peut  être  déiini  par  les  deux  cubiques  suivantes  : 
1°  la  cubique  formée  par  les  deux  droites  isoti-o)>es  is- 
sues de  O  et  |>ar{A');  2°  la  cubique  formée  par  ladruito 
de  l'infini  comptée  deux  fois  et  par  Ot. 

Cela  posé,  soit  une  cubique  circulaire  ayant  un  foyci- 
singulier  en  O,  pour  asyrnpUitc  réelle  (A')  et  coupant 
sou  asymptote  en  o-.  Eu  appliquant  aux  trois  points  à 
l'infini  le  tliéorâmc  bien  connu  sur  les  taogentiels  de 
trois  points  eu  ligne  droi le,  ou  voit  que  la  tangente  enO 
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est  Oit  vt,  par  auilu,  la  cul)i(|uu  coiisiJûrée  fait  partie  du 
laisocau  liiiéaiic  examiné  plus  tiaut. 

Ttingcntes  aux  points  \  et  \,.  —  La  tangente  en  A 
est  la  liiiiÎLe  de  AP  quant  M  vient  eii  B;  or  lu  triauglu 
MAP^taiit  isoscèk',  APest  perpendiculaire  à  la  bissec- 
trice <Ie  PMA;  cjuaud  M  vient  ca  B  cette  bissectrice  a 
pour  limite  BA  ;  donc  la  limite  de  AP  est  Av.  De  même 
la  lanjfente  en  A|  est  A|  t.  Du  point  a  ou  peut  mener  k 
la  cubitjue  quatre  tangentes  réelles,  savoir  :  a-A,  7A1, 
tO  et  l'asymptote  (A').  Par  snite,  de  tout  point  de  la 
branclie  iuiiuie  on  peut  mener  à  la  courbe  <|uatre  tan- 
gentes réelles:  deux  ont  leurs  points  de  contact  sur  la 
brancLe  inlinie,  deux  sur  l'ovale. 

'rangeâtes  aux  points  P  ef  P'.  —  Considérons  un 
rayon  ON  voisin  de  OM  et  soient  Q  et  Q'  les  points  du 
■  lieu  situés  sur  ce  rayon  (le  lecteur  est  prié  de  Caire  la 
iigin-e).  Les  deux  rayons  OM,  ON  coupent  l'asymptote 
eu  n  et  S.  Dans  le  triangle  ORS,  les  deux  droites  PQ 
et  P'Q'  sont  deux  transversales  réciproques  :  elles  cou- 
|)eut  doue  l'asymptote  eu  deux  points  symétriques  par 
rapport  au  milieu  de  RS.  Lorsque  N  vient  coïncider 
avec  M,  les  droiUis  PQ,  P'Q*  deviennent  les  tangentes 
en  P  et  P';  par  suite,  ces  deux  tangentes  uoupeut 
l'asymptote  en  deux  |K>ints  symétriques  par  rapport  à  R. 

Tangentes  parallèles  à  (A).  —  Une  droite  quel- 
conque parallèle  à  (A)  con[>e  la  cubique  en  deux  points 
variables  P  et  Q  ;  si  OP  et  OQ  coupent  la  courbe  en  P' 
et  Q'  la  droite  P'Q"  est  symétrique  de  PQ  par  rapport 
à  (A).  Les  deux  rayons  OP,  OQ  sont  donc  deux  rayons 
homologues  d'uu  faisceau  involulif  dont  les  rayons 
doubles  passent  par  les  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  n  (A).  OrOo-  et  O*,  OA  et  OA,  lorment 
deux  couples  de  rayons  lioniulo^nes;  ces  deux  couples 
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forment  deux  angles   ayant  la  même  bjssectvice;  dooc 
deux  rayons  liomologues  quelcoïKjues  sont  également 

inclinés  sur  la  bissectrice  de  AOA,  et  les  rajons  doubles 
sont  les  bissectrices  de  cet  angle  et  de  l'angle  adjacent 
supplémentaire. 

Soient  Osu',  O^^'  ces  deux  bissectrices   (fig.    a); 
deux  des  points  de  conlaci,  a'  et  ^'  par  exemple,  sont 


sur  la  branche  infinie,  les  deux  autres  sur  l'ovale.  En 
appliquant  le  théorème  sur  les  tangentiels  de  trois 
points  en  ligne  droite  ou  voit  que  cc^  coupe  la  cubique 
en  un  troisième  puinl  qui  a  pour  langeuliel  9;  or  ce 
troisième  point  n'est  ni  O  ni  te  point  à  rinfîni,  c'est 
d'ailleurs  u>i  point  de  la  braitclie  infinie,  donc  c'est  le 
point  A.  On  verra  de  même  que  «'  ^'  passe  par  A  Undis 
que  etp'  et  ^a'  passent  par  A,. 

Une  propi'iélé  commune  à  toutes  les  cubiques  circu- 
laires nous  apprend  que  la  cubique  considérée  est  anal- 
lagmaiique  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  quatre 
points  a^x' fi'.  On  a  donc,  par  exemple,  a^.aA  ^aU.oia'. 
Donc  les  quatre  points  ^AOa'  sont  sur  un  cercle  et  a^, 
a'^'  sont  deux  droites  rectangulaires.  Par  suite,  trois 
quelconques  des  points  de  contact  ot^a'^'sont  les  som- 
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mots  tl'un  ti'iaiiglu  dont  le  point  de  coiicoui's  des  liau- 
teui's  est  It!  quatrième  point. 

Points  conjugués.  —  On  sait  qu'on  appelle  points 
conjugués  sur  une  cubique  deux  points  ayant  le  mënie 
taiigentiel  ;  dans  une  cubique  n'ayant  pas  du  points 
singuliers,  il  y  a  trois  genres  de  poiuls  conjugués  ;  dans 
ce  qui  va  suivre  nous  ne  parlerons  que  des  points  con- 
jugués de  niânie  genre  que  les  points  cycliques.  On  dé- 
montre lacilenient  que,  dans  toute  cubique,  deux  couples 
*Je  points  conjugués  du  même  genre  et  leurs  taiigenliels 
sont  sur  une  conique  et  réciprotjueuient,  si  deux  couples 
de  points  conjugués  et  leurs  taiigenliels  sont  sur  une 
conique,  les  deux  couples  sont  du  même  genre  : 

Or,  dans  nue  cubique  stropboïdale,  les  deux  points 
cycliques  ont  pour  tangentiel  commun  le  point  O  ;  donc  : 

Le  cercle  ijui  passe  par  deux  points  conjugués  et  par 
leur  laiigen fiel  passe  par  O. 

Théoiièmb.  —  Le  conjugué  d'un  point  P  est  le  point 
Q'  situé  sur  la  parallèle  à  (4)  menée  par  lu  point  V, 
intersection  de  OP  avec  la  courbe. 

En  etl'et,  appliquons  le  tliéorénie  sur  les  Laiigentiels 
de  trois  points  en  ligne  droite  aux  trois  points  de  la 
droite  P'Q'  (le  troisième  est  à  l'inrini)  et  aux  trois 
points  OPP';  on  en  déduit  facilement  que  les  points  P 
et  Q' ont  le  même  tangentiel.  Lorsque  OP  vient  coïn- 
cider avec  OA,  OQ' vient  coïncider  avec  0A|  ;  or  A  et  A, 
sont  conjugués  dujmême  genre  que  les  points  cycliques, 
puisque  le  cercle  déterminé  par  A  A,  et  tr  passe  aus^î 
par  O.  Les  points  PetQ'  sont  donc  conjugués. 

Conséquence.  —  Le  point  Oa  pour  conjugué  le  point 
réel  à  l'infîni,  ■&  a  pour  conjugué  7.  Les  trois  couples 
de  points  conjugués  :   (O»),  (*t),  {  A^A,)  pcrnicltent 
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de  construire  la  courbe  d'une  manière  disconiinue  par 
l'apj)ltcation  du  ihéorême  suivant,  dû  à  Hessc  : 

THÉORfeiiE.  —  Si  '.{aa')  (hb')  soin  deux  couples  de 
points  conjugués  du  même  genre,  les  droites  ab',  ba 
et  les  droites  aa',  bb"  se  coupent  en  deux  points  conjw 
gués  du  même  genre. 

f  jàutre  mode  de'tgénération.  —  Considérons  un  rayon 
OPP*  cou^>aiit  la  courbe  en  P  et  F;  soient  Q*  et  Q  le» 
conjugués  de  P'  et  P;  les  droites  PQ,  P'Q*  sont  paral- 
lèles à  (A).  Le  lieu  dfs  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilntèi-e  PQQ'P'  est  une  cubique  cii-culaire 
dont  les  six  sommets  du  quadiilatère  forment  trois 
couples  de  points  conjugués  et  les  deux  points  cycliques 
■ont  conjugués  du  même  genre.  Ce  Heu  coïucide  doue 
avec  la  cubique  considérée  ;  doue  : 

Toute  cubii/ue  slrophotdale  peut  être,  d 'une  infinité 
de  manières,  considérée  comme  te  lieu  des  foyers  des 
coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère. 

Toutes  ces  coniques  ont  leur  centre  sur  (A)  ;  tes  deux 
foyers  de  l'une  d'elles  sont  donc  équidistants  de  (A)  et 
comme'  ils  ne  sont  pas  eu  ligue  droite  avec  le  point  O, 
ce  sont  deux  points  conjugués.  En  particulier  A  et  A| 
sont  deux  foyers  d'une  conique  inscrite  dans  le  quadri- 
latère PQQ'F;  les  sommets  de  la  conique  situés  sur 
l'axe  focal  sont  les  points  ^  t^t  Y  intersections  de  AA, 
avec  PQ  et  P'Q'  {fig.  3).  Cette  remarque  nous  permet 
de  i-uustruire  les  points  d'intersection  de  la  cubique  avec 
une  droite  parallèle  à  (A).  I.e  problème  revient,  en 
t'fTet,  à  mener  du  point  O  les  tangi-ntcs  à  une  conique 
dont  on  connaît  l'axe  focal  ff  et  les  deux  foyers  A 
et  A, .  Elle  nous  permi-t  encore  de  donner  le  mode  de 
génération  suivaut  dirs  cubiques  strophoïdales  : 
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Soient  uu  syslème  de  coniques  Iiomofucales  de  fuycrs 
A  et  Â|  et  un  point  O  du  plan^  ie  liea  des  points  com- 


muns aux  tangeutes  à  une  conique  issues  du  point  O  et 
des  tangentes  aux  extrémités  de  l'axe  focal  est  une  cu- 
bique slropboïdale  dont  O  est  le  foyur  singulier. 

On  obtient  immédiatement  cette  propriété  en  remar- 
quant (y£^.  3)  que,  si  PP' QQ' sont  les  points  donnés 
par  l'une  des  coniques,  on  a 

et,  par  suite, 

MP=  MP'=  MA. 

Tangente  en  un  point  quelconque.  —  Soient  P  un 
point  de  la  courbe,  Q  le  point  situé  sur  la  parallèle  à 
l'asymptote  meuée  par  P,  et  Q'  le  troisième  point  situé 
surOQ',  P  et  Q'  sont  conjugués;  suit  R  un  jtoïnt  voisin 
de  P;  soil  as  la  parallèle  à  (A)  menée  par  R.  Nous 
avons  vu  que  P  et  Q'  sojit  les  foyers  d'une  conique  tan- 
gente à  RO  et  RSj  donc,  d'après  une  propriété  connue 
des  coniques,  on  a 

<SrQ'  =  FRS. 
Faisons  tendre  R  vers  P  et  soit  PV  la  direction  limite 
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(lu  RF,  cV-st  à-dirula  taugeiiLocii  P;  oi)  a 

limite  W^^dpq', 

limite  "PRS  =  VpQ; 
donc 

dPQ*  =  VPQ", 
ce  qui  moiitretjue  les  angles  OPQ  et  V1*Q'  ont  la  iiiùmc 


bissectrice;  il  eu  résulte  une  coDStruetion  simple  delà 
tangente  en  ï>{fig.4). 

Celle  eonstruLlioii  nous  permet  de  détermmer  le 
laugentiel  d'un  point  eu  prenant  l'intersection  de  la 
tangente  eu  ce  point  avec  la  tangente  au  point  conjugué 
ou  encore  avec  le  cercle  passant  par  le  poîiit,  par  son 
conjugué  et  par  O. 
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[Klc] 

SUR   QURLQUBS    KOUYKAUX   TflEdRBIfES, 
RELtrrFS   AU    TRIANGLE; 

Par  m.  F.  CASPARÏ. 
{I^itrait  d'une  leltre  adressée   à  M.   E.  Lehoine.) 

Ou   doil    à    vuus,    Monsieur,    à    M.    Brocard, 

à  M.  Nt'ulK'ig  et  a  d'autres  émiiienU  géoinèlros,  d«s  théo- 
l'èines,  relatifs  au  Iriaiigle,  dans  luMjuels-le  point  qui 
porto  votre  nom  est  )>ris  comme  [whit  de  départ. 

L'application  des  inélliodes  dir  Giassinanii  à  )a  géo- 
niétriit  récente  du  tiianglo  m'a  conduit  au  résultat  sur- 
prenant que  lesdîts  théorèmes  existent  encore  si  l'on 
remplace  le  point  d'intersection  des  syniédianes  par  un 
point  absolument  quelconqne. 

Permettez-moi,  Monsieur,  de  vous  communiquer 
quelques-uns  de  mes  théorèmes. 

Soit  AiA^Ag  un  triangle,  X  nn  point  absolument 
quelconque  de  son  plan  cl  X'",  X"",  X'"  les  points  où 
les  droites  A|X,  A^X,  AjX  coupent  les  côtés. 
Soient,  de  plus,  H!,"  et  B,"  les  points  où  les  parallèles 
menées  par  X"'  et  X'^'  i-esijcciîvemcnt  aux  cotes  Aj  A, 
cl  A,Aï  coujwnt  A^A,;  ut  de  même  les  points  Bi|" 
et  B',*';  B',",  B!,''  obtenus  par  pcrmulalion  cyclique. 
Soient  enfin  B',",  B!,*',  B',"  les  points  situés  respective- 
ment sur  A  2  Al,  A,  A,,  A|  Aj  et  consirutls  de  façon  que 
les  segments  A,B'",  A|Bi,^',  A,B'j*'  soient  égaux  respec- 
tivement aux  segments  X<"A],  X'^'Aj,  X'"A,.  Alors 
on  a  les  théorèmes  suivants  : 

i.  Les  riroiies  A,B/',  Ajlî|^',  A^K/'  Loncouienl  au 
point  B/(j  =  I,  a,  'i). 
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2.  Les  ilfoilcs  B,X  sorti  paraltèles  aux  côtés  Aji  A/ 
(i.A-,  /=i,2,3;  2,3,  i;  3,  i,a). 

3.  Zej  ^eux  triangles  AiA^Ai  et  BiBjB,  ont  le 
même  centre  de  gravité  G, 

4.  il"!  droites  AiG  passent  par  les  milieux  des  seg- 
ments B,X. 

5.  Le  point  d'intersection  C,-  des  droites  A,X  et  B,-G 
ejf  nVu(^  sur  la  droite  qui  passe  par  B/  et  te  milieu  du 
segment  B\iii. 

6.  Les  triangles  A|  AjAj  et  \i,  K^B)  jont  triplement 
homologiijues,  de  façon  que  les  droites  A,  R,,  A,Bi, 
A)Bi  concouient  au  point  D,  ;  /ej  droites  A,  B^,  AjB,, 
AiB,  au  point  l),  et  les  droites  A,Bj,  AiB|,  A,  B,  au 
point  Dj . 

7.  Le  centre  de  graifiié  du  triangle  D,D^Dj  est  lu 
point  G,  centie  de  gravité  des  triangles  A,AiAt  i-.t 
B.BaB,. 

8.  Si  l'on  désigne  par  ^Vi  les  points  d'intersection 
lies  droites  A^Dj  et  A/Dj,  les  droites  A,*Wi  concourent 
au  point  W. 

9.  La  droite  WX  passe  par  le  milieu  du  segment 
D,D,. 

10.  Si  l'on  désigne  pur  Lf  les  points  d'intersection 
des  droites  B*C/  et  B;C*  el  pur  X,-  les  points  d'inter- 
section des  droites  AaLa  et  A/l,/,  IfS  points  X  et  X, 
sont  des  points  associés. 

11.  Les  droites  B,X,  pnstent  par  les  milieux  des 
segments  A^Ai. 

12.  Si  l'on  désigne  par  F,*  les  points  d'intersection 
des  droitfs  A/^Ci  et  A;C*,  1rs  droites  F,G  sont  p<ual- 
lèles  aux  droites  B,X  et  aux  cotés  A*A/. 

13.  Les  droites  AiY i  concotu-eut  au  point  V. 
W.   Les  droites  C,F,-  concourent  au  point  Q. 

13.   Les  points  X,  <i,  F,  Q  von'  situés  sur  la  même 
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droite,  et  de  telle  façon  que  le  point  Q  eU  le  imlifu 
du  segment  FX  et  le  segment  XG  ^  ^  GF  =  2  GQ. 

16.  Les  parallèles  menées  par  les  milieux  des  côtés 
B*B/  aux  côtés  Al,  Al  concourent  au  point  Q. 

17.  Les  parallèles  menées  par  les  points  A/  aur 
côtés  hiiRi  concourent  au  point  R. 

18.  Les  droites  B/O  passent  par  les  milieux  des 
segments  Â,'R. 

19.  Les  points  B|,  Bj,  Bj,  D,,  D,,  X  sont  situés  sur 
une  même  coni</ue. 

20.  Les  points  A,,  Aj,  Ai,  D,,  Dj,  R  sont  situés 
sur  une  même  conii/ue. 

Des  théorèmes  |irécédems  se  déduisent  d'autres  si  l'on 
étOiange  A/  avec  Bj,  cl  coiiséquemr rient  Dj  avec  Dj,  X 
avec  R.  etc.  Les  théorèoies  4  et  18,  IQ  et  20  en  sont 
des  exemples. 

Si  le  point  quelconque  X  devient  lu  point  de  Lemoine, 
les  triangles  h,  B^Bi  et  C,  CjC]  représentent  le  premier 
et  le  second  triangles  de  Brocard  et  les  points  D}  et  D, 
les  points  brocardieus  iï  et  f). 


CERTIFICATS  D'iTUIES  SUPÊRIEURRS 
DES  FACliLTÉS  DES  SCIENCIS. 


SESSION  DE  JUILLET  1899.  -  COMPOSITIONS. 


1,  Montrer  ijue  l'on  peut   toujours  ramener  aux 
quadratures  l'intégration  d'une  équation  de  la  forme 
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Dans  quels  cas  admcl-ellti  des  solutions  singnlières? 
2.  Intégrer 

Épreove  pratiqoe.  —  La  surface  représentée  par 
l'équation 


renferme  un  volume  égal  au  produit  de  -naît  par  le 
périmètre  de  l'ellipse 


Mt:CAMQi:E    RATIONNELLE. 


Épreuve  écrite,  —  i  •  Étude  cinématique  du  pivote* 
ment  d'un  corps  rigide  sur  un  point  fixe. 

2°  Sur  deux  cylindres  de  révolution  horizontaux 


fixes  de  même  rayon  a,  distants  de  ac,  et  dont  les 
axes  sont  paraîUdes  et  situés  dans  un  même  plan  hori- 
zontal, s'appuie  an  prisme  horizontal  homogène  dont 
^b  est  la  hase. 

Montrer  que  l'axe  instantané  décrit  dans  l'espace 
un  cylindre  de  révolution.  Examiner  comment  se  com- 
porte par  rapport  nu  prisme  la  génératrice  de  ce 
cylindre  qui  est  diamétralement  opposé  à  l'axe  instan- 
tané. En  conclure  le  Heu  de  cet  axe  dans  le  prisme  et 
les  trajectoires  des  différents  points  dans  l'hypothèse 
où  le  prisme  n'a  pas  de  glissement  horizontal  sur  les 
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génératrices  des  cyliniîi'es.  Faire  voir  que  tout  plan 
du  prisme,  parallèle  à  ses  arêtes,  enveloppe  un  cylindre 
de  révolution  horizontal  :  plans  pota-  lesquels  ce  cy- 
lindre se  réduit  à  nne  droite. 

Déterminer  enfin,  le  mouvement  que  le  poids  fait 
prendre  à  ce  prisme. 

Remarque.  —  En  suivant  pas  à  pas  la  tnaiclie  du 
l'énoncé,  on  résout  très  siuiplemi^ut  ce  problème. 

Épreuve  pratique.  —  Un  pendule  composé  est  formé 
d'une  lige  métallique,  prismatique  de  petite  section  i 
dont  on  connaît  la  longueur  l.  Celle  tige  est  homogène 
et  son  poids  spécifique  est  p.  Elle  est  munie  supérieu- 
rement d'un  conleau  et  porte  une  masse  mobile  de 
poids  P,  qu'on  peut  fixer  en  diverses  positions  sur  sa 
longueur  l  le  centre  de  gravité  de  cette  masse  parcourt 
l'axe  de  la  lige.  On  n'a  pas  de  moyen  de  déterminer 
exactement  sa  dislance  à  l'axe  du  couteau,  mais  ou 
peut  Mesurer  avec  une  grande  précision  le  déplacement 
^  de  ce  point  suivant  la  tige. 

On  observe  les  durées  d 'oscillation  t,  t' pour  deux 
positions  de  la  masse  sépnrées  par  la  distance  Ç,  En 
conclure  les  deux  longueurs  de  pendules  synchrones  ft 
le  moment  d'inertie  de  la  masse  par  rapport  à  l'axe 
mené  par  son  centre  de  gravité  parallèlement  à  V arête 
du  couteau. 

Le  couteau  est  supposé  muni  d' un  appareil  de  ré~ 
glage  permettant  dans  le  calcul  des  observations  de 
faire  abstraction  de  son  moment  d'inertie. 

Effectuer  les  calculs  pour  les  données  numériques 
suivantes  : 

/=a",5o,        o=  o"^, 000006,        p  =  -*',        P  =  r^io'', 
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i"  Elude  de  la  Jonction  analytique  u  définie  par 
l'équation 

Loi  des  valeurs  quelle  peut  prendre  pour  chaque 
valeur  de  z. 

Poititi  critiques.  —  Expliquer  comment  le  parcours 
d'un  chemin  convenable  par  la  variable  z  permet  à 
cette  fonction  d'acquèiir  en  chaque  point  du  plan  une 
quelconque  des  valeurs  dont  elle  est  susceptible  en  ce 
point. 

a"  L'expression 

'-Mi) 

dans  laquelle  m  désigne   un  nombre  entier  positif, 
devant  satisfaire  identiquement  à  l'équation 
d*u       d*u  _ 

on  demande  :  \°  de  déterminer\la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  fonction  ¥  (  -  )  ;  a"  rfe  transformer  et  de  ré- 
soudre la  même  question  en  coordonnées  polaires. 

Si  l'on  pose 


on   trouve  pour  déterminer  f   l'équation   du    second 
ordre 

En  comparant  celle  équation  à  la  forniule  de  Liebniu, 


jh,Googlc 


(8.  ) 
oti  est  l'amené  à  poser 

On  trouve  alors 

£^.  IC -")*!=  "■ 
D'où 

fm{,t)  t:t  /«'-ii')  désignant  des  polynômes  de  degrés 
respectifs  m  ut  /n  —  a,  A  et  B  désignant  des  constantes 
arbitraires. 
On  en  déduit 

La  transforma  lion  cL  la  résolution  de  cette  question 
en  coordonnées  polaires  ne  présentent  aucune  diflî- 
cullé. 

Toulouse. 
Calcul  DifrûneNTiEL  et  ir^TÉCRAL. 

ÉpBEUVEÉcRiTB.  —  1.  On  considère  la  iurf ace  réglée 
S  formée  parles  normales  menées  à  une  quadrique  en 
tous  les  points  de  la  courbe  d'intersection  C  de  cette 
sur/ace  avec  un  plan  donné  P.  Démontrer  t/ue  la  ligne 
de  striction  de  cette  sur/ace  S  est  la  courbe  de  contact 
du  cône  qui  lui  est  circonscrit  et  qui  a  même  sommet 
que  le  cône  circonscrit  à  la  quadrique  tout  le  long  de 
la  courbe  C. 

II.  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 


Ann.  de  Vathémat..  3- série, i.  XIX.  (Févr 
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III.    On  voiisidère  t  équation  aiix  dérivées  partielles 
du  premier  ordre- 

oii  p  et  q  désignent  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion inconnue  z  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes X  et  y. 

Déterminer  une  surface  intégrale  passant  par  la 
courbe  dont  les  équations  sont 

Epreuve  pkatique.  —  Trouver  pour  la  fonction 


le  développement  dont  le  théorème  de  Laurent  dé- 
montre l'existence  dans  la  partie  du  plan  comprise 
entre  les  deux  cercles 


MliCANIOUE 

I.  Un  disque  circulaire  homogène  très  mince  de 
rayon  a  est  assujetti  à  tourner  autour  d'an  axe  ■ver- 
tical passant  par  son  centre  et  perpendiculaire  à  son 
plan  avec  une  vitesse  angulaire  constante  o). 

En  un  de  ses  points,  on  pose  une  sphère  homogène 
de  rayon  b  qui  peut  rouler  sur  le  plan  du  disque  sans 
glissement  et  sans  frottement. 

Etudier  le  mouvement  relatif  de  la  sphère  sw  le  plan 
du  disque. 

II .  Définir  les  courbes  brachistochranes  dans  le  plan 
lorsque  le  point  matériel  qui  les  décrit  est  soumis  à 
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l'action  d'une  Jorce  dérivant  d'un  potentiel.  Montrer 
tfue  la  composante  norntala  de  la  force  est  égale  à  la 
force  centrifuge. 

.Jpptications.  —  i"  La  parabole  est  une  courbe 
brac/iistockrone  pour  un  point  matériel  çui /a  décrit 
sous  l'action  d'une  force  perpendiculaire  à  la  dimc- 
irice  et  variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance à  cette  directrice. 

2"  L'ellipse  est  une  courbe  brachistochrone  pour  tui 
point  qui  la  décrit  sous  l'action  d'une  force  répulsive 
émanant  d'un  de  ses  foyers  F*  et  variant  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  de  ce  point  à  l'autre 
foyer  F. 

MÉCANIQUE   APPLlQlrKK. 

Epreuve  écrite.  —  Le  mouvement  relatif  de  deux 
plans  A  et  B  se  représente  par  te  roulement  de  deux 
courbes,  l'une  k&  dans  le  plan  A  et  l'autre  BA  dans  le 
plan  B', 

i"  On  considère  trois  plans  A,  B,  C  glissant  les  uns 
sur  les  autres;  connaissant  le  mouvement  relatif  de  A 
et  C,  c'esi-à-dire  les  deux  roulettes  AC,  CA  et  la  loi 
de  leur  roulement,  connaissant  de  même  le  mouve- 
ment relatif  de  B  et  C,  en  déduire  le  mouvement  rela- 
tif de  A  el  B. 

2"  Trouver  de  toutes  les  façons  possibles  une  courbe 
a  dans  A,  une  courbe  ^  dans  B  et  une  courbe  y  dans 
C,  de  telle  façon  que  a  étant  l'enveloppe  de  f  dans  le 
plan  A  et  p  l'enveloppe  de  f  dans  le  plan  B,  les  deux 
courbes  a  e(  p  soient  des  profils  conjugués  dans  le  mou- 
vement relatif  de  A  el  B.  Cas  oit  la  courbe  -(  est  abso- 
ment  arbitraire. 

3°  Le  mouvement  relatif  de  A  e(  B  étant  donné  ainsi 
que  deux  courbes  a  e(  p  constituant  deux  profils  con- 
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jugiiés,  déterminer  le  mouvement  du  plan  C  ainsi  que 
la  courbe  -^  de  ce  plan^  de  façon  à  engendrer  a  «ï  p 
comme  enveloppes  de  '•(.   Préciser  les  arbitraires  qui 
entrent  dans  la  solution  générale. 

4"  Le  mouvement  des  trois  plans  A,  B,  C  étant  dé- 
fini de  la  façon  suivante  :  A  tourne  autour  d'un  point 
fixe  £,  B  tourne  autour  d'un  point  fixe  tj  avec  une 
vitesse  constante  la,  C  se  déplace  de  façon  qu'une  de 
ses  droites  glisse  sur  elle-même,  enfin  les  deur  rou- 
lettes BA,  BC  jo/tf  confondues  en  tui  cercle  de  rayon 
R  ayant  ti  pour  centre,  déterminer  complètement  les 
mouvements  relatifsdes  trots  plans  ainsi  que  les  courbes 

",%■(■ 

Epreuve  pratique.  —  Une  poutre  articulée  droite 
de  Itauteur  constante  est  formée  par  des  triangles  rec- 
tangles isoscèles  comme  l'indique  la  figure. 


"0 


La  poutre  est  placée  horizontalement,  le  nœud  A 
étant  fixé  et  le  nœud  li  reposant  sur  un  appui  horizon- 
tal poli. 

Au  nœud  C  est  appliquée  une  force  égale  à  400*^8  et 
inclinée  à  45°  comme  l'indique  la  figure.  Le  nœud  D 
supporte  une  charge  de  400*'  et  le  nœud  E  une  charge 
de  20o''f. 

On  néglige  le  poids  propre  du  système.  On  de 
mande  ; 

1  "  Epure  donnant  les  réactions  des  deux  appuis  ; 
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2°  hpiire  donnant  tes  tensions.  Indiquer,  sar  la 
poutre,  les  barres  comprimées  par  de  gros  traits. 

Les  deux  épures  seront  faites  séparément  à  l'écttelle 
de  I™  par  100''^  pour  la  première  et  de  2""  par-  loo''" 
pour  la  seconde  et  l'on  y  joindra  quelque-'^  indications 
très  sommaires  sur  la  méthode  employée. 

ASTRONOHIB  OD  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

On  donne  les  éléments  suivants  de  l'orbite  d'une 
planète,  rapportés  à  l'écliptique  et  à  l'équinoxe 
moyens  à  une  date  connue  t,  :  demi-grand  axe,  excen- 
tricité, anomalie  moyenne  à  la  date  I»,  longitude  du 
nœud  ascendant,  inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur 
l'écliptique,  longitude  du  périhélie. 

Faire  connaître  les  formules  à  appliquer  pour  calcu- 
ler les  coordonnées  polaires  équatoriales  héliocen- 
triques  à  une  autre  date  t. 

On  se  bornera  à  écrire,  sans  les  démontrer,  celles 
de  ces  formules  qui  servent  à  calculer  le  rayon  vecteur 
et  l'anomalie  vraie;  on  démontrera  les  autres.  On 
insistera  sur  l'emploi  des  constantes  de  Gauss. 


BIBLiOGRAPUIE. 


TaiiTÉ  DE  HOMOGRAPHIE.  —  Théorie  des  abaques. 
Applications  pratiques;  par  M,  Maurice  d'Ocagne, 
ingénieur  des  Ponts  et  Cliaussces,  professeur  à  l'École 
des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytech- 
nique. I  vol.  in-8°dc  4^0  pages.  Paris,  Gaulhier-Vîllars, 


Dans  le  Calcul  par  le  trait  ou  en  Statique  graphiqi 
nbtient  rinconnuc  à  l'aide  d'une  cpurc  qu'il  Taut 
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toutes  les  fois  c[ue  les  données  prennent  d'autres  valeurs.  En 
NomograpKie,  la  ligure  qui  représente  l'équation  liant  les  don- 
nées à  rinconnue  reste,  au  contraire,  la  même,  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  aux  données  ;  il  suffit  de  la  con- 
struire une  fois  pour  toutes,  et  alors  une  Mmple  lecture,  sur 
un  tableau  qu'on  nomme  (i6a9ue,<lonne,  sans  aucune  opération, 
te  résultat  cherché. 

Le  principe  de  la  représentation  plane  des  équations  à  deu\ 
variables  remonte  évidemment  à  l'époque  de  la  création  de  la 
Géométrie  analytique. 

.  Pour  les  équations  à  trois  variables,  le  premier  essai  de  re- 
présentation plane  est  attribué  à  Pouchet  (i7()5).  Mais,  malgré 
quelques  tentatives  faites  par  d'Obenheim,  Piobert,  BelleO' 
contre,  Allix,  l'emploi  des  abaques  est  resté,  pendant  un  demi- 
siècle,  fort  restreint.  En  i343,  lorsqu'on  commença  la  construc- 
tion de  nos  voies  ferrées,  la  nécessité  de  méthodes  rapides, 
pour  évaluer  les  terrassements  considérables  que  comportaient 
<le  tels  travaux,  amena  nos  ingénieurs,  et  plus  particulièrement 
M.  Lalanne,  à  chercher  quel  parti  on  pourrait  tirer  des  mé- 
thodes graphiques;  c'est  A  cette  occasion  que  Lalanne  dé- 
couvrit le  principe  de  l'anamorphose  que  M.  Massau,  dans 
son  Mémoire  sur  l'intégration  graphique,  a  porté,  en  i88j,  à 
son  plus  haut  degré  de  généralité. 

La  même  année  i8S4  vit  apparaître  un  mode  plus  général  de 
représentation  graphique  des  équations,  auquel  M.  d'Ocagne 
avait  été  conduit  en  appliquant  aux  abaques  de  Lalanne  une 
certaine  transformation  dualistique.  Deux  ans  plus  tard, 
M.  l'ingénieur  des  Mines  Lallemand  lit  connaître  une  forme 
particuhère  des  abaques  anamorphoses  de  Lalanne,  à  laquelle 
il  attribua  le  nom  d'abaque  hexagonal,  et  qui  s'applique  à  un 
type  général  d'équation  que  l'on  rencontre  très  souvent  dans 
la  pratique. 

La  comparaison  des  divers  travaux  relatifs  aux  abaques  donna 
en  1891,  à  M.  d'Ocagnc,  l'heureuse  idée  de  les  coordonner  et 
de  créer  une  théorie  nouvelle  à  laquelle  il  donna  le  nom  de 
■Vomographie.  Nous  avons  eu  à  cette  époque  le  plaisir  de 
rendre  compte  dans  les  iVoitfe/^M^/i/io/eîC)  de  cet  Opuscule 
Sg'i  par  l'Académie  des  Sciences. 
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H  j  a  loin  de  cette  brochure,  qui  semblait  chercher  timide- 
meiit  â  se  faire  jour,  au  beau  Volume,  cinq  (ois  plus  étendu, 
qui  a  la  prétention,  d'ailleurs  justifiée,  de  renfermer  la  solution 
du  problème  pris  dans  le  cas  le  plus  génëral  ;  c'est,  en  effet,  un 
véritable  corps  de  doctrine  dans  sa  forme  définitive. 

Le  problème  le  plus  général,  englobant  toutes  les  méthodes 
possibles  de  représentation  plane  des  équations  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  fait  l'objet  du  dernier  Cha- 
pitre. L'auteur  fait  observer  que  c'est  par  là  qu'il  eût  débuté 
s'il  s'était  adressé  aux.  seuls  mathématiciens.  Maïs,  soucieux 
avant  tout  d'être  utile  à  ceux  qui  s'occupent  de  choses  tech- 
niques, il  a  préféré  procéder  du  simple  au  composé,  s'étendant 
davantage  sur  ce  qui  offre  un  intérêt  pratique.  Ajoutons  que 
l'exposé  des  principes  est  accompagné  d'exemples  nombreux, 
variés,  empruntés  aux  divers  arts  techniques  (Génie  civil  ou 
militaire,  Artillerie,  Navigation,  Géodésie,  Finances,  etc.).  Ces 
exemples  ont  été  soumis,  pour  la  plupart,  à  l'épreuve  de  la  pra- 
tique; ce  sont  en  quelque  sorte  des  exemples  vécus. 

Il  nous  reste  maintenant  à  indiquer  le  but  et  le  contenu  de 
chaque  Chapitre. 

Le  Chapitre  I  débute  par  une  étude  approfondie  de  la  Notion 
primordiale  des  échelles  de  /onctions  et  de  leur  application 
aux  abaques  d'équations  à  deux  variables. 

Le  Chapitre  II  concerne  la  représentation  des  équations  a 
trois  variables  au  moyen  de  trois  systèmes  de  lignes  cotées, 
trois  lignes  se  correspondant  dans  ces  systèmes  quand  elles 
concourent  en  un  même  point. 

Sont  compris  dans  cette  catégorie  des  abaques  à  entrecroi- 
lement  : 

D'abord,  les  abaques  cartésiens,  tels  que  ceux  de  Pouchet, 
les  premiers  en  date,  et  qui  sont  constitués  par  un  système  de 
lignes  cotées  sur  quadrillage  régulier;  puis  les  abaques  ana- 
morphoses, dans  lesquels  la  substitution,  proposée  par  Lalanne, 
d'un  quadrillage  irrégulier  à  un  quadrillage  régulier  permet 
de  remplacer  par  des  droites  les  courbes  de  l'abaque  cartésien, 
et  qui,  dans  le  cas  où  ces  droites  sont  parallèles,  conduisent 
aux  abaques  hexagonaux  de  M.  Lallemand  ;  enfin,  les  abaques 
â  trois  systèmes  de  droites  quelconques  (..4na/norj?Aoie  géné- 
rale de  M.  Mattau),  à  propos  desquels  M.  d'Ocagne  montre 
l'heureux  parti  que  l'on  peut  tirer  du  principe  de  l'homogra- 
phie pour  améliorer  la  disposition  d'un  abaque  à  droites  entre- 
croisées. 


jh,Googlc 


(88) 

Le  Chapitre  111  est  consacré  à  la  mcrKode  imaginée  en  i68j 
par  l'auteur  et  dont  nous  avons  déjà  parlé.  Le  principe  de  la 
dualité,  appliqué  à  t'aide  des  coordonnées  dhts  parallèles, 
a  conduit  M.  d'Ocagne  à  un  nouveau  type  auquel  il  attribue 
aujourd'hui  la  dénomination  d'abaques  à  points  alignés  au 
lieu  de  celle  à'abaque  à  points  isoplèthes  qu'il  avait  adoptée 
d'abord.  Ces  abaques  offrent  les  plus  grands  avantages  au 
point  de  vue  de  la  rapidité  de  construction,  de  la  facilité  de 
lecture,  de  la  précision  d'interpolation,  etc.  Là  encore,  on 
peut  utiliser  l'homographie  pour  amener  chaque  abaque  parti- 
culier à  la  forme  la  plus  commode.  L'abaque  du  n°  8i,  relatif 
aux  murs  de  soutènement,  oiïre  un  exemple  frappant  de  l'heu- 
reuse influence  de  l'homographie. 

Chacun  des  trois  systèmes  de  points  cotés  entre  lesquels  se 
prennent  les  alignements  constitue  une  échelle  graduée.  Le 
cas  de  deux  échelles  rectilif^nes  parallèles  et  d'une  échelle  cur- 
viligne offre  pour  les  applications  une  importance  toute  parti- 
culière ;  aussi  l'auteur  l'a-t-il  traité  avec  tous  les  détails  néces- 
saires et  de  nombreux  exemples  à  l'appui.  Comme  il  faut  se 
borner,  je  me  contenterai  de  signaler  à  l'attention  des  nialhé- 
maticiens  l'abaque  relatif  a  l'équation  de  Kepler  (n*  83). 

Enfin,  il  faut  encore  compter  à  l'actif  de  ce  Chapitre  le  cu- 
rieux emploi  des  points  alignés  pour  la  représentation  des  lois 
empiriques.  Parmi  les  exemples  donnés  à  ce  sujet,  le  plus  re- 
marquable est  sans  contredit  celui  qui  est  emprunté  à  M.  Râ- 
teau, sur  la  consommation  des  machines  à  vapeur,  où  la  con- 
struction même  de  l'abaque  fait  apparaître  une  loi  physique 
dont  rien  ne  faisait  prévoir  la  forme  a  priori. 

II  y  a  lieu  aussi  de  citer  divers  types  d'abaques  pour  plus  de 
trois  variables  dérivant  immédiatement  des  abaques  précédents 
(abaques  à  double'alignement  de  M.  d'Ocagne;  abaques  à  trans- 
versale quelconque  de  M.  le  capitaine  Gicdscels;  abaques  à  pa- 
rallèles mobiles  de  M.  Beghin). 

Au  Chapitre  IV  appartient  la  représentation  simultanée  de 
deux  équations  â  quatre  variables,  chacune  de  ces  équations 
renfermant  trois  de  ces  variables. 

Une  première  application  intéressante  est  celle  qui  concerne 
le  calcul  du  point  à  la  mer. 

Mats,  avant  tout,  ce  Chapitre  est  une  application  générale  et 
détaillée  des  principes  précédents  au  calcul  des  profils  de  dé- 
blai et  de  remblai.  Toutes  les  solutions  connues  de  ce  pro- 
blème sont  ramenées  à  un  principe  unique  ;  aucune  solution 
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|)ariiciili£re,  pouvant  ùtrc  donnée,  sous  forme  <t'abaquc. 
n'échappe  à  la  solulion  générale  développée  par  l'auteur  et 
d'où  il  fait  sortir  de  la  façon  la  plus  naturelle  tous  les  pro- 
cédés spéciaux  proposés  jusqu'ici,  en  particularisant  d'une 
certaine  façon  quatre  fonctions  arbitraires  qui  figurent  dans 
oeite  solulion  générale.  Par  l'examen  comparatif  des  diverses 
solutions  de  ce  problème  important,  l'auteur  a  fait  ressortir, 
d'une  manière  incontestable,  les  avantages  de  ta  solution  qui 
est  fondée  sur  l'emploi  des  points  alignés  et  qui  a  reçu  tous 
les  développements  utiles. 

Le  Chapitre  V  est  destiné  à  l'cutension  des  modes  de  repré- 
sentation précédemment  étudiés  au  cas  d'un  nombre  de  va- 
riables supérieur  à  trois.  Il  n'existe  plus  alors  de  représenta- 
tion applicable  à  une  équation  quelconque;  il  n'y  a  que  des 
méthodes  applicables  à  des  tjpés  plus  ou  moins  généraux 
comprenant  à  peu  prés  toutes  les  équations  que  l'on  ren- 
contre dans  la  pratique.  Ces  modes  de  représentation  reposent 
sur  deux  notions  fondamentales,  celle  des  Éléments  à  plti- 
lieuri  cotes  et  celle  des  Syslèmes  mobiles.  L'auteur  examine, 
avec  de  nombreux  exemples  à  l'appui,  les  types  d'abaque  les 
plus  usuels  dérivant  de  ce  double  emploi  (abaques  hexagonaux 
à  échelles  binaires  de  MM.  Lallemand  et  Prévôt;  points  alignés 
àdeuxcotes,c'est'à-diredoublement  isopicthes,  deM.d'Ocagne; 
droites  à  doubles  enveloppes  de  M.  Poulain;  trajectoires  de 
contact  de  M.  Paladini;  règles  â  plusieurs  tiroirs  de  M.  Vaës; 
échelles  tournantes  de  M.  Lallemand  ;  abaques  à  images  loga- 
rithmiques de  M.  Melimke  ).  Citons  enfin  parmi  les  applications 
des  points  alignes  à  deux  cotes,  les  abaques  de  la  Trigonomé- 
trie sphérique  (n°*  133  et  lâi}  et  ceux  des  équations  com- 
plètes du  troisième  et  du  quatrième  degré  (  n"  12-'!  et  126). 

Le  Chapitre  VI  et  dernier  contient,comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  la  théorie  générale  dont  les  résultats  s'expriment  d'une 
manière  abrégée  à  l'aide  d'une  notation  spéciale.  L'auteur  y 
montre  comment  les  divers  types  d'abaques  à  deui:,  trois, 
quatre  variables  précédemment étiidiésdêrtventde  cette  théo- 
rie générale  qui  se  trouve,  au  point  de  vue  de  la  classification 
des  modes  de  représentation  graphique,  avoir  la  même  valeur 
que  la  théorie  cinématique  de  Rculeaux  au  point  de  vue  de  la 
classincation  des  mécanismes.  Ce  rapprochement  fort  judicieux 
a  été  signalé  dansie  journal  anglais  A'a/ure  (numéro  du  17  jan- 
vier 1899). 

L'aulcur  termine  ce  Chapirrc  en  indiquant  une  source  de  prn- 
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blêmes  dignes  d'attirer  l'aUention  des  mathémsticiens;  il  s'agit 
de  déterminer  pour  chaque  type  d'abaque  les  caractères  ana- 
lliliques  des  équations  correspondantes.  Plusieurs  géomètres 
ont  déjà  travaillé  dans  ce  ^ens,  et  l'on  rapporte  ici  les  solutions 
doDuées  pour  divers  cas  usuels  par  MM.  de  Saiut'Robert,  Mas- 
sau,  Lecornu,  Duporcq  et. Kœnigs.  L'exempte  sera  certainement 

Ce  compte  rendu,  quoique  bien  incomplet,  montre  cependant 
combien  ceL  Ouvrage  est  touffu  et  riche  en  applications.  Mais 
ce  qu'il  ne  saurait  mettre  en  évidence,  c'est  l'art  avec  lequel  ce 
Traité  est  composé,  c'est  la  clarté  qui  s'y  trouve  partout  ré- 
pandue comme  à  (lots,  c'est  enfin  la  régularité  parfaite  de  la 
méthode  suivie.  Sa  lecture  révèle  à  la  fois  l'œuvre  d'un  profes- 
seur habile  et  d'un  savant  accompli.  EtiOKNB  Bouché. 


SOLUTIONS  DS  QieSTrOKS  PROPOSËKS. 


L'énoncé,  reproduit  dans  le  numéro  d'avril  1S9S,  page  19J, 
renferme  une  erreur  typographique.  Si  0  est  foyer  d'une  sec- 
tion méridienne  d'une  quadrique  de  révolution,  on  a  pour  la 
distance  du  point  O  à  un  point  de  la  quadrique 

p  =  X^^Jiy-hCs-i-U; 
si  donc  l'on  considère  cinq  points  de  la  quadrique,  on  a 
OAx  Vol.  BCDE-t-OBx  Vol.  CDE,\ -*-...=  o. 
les  volumes  ayant  des  signes. 

Question  448. 


~i:,  ri'produil  à  la  page  h^  du  numéro  de  jan\ier 
lit    en   plu-ieiirs   points.  Il  >'aRil  évidemment   t 
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projection  du  théorème  de  col 
simples  auxquels  il  donne  lieu,  i 
Taeile  pour  que  l'on  doive  insister 


!s,  pris  dans  les  deux  cas 
L  la  question  est  alors  trop 


Une  courbe  C„  de  degré  n  et  une  conique  C,  lont  donnéet 
dans  le  même  plan;  on  prend  la  polaire  d'un  point  quel- 
conque situé  sur  G,  par  rapport  à  la  conique  C%  ;  soient  P 
et  Q  les  points  d'intersection  de  cette  polaire  avec  la  co- 
nique :  le  lieu  du  point  d'intersection  des  deux  normales 
menées  tn  P  et  Q  à  la  conique  est  d'ordre  3n  au  plus. 
(  Uësbovrs.) 

Solution  . 


mies  par  M.  Dcsbovf 


qui  expriment  les  coordonnées  \  et  Y  du  point  de  r 
des  normales  aux  extrémités  de  la  corde  dont  le  pAle  a  pour 
coordonnées  a;  et  ^  ;  si  le  point  (x,j')  décrit  une  courbe 
d'ordre  n,  les  points  (\,  V)  situés  sur  une  droite  donnée 
seront,  en  effet,  les  intersections  de  la  courbe  d'ordre  n  avec 
la  cubique  transformée  de  la  droite  par  les  formules  ci-dessus. 
On  a  d'ailleurs  facilement  les  formules  ci-dessus  en  exprimant 
que  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  (X,Y)  et  la 
conique  donnée  admettent  pour  corde  commune  la  polaire  du 
point  (r,^)  ;  on  écrit  pour  cela  que  la  conique  H-(-AS=o 
comprend  cette  droite;  voir  aussi  Sauion,  Sections  coniques, 
n'  181,  exercice  4' 

Qnestion  496. 


Par  un  point  pris  arbitrairement  dans  l'espace,  on  peut, 
n  général,  mener  ."'/'C.'  —  "  P^.  droites,  dont  chacune 
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rencontre  en  deux  points  la  ligne  à  double  courbure  ré- 
tuUant  de  l'intersection  de  deux  surfaces  algébriques 
d'ordres  m  et  p\  toutes  ces  droites  sont  sur  un  cône  d'ordre 

//  suit  de  là  que  la  perspective  de  V intersection  de  deux 
mrjac,    d'ordre,   m    tt  p   a    '"Pl"' - 'Xf-')    ,„„„ 

doubler  situés  sur  une  courbe  d'ordre  (m  — 1)(/>  —  i)- 

(  Moutard.) 

solution 

Par  M.  G.  Fostené. 

,  ,     .  ,       mp(m  —  i){  p  —  Oi.  É' 

I.  existence  des  — ^-^ '■■    ■  droites  est  démontrée 

dans  le  Traité  de  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions 
de  Saimon,  n°  340  :  on  désigne  par  a,  b,  c,  d  les  coordonnées 
tëtraédriques  du  point  donné  0,  et  l'on  écrit  que  les  deux 
points  {x,y,s,  l)  et  {x  -t-Xa,  y  -i-ib,  ...)  sont  sur  la  courbe. 
Si  l'on   veut   obtenir   le   cAne   de   l'énoncé,    il   faut  procéder 


Soient  les  deux  surfaces/ =  0,^=0.  L'origine  0  des  coor- 
données étant  le  point  d'émission  des  droites,  le  point  (x,  y,  s) 
appartiendra  à  l'une  des  droites  cherchées  si  les  deux  équa- 
uons  en  1  :  f(^,  ^,  -)  =  o,  o  (-,  ^,  -\  =  0,  ont  deux 
racines  communes;  ces  deux  équations  deviennent 

/o'"' -1-/1 3'"-' -H..  .—  o,  ifo<rP-l-0|0'^'-H...  =  o, 
les  /  et  les  »  étant  homogènes.  Si  l'on  écrit  d'abord  que  les 
deux  équations  ont  une  racine  commune,  on  aura  l'équation  du 
cAne  C  d'ordre  ntp  qui  a  O  pour  sommet  et  la  courbe  gauche 
pour  directrice  :  la  méthode  d'élimination  d'Euler  (méthode 
des  polynômes  multiplicateurs),  nu  la  méthode  dialytique  de 
Sylvester,  donnerait  l'équation  de  ce  cône  par  un  déterminant 

commune,  nous  emploierons  la  mcthode  des  polynômes  multi- 
plicateurs, en  tenant  compte  de  ce  que  les  deun  équations  ont 
déjà  une  racine  commune  :  au  lieu  d'identifier  cotnpiciemcot 
les  deux  équations 

(A<IP-ï-(-IîjP-»-l-...)(/,ï"'-H/,o™-'-H...)  =  o, 
(Gïm-î+ll7"'->  +  ...K?o"'-+-f,  9'-'  +...)---«>. 
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Il  que  les  premiers  membres  sont  iden- 
tiques à  une  coostanle  près;  comme  ils  sont  nuls  tous  deux 
pour  une  même  valeur  de  a,  celte  constante  sera  nécessaire- 
ment  nulle.  On  a  ainsi  la  condition 


et  cette  relation  nécessairement  boniogène  représente  un 
cAne  C  d'ordre  {m  —  i)(p  —  i),  comme  le  montre  la  considé- 
ration du  terme  principal  (yi)P-i  x  (?p_i)™-'.  Ce  cAne  C  a 
en  commun  avec  le  cane  C  des  génératrices  en  nombre 
rR/)X(/n  —  i)(,p  —  ')•  mais  les  droites  cherchées  sont  des 
génératrices  doubles  du  cAne  C  et  leur  nombre  est  la  moitié  du 
précédent  ;  on  voit  pourquoi  l'on  a  tenu  à  conserver  la  condi- 
tion qui  donne  le  cOne  C. 

Une  marche  analogue  à  celle  adoptée  ici  peut  être  employée 
quand  on  doit  écrire  que  deux  équations  des  degrés  m  el  p 
ont  k  racines  communes  ;  on  aurait  k  déterminants  d'ordres 
m-t'P,  m  +  p  —  a,  m~hp  —  4.  ■■■>  donnant  des  conditions 
qui  ont  pour  points  respectifs 


nip,    (m 


'X/--'),    {"■■ 


■^)(.p- 


■0, 


dans  un  espace  analytique  à  un  nombre  quelconque  de  dimen- 
sions, cela  permettrait  de  généraliser  la  question  actuelle. 

La  métbode  de  Lagrange  (voir  la  Théorie  des  déterminanU 
de  Baitzer,  §  XI,  g)  conduirait  pour  la  question  actuelle  à 
un  cône  d'ordre  m(/t  —  i)  ou  à  un  cône  d'ordre  (m —  i)p,  au 
lieu  du  cône  d'ordre  (m  —  i)(p  —  i)  donné  par  la  méthode 
d'EuIer. 

Qneation  1788. 


On  comidère,  dam  un  cercle  de  centre  O,  un  rayon 
Jixe  OA  et  un  rayon  variable  OM.  Le  point  M  le  projette 
en  P  tur  OA.  Le  lieu  du  centre  dei  symédianes  du  triangle 
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MOI'  est  II 

du  cercle. 

«s  courba  Jcr 

mé 

E  dont  t'a 

(E 

est  le  ^de  l'aire 
-N.  Barisien.  t 

SOLUTION 

Pa 

M 

V.   llETALI 

En  pr.„, 
données  rec 
sont  donné 

nt  0  pour  origine 
tangulaireâdupo 
espar 

et  OA  po 
nt<leLem 

\e  des  X,  les  coor- 
K  du  triangle  OMP 

p^  = 

rc 

sD(.-HCo 

>0 

(  ^y- 

/■s 

nScosO, 

r  étant  le  rayon  du  cercle  et  <  MOP  =  6  ;  nous  avoi 

iydx=  (3/-'sin»9  — 4/-'sin'9cos"))rf(l, 
et  le  double  de  l'aire  est 


.,..(■.;. 

*ttdfl-ir*  f    sin'Ocos'OrfO 

""••i^i-l 

-■■(|-^)>^r- 

Observation 

—    En   posant  co5»e  ~  t,   les 

.nnent 

J3:'  =  rV(n-ïS). 

4(ïî+^>)  =  ,-i((,  +  3(), 

et  éliminant  t,  nous  trouvons  pour  équation  du  lieu 

(■i)       ,i(x!-^j3)'-4r'(x>-i-^')'  +  /-ï.r'{i7^'+rï)  =  o. 

Le  lieu  est  une  courbe  du  sixième  ordre  et  deuxième  genre, 
symétrique  par  rapport  aux  axes,  ayant  un  Cacnode  â  l'origine 
et  l'axe  des  x  pour  tangente  tacnodate;  la  courbe  est  bitau- 
gente  au  cercle  donne,  sur  l'axe  des  x;  a  un  rebrousscment  en 
chacun  des  points  circulaires  à  l'infini,  avec  la  droite  à  l'inlini 
pour  bitangente  cuapidale,  et  deux  points  doubles  isolés  sur 
l'axe  des  y  {a:  =  o,y  =  ±  r  ;  /a) ;  elle  a  enfin  quatre  points 
d'inflexions  réels. 

Le  lieu  de  la  projection  de  K  sur  le  rayon  OM  est  le  fo/ium 
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double 

(3)  (x»+^>)'=r'a-'; 

l'enveloppe  de  la  droite  |  PK{,  c'est-à-dire  l'antipodaire  de  (3) 
par  rapport  au  ceDLre,  est  la  sextique 

(4)  (arï+^»)'—rï(a;*  +  ïoj;'^ï—8j*) +  16/^7'  =  o, 

qui  a  aussi  ud  tacnode  à  l'origiDe  avec  l'aie  des  x  par  tangente 
tacDodale,  deux  rebroussements  aux  points  circulaires  à  l'in- 
fiai  et  la  droite  à  l'infini  pour  tangente  double  cuspidale;  la 
courbe  a  eu  outre  quatre  rebroussements  rëels 

{x  =  ±  ^r^/&  :  ii,  y  =  ^  ^r  <J~i  :  9) 

et  deux  points  doubles  iniagtiiaires  sur  l'axe  des  j'. 

La  droite  ]  MK  |  rencontre  la  perpendiculaire  en  O  à  |  OM  | 
en  le  pôle  de  |  OP  |  par  rapport  au  cercle  ayant  OM  pour  dia- 
mètre; les  coordoDoées  de  ce  pùle  étant  évidemment 


nous  avons,  en  éliminant  6,  pour  équation  du  lie 

(5)  r>^.=  43,i(a.>+_y'), 

qui  représente  un  cappa  dirigé  vers  l'axe  des 
lacnode  à  l'origine. 
Autres  solutions  de  MM.  Drdz-Farnï  et  Lez. 


QIBSTIONS. 


1834.  Étant  données  deux  coniques  S  et  S',  trouver  le  lieu 
d'un  point  P  tel  que  l'on  puisse  mener  de  ce  point  une  tan- 
gente à  S  et  une  tangente  à  S'  perpendiculaires  entre  elles. 

Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  G,  du  buitième  ordre  et 
du  premiei  genre  ayant  les  points  cycliques  pour  points  qua- 
druples et  huit  points  doubles  à  distance  finie.  On  déterminera 
la  position  de  ces  derniers  en  montrant  que  ce  sont  les  points 
communs  à  distance  finie  à  trots  courbes  du  quatrième  ordre. 
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dont  on  formera  les  équaiions.  On  établira  que  les  points  mut- 
tiples  de  C|  et  les  foyers  réels  et  imaginaires  des  deux  coniques 
S  et  5'  sont  sur  une  même  courbe  Cj  du  troisième  ordre  qui 
dégénère  en  une  hyperbole  équilatère  et  la  droite  de  rinfini, 
lorsque  S  et  S'  sont  concentriques.  On  donnera  une  définition 
géométrique  de  celte  courbe  Cj.  Le  lieu  cherché  Ci  est  t.aa~ 
gent  en  huit  points  i  chacune  des  coniques  données;  les  seite 
points  de  contact  sont  sur  une  même  courbe  du  quatrième 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction 
d'an  paramètre. 

Examiner  les  cas  particuliers  où  l'une  des  conicjues  données 
se  réduit  à  une  parabole  ou  à  un  couple  de  droites. 

(J.  FaANEL.) 

1S3S.  Au  bout  de  quel  temps  l,  un  capital  C  placé  à  intérêts 
simples  à  un  taux  r  constîtue-t'il  une  ^^omme  é>;a[e  à  celle  que 
constituerait  le  même  capital  placé  à  intérêts  composés  an 
taux  r'{r'<.  r)  pendant  le  même  temps? 

Exprimer  t  en  fonction  de  r  et  r'.  On  admet  que  les  deux 
tommes  sont  calculées  d'après  les  formules  respectives 
C{H-/-/),     C(,  +  r'y. 

lE.-M.  LkherjIT.) 

1836.  A  quelle  distance  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère 
doit-on  mener  une  perpendiculaire  à  son  axe  réel  pour  que 
l'aire  comprise  entre  les  asymptotes,  la  courbe  et  la  droite 
cherchée,  ait  une  valeur  donnée  k.  (E.-M.  Lbuekav.) 

1837.  Les  deux  triangles  ABC,  A'R'C  sont  homologiques 
des  deux  manières  : 

ABC    I 

Ia'B'C'I'  '"'^''' 
,.c.„„o|-^,,|,„... 

Démontrer  que  si  o  passe  parO'  :  \°  o'  passe  par  O;  a*  les  six 
points  O,  O',  ba\  bc',  b' a,  h'c  sont  les  sommets  d'un  quadri- 
laUre  complet;  3°  les  six  droites  o,  o',  BA',  BC,  B'A,  B'C  sont 
les  côtés  d'un  quadrangle  complet;  \'  le  triangle  diagonal  du 
quadrangle,  qui  a  pour  sommets  ba',  bc',  b'a,  b'c,  coïncide 
avec  le  trilatérc  diagonal  du  quadrilatère  qui  a  pour  côtés  BA', 
BC,  B'A,  B'C.  (G.  G*i.i.t.rci.> 


1-  Centre  0 
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[D8d] 

IIKR  APPLICATION  DR  LA  FORNtlLS  DE  STOKES; 
Pa«  m.  vogt. 

Professeur  i  l'Oniversité  de  Nancy. 


i.  Dans  le  premier  Volume  de  sou  Cours  d'Analyse, 
M.  Picard  indique,  après  Kronecker,  la  solution  du  pro- 
blème suivant  : 

Etant  données  deux  équations  algébriques  ou  trans- 
cendantes 

entre  deux  variables  réelles,  et  à  coefficients  réels, 
déterminer  le  nombre  des  solutions  de  ce  système 
d'équations  comprises  à  l 'intérieur  d 'un  contour  fei-mé 
donné. 

On  considère  pour  cela  Tintégrale  curviligne 

I     Tj                F,         I     /-F,  dF,-F,rfF, 
I  =  -  J  rfarcUDg  p;  =  -J  Fi -H  Fi 

étendue  au  contour  donné  parcouru  dans  le  sens  positif, 
la  valeur  de  celte  intégrale  est  égale  àl'excès  du  nombre 
des  solutions  intérieures  au  contour  pour  lesquelles  le 
déterminant  fonctionnel 

p(F,,Fi) 

est  positif,  sur  le  nombre  de  celles  pour  lesquelles  il  est 
négatif. 

Je  ne  sais  si  l'on  a  déjà  remarqué  que  ce  résultat  est 
susceptible  d'une  généralisation  relative  à  la  ligne  d'in- 

Afin,  de  Malliémal.,Z'  série,  t.  MX.  (Mars  igoo.)  7 
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terscction  de  deux  sutfaces;  c'est  celte  généralisation 
que  je  me  propose  d'indiquer  ici,  en  suivaut  la  marche 
de  M.  Picard. 

Ëlaut  données  deux  équations 

(I)  F,(,^,y.:)=<.,        Ft(^>y.z)  =  o, 

entre  trois  variables  réelles,  et  à  coefficients  réels,  elles 
définissent  une  certaine  ligne  réelle  L  foi-mée  d'une  ou 
de  plusieurs  parties;  nous  supposons  les  fonctions  F| 
ut  Fj  finies  continues  et  uniformes  dans  une  cenaÎBe 
région  de  l'espace,  et  nous  consîdérous  dans  cette  région 
un  contour  fermé  C  ne  rencontrant  pas  la  ligne  L;  nous 
formons  l'intégrale  curvtligue 


étendue  au  contour  C  parcouru  dans  un  certain  sens,  et 
nous  nous  proposons  de  chercher  la  signification  de 
cette  intégrale. 

On  peut  l'écrire,  en  la  développant,  sous  la  forme 


H' 


dFt  dP, 


FI 

+  F 

F 

—  F 

rfF, 

"î 

+  F 

F 

</F, 

-F 

tir. 

FÎ  +  FJ 
comme  P,  Q,  R  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
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fonction,  viles  satisfont  aux  conditions 


dy  àx         ai  ày 


que  l'on  vérîiîe  du  reste  directement  sans  peine;  on  en 
cODcIut  que  I  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  déforme 
le  contour  C  sans  passer  par  un  point  où  P,  Q,  R  de- 
viennent  discontinues,  c'est-à-dire  sans   rencontrer  la 

2.  Supposons  que  par  le  contour  C  on  fasse  passer 
une  calotte  de  surface  S,  que  cette  calotte  soit  simple  et 
aîtdeux  faces  dislincles^  prenons  couimc  face  supérieure 
ou  positive  la  face  sur  laquelle  doit  ëire  situé  un  obser- 
vateur pour  que,  en  s'approchant  du  contour  C,  il  voie 
le  sens  d'intégration  de  gauche  à  droite,  comme  le  sens 
du  trièdre  de  coordonnées  ;  la  face  inférieure  ou  néga- 
tive sera  la  face  opposée. 

Si  la  calotte  S  ne  rencontre  pas  la  ligue  L,  le  théo- 
rème de  Stokes  nous  indique  que  l'intégrale  I  est  égale 
à  l'intégrale  double 

étendue  à  S,  et  cette  intégrale  est  nulle. 

Si  la  calotte  rencontre  la  ligne  L  en  des  points  A, 
B,  . . .,  M,  imaginons  que  l'on  trace  sur  la  surface  des 
contours  C*,  Gg,  ...,  Cy  assez  petits  pour  n'entourer 
chacun  qu'un  seul  de  ces  points  et  pour  ne  couper  ni  C 
ni  les  autres  contours;  enlevons  de  S  les  portions  S;^, 
5bi  •  -  •,  S||  intérieures  »  ces  contours  et  réunissons  les 
ouvertures  ainsi  pratiquées  dans  S  au  contour  C  par  des 
coupures  F;,,  Fg,  . . .,  \^  ne  se  coupant  pas  les  unes  les 
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autres;  ces  opérations  ont  pour  effet  de  constituer  une 
calotte  Si  à  un  seul  contour  ne  contenant  à  son  intérieur 
aucun  point  de  L. 

L'intégrale  double  (3),  étendue  n  cette  calolleSi,  est 
constamment  nulle  ;  mais,  d'après  la  formule  de  Stokes, 
elle  est  égale  à  l'intégrale  curviligne  (2),  étendue  au 
contour  entier  de  Si;  cette  intégrale  est  donc  nulle. 
Elle  se  compose  de  diflerentes  parties  étendues  respec- 
tivement :  1°  au  contour  C  parcouru  dans  le  sens  adopté 
pi'imitivement  sur  ce  contour;  a"  aux  deux  bords  de 
chacune  des  coupures r^jFe,  ...,rH,ces  bords  étant  par- 
courus l'un  dans  un  sens,  l'autre,  qui  lui  est  opposé,  dans 
le  sens  contraire  j  Ips  parties  d'intégrale  relatives  à  ces 
bords  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires  et 
ont  une  somme  nulle;  3"  aux  contours  C^,  Cg,  ...,  Ch 
parcourus  dans  le  même  sens  ijue  le  contour  C  relative- 
ment à  la  calotte  Si  ;  les  parties  d'intégrale  correspon- 
dantes sont  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  que 
l'on  obtiendrait  si  les  contours  étaient  parcourus  dans 
le  sens  opposé,  et  ce  dernier  sens  est  celui  que  l'on  doit 
adopter  si  l'on  veut  que  les  faces  supérieures  des  calottes 
partielles  Sjj,  Sg,  . . .,  Sj»  coïncident  avec  ta  face  supé- 
rieure de  la  calotte  totale  S.  Si  donc  on  adopte  pour 
tous  les  contours  C,  C^,  C^,  . . .,  Ch  le  sens  pour  lequel 
les  faces  supérieures  des  calottes  5,  S^,  S»,  ■  ■  -,  S^  soient 
les  mêmes  et  si  l'on  appelle  I,  I^,  Ip,  ■  ■  -,  In  les  valeurs 
de  l'intégrale  I  étendue  à  ces  contours,  on  aura 
r=U-+^lB-t-...-!-Ia; 

tout  revient  donc  à  évaluer  chacune  des  intégrales  du 
second  membre. 

3.  Considérons  l'une  d'elles,  par  exemple  la  première: 
soient  jr,,  y^,  Zg  les  coordonnées  du  point  A;  la  tan- 
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gentc  à  la  ligne  L  en  ce  poîiil  a  pour  ûqiialions 

V»  désignant  par  D|,  Dj  et  D)  les  déterniiiianis 
D  =  ^  ~»  —  ^'  ^ 

_  ^  ^_^  dF, 

'       àS)  dx,        dso  àx^' 
_  dFi  dF,       dFi  dFi 

'       àxa  dyn        àxi,   ày^' 

que  nous  ne  supposerons  pas  nuls  simultaiiéineiit,  on 
voit  que  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont  donnés 
par  les  équations 


C4) 


iiï  ^^_ 


D.  D,  /Dî+DÎ  +  DJ  ' 

nous  appellerons  de  mi -tangente  positive  à  la  ligne  I. 
en  A  celle  des  deux  directions  précédentes  qui  corres- 
pond au  signe  +  devant  le  radical. 

Nous  supposons  que  la  calotte  S  et,  par  suite,  la  ca- 
lotte S^  qui  en  fait  partie  ne  sont  pas  tangentes  en  A  à 
la  ligne  L;  le  contour  C«,qui  limite  S^^,  peut  être  choisi 
aussi  petit  que  l'on  veuf,  on  peut  sans  inconvénient 
supposer  que  ce  contour  est  une  petite  courbe  plane  et 
que  Sjt  est  la  portion  du  plan  de  cette  courbe  qui  lui  est 
intérieure. 

Les  coordonnées  des  points  du  contour  C^^  auront  des 
expressions  de  la  forme 

E  étant  une  quantité  fixe  que  l'on  peut  prendre  aussi 
petite  que  l'on  veut,  Ç,  t|,  X^  étant  fonctions  d'un  même 
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paramètre;  l'intégrale  I^  s'exprimera  au  moyeii  de  ce 
paramètre  par  une  somme  de  deux  parties,  l'une  indé- 
pendante de  e  et  l'autre  s'annulant  avec  cette  dernière 
quantité.  Comme  nous  avons  remarqué  au  début  que  la  ' 
valeur  de  I  ou  de  J^  ne  change  pas  lorsqu'on  moditie  le 
contour  sans  franchir  la  ligne  L,  nous  concluons  que 
l'intégrale  actuelle  ne  doit  pas  varier  avec  c;  la  seconde 
partie,  qui  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  est 
donc  rigoureusement  nulle  et  I^  se  réduit  à  la  première; 
elle  est,  toutes  réductions  faites, 


rfï) 


Nous  choisirons  comme  contour  Ca  une  ellipse  tracée 
sur  un  cylindre  ayant  pour  axe  la  tangente  n  la  ligne  L, 
et  dont  l'équation  est 

r<*F.,  ^      àF.  ^      ÔF,.  .V 


di»' 


i{x~x^)-\--^^o'  —  ro) 


S<'-']'^ 


nous  assujettissons  de  celte  façon  Ç,  ï^,  1^  n  rendre  égal 
à  l'unité  le  dénominateur  de  la  fraction  difTérentielle; 
nous  remarquons,  de  plus,  que  les  parenthèses  qui 
entrent  au  numérateur  sont  proportîoitnetles  aux  cosinus 
directeurs  de  la  normale  extérieure  à  la  calotte  S^  au 
point  A;  si  a.',  p',  f"  sont  les  angles  de  celle  normale 
avec  les  axes  de  coordonnées,  on  a 


/(Ti  ^.  T,i  ^  ;3  )  (^'  +  th^-ir^-  (  ç  rff  -t- 1-,  rfr,  -I-  î  rfo» 
En  considérant  ponr  un  instant  Ç,  r^  X,  comme  les 


jh,Googlc 


(  .03  ) 
coordonnées  des  points  d'une   courbe  plane  dont  les 
coordonnées  polaires  sont  p  et  Q,  on  aura  pour  vslcur 
du  radical 

/p'rfït  — p'rfp"  =  p'eW, 

de  sorte  que  l'on  a 

il)  rfi;  —  ï  (/i)  =  p'  d6  coss:', 
;rfî-ïrfi:=p'rfBcosp', 
îrf,,-tirfE  =  pWfflcosY'; 

«n  désignant  enfin  par  V  l'angle  aigu  ou  obtus  formé 
par  la  demi-tangente  positive  à  la  ligne  L  et  la  normale 
extérieure  à  la  calotte  S/^  en  A,  ou  a,  en  tenant  compte 
des  formules  (4)  et  (5), 

I*=  J-    f  v/UÎ-HDî-HDî<:osVp»rfS. 

L'intégrale 


i' 


est  égale  au  double  de  l'aire  de  l'ellipse  C^;  mais  cette 
aire  peut  s'évaluer  d'une  autre  manière,  car  son  plan 
fait  l'angle  V  avec  le  plau  de  secliim  droite  du  cylindre, 
Cl  l'aire  de  celte  section  droite  est  égale  à 


a  donc 

r  p'  rffl  =  .   ''''•  ^ 

Jr  /DÎ+DJ-i-U! 


/DÎ+DJ-i-UÎ    losVl 


■   |co.V| 


Nous  voyons  que  l'intégrale  J^  est  égale  à  + 1  ou  à 
—  ■ ,  suivant  que  l'angle  V  est  aigu  ou  obtus  ;  eu  faisant 
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la  somme  de  toutes  les  intégrales  analogues,  nous  arri- 
vons au  résultat  suivant  : 

Étant  donnés  un  contour  C  et  Vintégrah  I  prise  sur- 
ce  contour  dans  un  certain  sens,  imaginons  par  ce  con- 
tour une  calotte  quelcontjue  S  qui  rencontre  la  ligne  L 
en  un  ou  plusieurs  points;  l'intégrale  I  est  égale  à 
l'excès  du  nombre  des  points  de  rencontre  oii  la  nor- 
male extérieure  à  S  et  la  demi-tangente  positive  à  L 
font  entre  elles  un  angle  aigu  sur  le  nombre  de  ces 
points  oii  elles  font  un  angle  obtus. 

Lorsque  les  surfaces  représentées  par  les  équations  (i) 
sont  des  cylindres  parallèles  à  Oz  et  que  le  contour  C 
est  tracé  dans  le  plan  des  xy,  on  retrouve,  en  preitant 
pour  S  la  surface  plane  intérieure  A  C,  le  résultat  de 
Kronecker  et  de  M,  Picard. 

4.  Nous  terminerons  ^ar  quelques  remarques  qui  peu- 
vent faciliter  l'application  de  la  proposition  précédente. 
Considérons  sur  la  ligne  L  une  portion  L,  continue  et 
ne  i-enfermant  aucun  point  singulier,  c'est-à-dire  aucun 
point  pour  lG<jueI  lesdétarminaots  fonctionnels  D,,  D^ 
et  Dj  s'annulent  simultanément^  cette  portion  L(  peut 
avoir  la  forme  d'uu  contour  fermé,  ou  s'étendre  à  l'inQnî 
dans  un  sens  ou  dans  les  deux  sens;  si  l'on  choisit  sur 
L|  un  certain  sens  de  mouvement,  qui  sera  par  exemple 
celui  des  arcs  croissants,  je  dis  que  la  demi-tangente  po- 
sitive sera  toujours  dirigée  de  la  mime  manière  en  tous 
les  points  de  L|,  c'est-à-dire  sera  toujours  confondue 
avec  la  demi- tangente  dans  le  sens  du  mouvement,  ou 
toujours  avec  la  demi-tangente  opposée. 

Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  D|,  Dj  etDj 
ne  s'annulent  pas  h  la  fois;  si  l'on  prend  comme  va- 
riable l'arc  j  deL|  ot  si  l'on  suppose  que  les  coordon- 
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nées  des  points  de  L|  en  sont  des  fonctions  continues  cl 
uniformes,  on  a  constamment 

dx    •    dy         ds 

comme  le  radical  ne  s'annule  pas  et  que  les  termes  des 
rapports  sont  des  fonctions  continues,  le  signe  du  radical 
ne  peut  changer;  il  suffit  par  suite  de  le  déterminer  en 
un  point  de  L|  pour  l'avoir  en  tous  les  autres. 

Une  autre  remarque  est  la  suivante  :  Supposons  que 
l'on  déforme  les  surfaresFietFjet,  par  suite,  la  ligue L, 
mais  sans  rencontrer  le  contourC;  imaginons  pour  ci:la 
que  les  fonctions  F,  et  F3  dépendent  d'un  paramètre  a 
et  que  l'on  fasse  varier  ce  paramètre  ;  je  dis  que  l'inié- 
grale  I  conserve  la  môme  valeur  tant  que  la  ligne  L  ni: 
vient  pas  couper  le  contour  d'intégration. 

Considérons  deux  valeurs  c  et  a  4-  Asi  du  pai-amètrt?, 
et  les  valeurs  correspondantes  1  et  I  +  AI  de  l'intégrale 
curviligne  étendue  au  contour  C;  on  a 


..F,(.-H»)r,(a)-F,(.^-A.)F,(«), 


l=-L  fd 

-■J^J/"''"''SF.{»  +  4«>F,(a)+F,(«  +  Aa)F,{.)' 

la  fraction  qui  entre  sous  le  signe  arc  tang  a  un  dénomi- 
nateur qui  diQëre  de  FJ  +  FJ  d'une  quantité  s'annulant 
avec  Aa;  comme  FJ  +  Fj  n'est  pas  nul,  on  peut  sup- 
poser que  Aot  est  assez  petit  pour  que  le  déaominateur 
de  la  fracliou  reste  positif  pour  les  valeurs  de  x,yy  z 
correspondant  à  tous  les  points  du  contour  d'intégra- 
tion C;  supposons  qu'à  l'origine  de  ce  contour  ou 
prenne  pour  valeur  de  l'intégrale  indéQnïe  arc  tang 
celle  qni  est  comprise  entre  —   '  et  +  71  et  qit'ou  suive 
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Ix  tarialioo  de  crt  an;  loal  le  lon^  Je  C  ;  la  tangente  ne 
devcDant  pas  infinie,  la  valeur  finale  e^  comprise  entre 
les  mêmes  limites  que  la  valeur  intUaleet  loi  est  îdcD- 
liqne:  on  a  dune  M  =  o-  On  peal  ainsi,  de  proche  eu 
proche,  passer  d'une  première  position  de  L  à  one  antre 
sans  que  I  «.-esse  de  gaider  la  mèiue  valeur,  ce  que  nous 
voulions  démontrer. 

3.  G>rame  application  de  ce:>  remarques,  nous  allons 
considérer  la  ligne  d'intersection  d'un  ellipsoïde 

et  d'une  splière 

F.=  j-»-,.'-;!—  K'  =  rt: 
nous  supposons  que  ton  ail 

«  >  R  >  A  >  r. 

de  telle  sorte  que  L  soit  coastituée  par  deux  parties  fer- 
mées entourant  l'axe  des  i  et  situées  de  part  et  d'antre 
du  plan  desyz:  prenons  comme  contour  C  nue  pottion 
de  l'ase  des  x  allant  du  point  d'aliscîsse  — a  à  celui 
d'abscisse  a,  complétée  par  une  demi-circonférence  de 
raTon  a  dans  un  plan  quelconque,  que  l'on  peut  sans 
inconvéaieut  supposer  celui  des  rr.  Je  vais  montier 
que  l'intégrale  I  est  nulle,  bien  que  toute  calotte  pas- 
sant par  le  contour  C  coupe  L  en  deux  points  au  moins. 
En  appliquant  la  première  remarque,  ou  est  amené  à 
chercher  les  signes  des  déterminants  D,,  Dj,  Dj  eu  un 
jwint  de  chacune  des  parties  de  L.  par  exemple  en  un 
point  situé  dans  le  plan  des  jrr;  ou  a  alors,  si  x,.  ->,,  o 
sont  les  coordonnées  de  ce  point 
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de  façon  que  D»  est  négatif  si  Xa  et  j^  sont  positifs  ;  on 
en  conclut  que  pour  la  portion  de  L,  située  du  calé  dvs 
X  positifs,  la  demi- tangente  positive  est  dirigée  dans  le 
sens  du  mouvement  qui  va  de  la  portion  positive  du 
plan  des  xz  à  la  portion  positive  du  plan  des  xy;  pour 
l'autre  partie  do  L,  la  demi-tangente  [lositivc  a  une  di- 
rection op]K>sée.  On  en  conclut  facilement  que  l'inté- 
grale I  est  nulle. 

Cela  résulte  tiirore  plus  simplement  de  la  deuxième 
remarque;  supposons  que  l'on  fasse  diminuer  le  ra;yon 
de  ta  splière  d'une  manière  continue;  la  ligne  L  se  dé- 
forme, passe  par  une  position  où  elle  se  compose  de 
deux  cercles,  puis  est  formée  de  deux  j)3riics  entou- 
rant Oz,  et  finit  par  disparaître  saus  rencontrer  le  con- 
tour C.  L'intégrale  I  ne  change  pas,  et  comme  elle  est 
nulle  pour  R<;  c,  elle  est  nulle  pour  a  <  R  <^  6. 

t04a] 
SYMÉTRIB  ORTIOGONALK  PAR  R.1PP0RT  A  UN  CrLINBRE 
QUSLCONOUB; 

Par  m.  GEMINIANO  PIRONDINI,  à  Parme. 


Deux  points  A,  Ai  sont  symélrù/iies  par  rapporta 
un  cylindre  K  {cylindre  ichnographique)  quand  la 
droite  AA,  est  normale  à  la  surface  de  K  et  qu'en  outre 
elle  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  cette  sur- 
face. 

Deux  figures  F,  F,  sonUiynetW^iiej,  quand  une  d'elles 
est  le  lieu  des  symétriques  des  points  de  l'autre. 

\  une  figureF  peuvent  correspondre  une  ou  plusieurs 
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figuiTS  l'éeUes  ou  imaginaires  Fi .  Cela  lient  à  ue  qu'un 
point  A  a  autant  de  symétriques  A,  que  le  cylindre  K 
a  de  normales  passant  par  A. 

Si  la  figure  donnée  est  une  ligne  L,  le  lieu  des  pieds 
des  normales  au  cylindre  K,  menées  des  points  de  L, 
est  une  autre  ligne  A  qu'on  appelle  la  projection  ortho- 
gonale de  L  sur  le  cylindre. 

Problèhe.  —  On  donne  ie cylindre  ichnographiqueK 
et  la  figure  primitive  F  ]  déterminer  la /igure  symé- 
trique F| . 

Si  A(x^y,  z),  A,(X(,^-,,  s,),  Afl(E, T|,Ç)  sont  trois 
points  correspondants  de  F,  F| ,  K,  la  uondîtion  que  la 
droite  AA,  soit  normale  à  K  est  exprimée  par  les  équa- 
tions 

D'ailleurs,  puisque 


(3)       a-i=ae  — j,      ri='^^,—y>      =,  =  î  =  3. 

Puisqu'on  puut  regarder  Ç,  v]  comme  des  fonctions 
d'un  paramètre  x,  et  x,  y,  z  comme  des  fonctîoDS  d'un 
paramètre  t,  ou  de  deux  paramétres  indépendants  u,  y, 
suivant  que  la  figure  F  est  une  ligne  ou  une  surface,  on 
voit  que  la  figure  symétrique  F,  est,  dans  tous  les  cas,  dé- 
finie par  les  équations  (3),  pourvu  qu'on  y  élimine  un 
des  deuK  paramètres  I,  t,  ou  bien  un  des  trois  para- 
métres u,  il,  T  au  moyen  de  la  première  équation  (i). 

La  projection  orthogonale  d'une  ligne  L  sur  le  cy- 
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liiulre  K.  est  représentée  par  les  étguaiions  (ju'oii  dérive 
des  relations  (  2),  en  y  éliminant  l'un  des  paramètres  t,  -z, 
romme  on  vient  de  dire. 

La  figure  F  est  une  ligne  L.  —  Soient 

les  équations  cartésiennes  de  la  section  droite  du  cy- 
lindre K  et  de  la  projection  de  la  ligne  objective  L  sur 

En  ayant  recours  aux  égalités  (3),  (1),  on  trouve  que 
la  ligne  symétnquc  L,  est  définie  par  les  équations 

quand  on  emploie  la  relation 

pour  y  éliminer  x  ou  Ç. 

On  peut  effectuer  l'éliniinatiou  quand  L  est  sur  uu 
plan  parallèle  à  l'axe  des  £. 

En  supposant,  en  effet,  :t;  =  A'  (ce  qu'on  peut  faire 
sans  nuire  à  la  généralité),  la  ligne  symétrique  L,  est 
placée  sur  le  cylindre  dont  la  section  droite  est  la  courbe 


Remarque.  —  Les  calculs  précédents  restent  les  mêmes 
3>,  au  lieu  d'une  ligne  gauche  L,  on  a  un  cylindre  G  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  des  z.  La  figure 
symétrique  est,  dans  ce  cas,  un  autre  cylindre  C)  ayant 
même  direction  que  C. 

La  figure  F  est  une  surface  S.  —  Soit 

l'équation  cartésienne  de  S. 
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Comme  l'équaiion  (i)  donne  dans  ce  cas 

en  se  rappelani  les  égalités  (3),  on  trouve  que  la  sur- 
face symétrique  S,  est  représentée  par  les  équations 


^.^Fk.fCO- 


dans  lesquelles  x  et  ^  doivent  être  regardés  comme 
deux  paramètres  indépendants. 

Remarque.  ■ —  Ce  ihéorcme  n'est  pas  applicable 
quand  S  est  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  pa- 
rallèles à  l'axe  des  z.  Maïs  dans  ce  cas  on  peut  mettre  à 
profil  la  remarque  précédente. 


Exemples.  —  1.  La  figure  objective  est  une  droite. 
Puisqu'on  peut  prendre 

(6  étant  une  constante)  «ans  nuire  à  la  généralité,  la 
première  condition  (i)  donne 

La  droite  duiinée  L  a  donc  pour  symétrique   L,  la 
courbe 


et  pour  projection  orthogonale  sur  le   cylindre  K  la 
ligne  .\,  qu'on  obtient  en  portant  sur  les  génératrices  de 
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celui-ci  des  liauteurs  %{=  z,)  données  par  la  Iroistèmc 
égalité  (5). 
En  su f) posant 

«a:,4-Pj,-l-ï-,  =  X- 

(ix,    fJ,  y,  A'  étant  des  constantes),  les  équations  (5) 
donnent 

aa£V+p(,)V-î£'>  +  Tcote(ïf'+7ir/)=Aï;. 

Celte  équation,  bien  qu'elle  ne  soit  pas  inlégrablti 
dans  le  cas  général,  démontre  que,  sous  certaines  con- 
ditions, utie  droite  peut  avoir  une  symétrique  plaoe. 

Si  a  ^  O,  on  a,  l'intégration  étant  effectuée, 

(Ycolfl  — P)î'H-(Ycot6-H3)i;'  — 3*ti  =  A  (/i  =  consl.). 

Donc,  si  la  ligne  symélriqvte  d'une  droite  est  sur  un 
plan  perpendiculaire  an  plan  déterminé  par  la  droite 
donnée  et  la  direction  des  génératrices  du  cj  lindre 
ichnographique,  la  section  droite  de  celui-ci  est  une 
conique  à  centre. 

En  supposant 

(a=:  const.),  la  troisième  équation  (5)  donne  par  inté- 
gration 

ï«+r,>  =  (<ilai,gl).-^  +  6)>. 

Par  conséquent,  si  la  projection  orthogonale  A  d'une 
droite  L  sur  un  cylindre  K  s'obtient  en  portant  sur  les 
génératrices  des  distannes  proportionnelles  aux  rayons 
vecteurs  R  de  la  section  droite  de  K,  cette  section  droite 
est  une  conique  à  centre.  L'origine  des  rayons  vec- 
teurs R  est  au  centre  de  cette  conique. 

Quand  on  donne  arbitrairement  le  cjlindre  K,  on 
peut  tracer  sur  sa  surface  une  ligne  A  sous  des  con- 
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diiiom  telles  qu'elle  soit   la  projection  orthogonale 
d'une  certaine  droite. 

En  effet,  supposons  que  l'on  ait 

9  étant  l'arc  de  la  section  droite  A|  de  K. 

En  remarquant  que  le  ra^n  de  courbure  de  A,  est 
donné  par  l'égalité 

»  ^       ?•(") 
P       /i-<p'>(o)' 
on  déduit  de  là 

„.,=/.„(<.  ./^')...,„ 

A  et  A  étant  deux  constantes  arbitraires. 
De  plus,  la  troisième  égalité  (5)  donne 


=  [/^T^ 


(    x[/.K-/^)--]|""- 

Pour  construire  la  ligne  A  dont  on  vient  de  parler,  il 
suflit  doue  de  plier,  sur  le  cylindre  K,  le  plan  de  la 
ligne  Lg  représentée  par  la  première  ou  par  la  deuxième 
équation  (7),  suivant  que  la  section  droite  Ag  du  cy- 
lindre K  est  définie  par  les  équations  (6)  ou  par  l'équa- 
tion intrinsèque  p  ^p(<i). 

Si,  par  exemple,  la  section  droite  de  K  est  une  chai- 
nette  ou  un  cercle,  on  a  respectivement 

La  déiermi nation  de  A  se  fait  doue  par  la  construction 
indiquée,  en  opérant  sur  les  ligues  planes  Lg  représen- 
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tées  respeclivemeDt parles  ëquatious  cartésiennes  : 


I  cote, 

s.  Si  la  section  droite  du  cjliadre  K  est  la  parabole 

et  si  la  surface  objective  S  est  lo  plau 

passant  par  l'axe  de  la  parabole  précitée,  l'élimination 
des  denx  paramètres  x,  \  entre  les  égalités  (4  )  conduit  à 
rë<]ualion 

Celle-cî  démontre  que  le  plan  donne  a  pour  symé- 
trique une  surface  algébrique  du  troisième  ordre. 


Quand  on  donne  le  cylindre  icUnograplii(|ue  K  et  la 
ligne  A,  projection  orthogonale  d'une  ligne  inconnue  L, 
on  peut  déterminer  cette  ligne  et  sa  symétrique  L,  d'une 
ioBnité  de  manières,  car  la  seule  condition  à  vérifier, 
c'est  <jae  l'es  lignes  L,  L|  soient  sur  la  surface  réglée  S 
lieu  des  normale»  au  cylindre  K.  le  long  de  A.  Si  l'on  a 
recours  à  la  première  condition  (i),  et  si  l'on  remarque, 
de  plus,  que  pour  chaque  point  de  S  on  a  z:^^,  on 
peut  énoncer  ce  théorème  : 

La  sur/ace  réglée  S  à  plan  directeur,  ayant  la 
ligne  ^:=X(%),-i\  =  [t{Ç)  pour  trajectoire  orthogonale 
Ann.de  .VaChémal,,î'siTiv,  t.  XIX.  (M*r!  1900.)  8 
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de  ses  génératrices,  est  représentée  par  F  équation 

[^-X(*)]V(2)+[^-ft(5)]jl'(a)  =  0. 

On  \oit  par  là  que,  si  la  ligue  A  est  de  l'ordre  n,  la 
surface  réglée  "^  cslde  l'ordre  un —  t. 

§1V. 

Problème.  —  On  demande  de  déterminer  d'abord 
les  conditions  sous  lesquelles  on  doit  prendre  deux 
figures  F,  F,  pour  que  celles-ci  puissent  être  considé- 
rées comme  deux  figures  symétriques  par  rapport  à 
un  cylindre,  et  ensuite  de  trouver  un  tel  cylindre. 

pBEMien  CAS.  —  Les  figures  données  sont  deux 
lignes  L,  L| . 

Ces  lignes  L,  L|  ne  peuvent  pas  être  tracées  d'une 
façon  absolument  arbitraire. 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  les  génératrices  du  cy- 
lindre icbno^apliique  soient  parallèles  à  l'axe  des  z, 
menons  une  suite  de  droites  parallèles  au  pUu  2  ^  o  et 
s' appuyant  aux  deux  courbes  L,  L,  ;  la  correspondance 
entre  les  points  de  celles-ciest  alors  fixée  complètement. 
Conséqucmmenton  ne  peu  t  pas  assujettir  les  droites  AA,, 
joignant  les  <:uuples  de  points  correspondants  des  lignes 
L,  L|,  à  la  condition  d'être  normales  au  cylindre  K  (pas- 
sant parles  milieu  V  des  segments  AÀ|  et  ayant  les  géné- 
ratrices parallèles  à  l'axe  des  z. 

On  peut  cependant  démontrer  qu'on  peut  prendre 
arbitrairement  une  des  lignes  h,  h,  et  le  cylindre  sur 
lequel  l'autre  doit  être  placée. 

Si,  en  effet,  L^,  L,o  sont  les  projections  des  lignes  L, 
L|  sur  le  plan  z  =:  o,  supposons  qu'on  prenne  L  cl  L|« 
d'une  façon  arbitraire. 


jh,Googlc 


(   "5  ) 

Le  pi'oblèinc  proposé  est  résolu  dès  qu'un  a  déter. 
miné  la  loi  de  correspondance  entre  les  points  Ag, 
A|,  des  lignes  L»,  L|o-  Car  il  suffît  alors  de  mener  des 
parallèles  aux  droites  Ag,  A|«  par  les  points  de  L.  Ces 
parallèles  vont  couper  le  cylindre,  dont  L^  est  la  section 
droite,  suivant  la  ligne  L,  symétrique  de  L. 

Ou  voit  donc  que  la  seule  condition  qu'on  doit  ex- 
primer est  que  la  ligne  Ag,  lieu  des  milieux  des  seg- 
ments Ag,  A,o,  est  une  trajectoire  orthogonale  de  ces 
droites.  Or,  les  cosinus  directeurs  des  segments  A^Aia 
et  ceux  de  la  tangente  h  Ag  sont  proportionnels  respec- 
tivement aux  différences 

et  aux  quantités 
La  condition  à  vérifier  est  donc  la  suivante 

Et  comme  celle-ci  est  réductible  à  une  relation  dîll'é- 
rentielle  entre  les  paramètres  i,  t,,  en  fonction  desquels 
ou  peut  supposer  que  soient  exprimés  (x,  y)  et  (j;,,y,) 
respectivement,  la  détermination  de  la  loi  de  correspon- 
dance dont  on  vieutde  parler  est  ramenée  à  l'intégration 
de  l'équation  (8). 

Remarque.  — Sil'ou  exprime  le»  variables  x', y,  x^, 
j,  en  fonction  de  $  et  t\,  en  ayant  recours  aux  égalités  (a) 
et  aux  équations 

des  lignes  données  Lg,  L|o,  l'équation  (8)  se  réduit  .î 
une  relation  différentieHe  entre  Ç,  tj. 
L'intégration  de  celle-ci  définit  la  ligne  Ag  et  consc- 
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quumniviil  le  cj'lindrc  K.  A  ce  poiiii,  l<;  problùine  doit 
être  regardé  comme  résolu. 

Exemple.  —  La  ligne  donnée  L  et  la  ligne  L,  sont 
sur  deux  plans  U,  II,  parallèles  à  l'axe  des  z. 

Si  l'on  suppose  (|ue  H  soii  le  plau  coordonné  j'^0  et 
que  n,  passe  par  l'axe  des  e  el  sort  incliné  de  l'angle  H 
sur  il,  on  a 


La  première  métbode  conduit  A  l'éqnalion  diiréreii- 
tielle 

(9)  sine(/siii6  — /,cos9>rf(  +  ((sinl)cos0—  ti)dti~o, 

qu'oïl  ne  sait  pas  intégrer  dans  le  cas  gënérnl . 

Quant  h  la  deuxième  méthode,  si  l'on  remarque  que 
_yi  =  ai),  Xi  =  1-ri  coiO,  X  =  -il  —  ar,  =  aj  —  aij  colB, 
on  arrive  à  ré(|ualion  difierentielle 

ldi  —  r.dyi  —  icol6.r,dî  =  i), 
d'où,  en  intégrant, 

(e'-2Êi.cote-v)[si"«-Ç+(i-cose)Ti]™fl 

=  c(sine.e-(r-(- 0059)7)  ]™6, 

c  étant  une  coostaute  arbitraire. 
En  décomposant  le  trinôme 

î'-aS>i.cote-v, 

en  facteurs  linéaires,  on  peut  donner  à  l'équation  cï- 
dessus  la  forme 

(10)  [tsine+(j-coj(l)r,Ii-™0[5sino_(,^.c„sO)7,]i—S  =  f. 
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Cvlle-ci  définit  la  section  droite  du  cj'liudru  K.;  l'in- 
détermination de  c  nous  apprend  que  le  problème  pro- 
posé est  résoluble  d'une  infinité  de  manières. 

Remar{fue.  — La  surface  symétrique  du  plan  II  par 
rapport  au  cylindre  K  qu'on  vient  de  déterminer  est 
l'autre  plan  11,. 

Cas  particulier.  —  Quand  fi^  -^,  l'équation  (9)  se 

réduit  à  cette  autre  : 

/,  dix  =  /  dl; 

d'où,  par  intégration, 


c  étant  une  constante  arbitraire. 
Il  en  résulte  alors 


(II)  Î'-V  =  c. 

Cette  équation  peut  aussi  se  déduire  de  f'égalitc(iu), 
en  y  supposant  h=  -• 

L'analyse  précédente  démontre  qne  : 

Si  la  ligne  L  du  plan  y=^Q,  représentée  par  l'é- 
quation z  =:/{x),  a  pour  symétrique  une  ligne  L,  du 
plan  X  =  o  : 

i"  Le  cylindre  ichno graphique  K  a  pour  section 
droite  une  hyperbole  équilatère  quelconque  (i  i),  dotit 
les  asymptotes  sont  les  axes  coordonnés. 

2°  La  ligne\,%  est  représentée  par  V  éijuation 
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Si ,  par  exemple,  on  suppuse  successivemeut 

-=/(»)=(.»  +  |l,  i/SiTp,^,,/S. ...), 

ou  a  respectivement 

(»i-P)'-«VÎ -!»■'.        iî-«>-î-.li«-t-?, 

.,-^  =  d.       .|  =  „.(ri+<c> 

Donc  :  Quand  L  est  une  droite,  ou  une  conique  à 
centre,  ou  une  parabole  dont  l'axe  coïncide  avec 
l'axe  des  z,  ou  une  parabole  dont  l'axe  coïncide  avec 
l'axe  des  x,  la  ligne  symétrique  L(  est  respectivement 
une  conique  à  centre,  une  conique  à  centre,  une  para- 
bole dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  des  s,  une  ligne 
du  quatrième  ordre. 

§  VI. 

Second  cas.  — Les  figures  données  sont  deux  sur- 
faces S,  S,. 

Quelliis  que  soient  ces  surfaces,  on  pcui  les  repré- 
senter par  les  équations 

=  '}{u,v\ 

(  -,  =  vc-), 

u  el  f  élatit  deux  paramètres  indëpenJauts  et  l  uu  Iroi- 
sième  paraméirc  qu'on  doit  regarder  comme  une  fonc- 
tion (  inconnue)  de  u  et  v. 

Puisque  la  condition  Zf^z  est  remplie  quelle  que 
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soit  la  valeur  des  paramètres  u  et  v,  il  ne  nous  i-cstc 
qu'à  vérifier  lct>  deux  conditions  suivantes  : 

a.  Que  le  lien  des  milieux  A,  des  segments  AA|, 
joignant  les  couples  de  points  correspondants  A,  A,  des 
surfaces  S,  S,,  est  un  cylindre  K  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  l'axe  des  z. 

b.  Que  les  droites  AA|  sont  normales  à  ce  cylindre  K. 
Puisque  la  coordonnée  X,  de  A»  est  une  fonciion  du 

paramètre  i/,  la  condition  (a)  équivaut  à  cette  autre  que 
les  coordonnées  Ç,  ■t\  soient  des  fonctions  de  l'autre  para- 
mètre u. 

On  doit  donc  avoir  [formules  (a)] 

^      dF  _  d^      ^  _ 

dv        ào  '  do         àv  ' 

La  condition  (£)  est  vérifiée,  si  les  droites  AA,  sont 
normales  aux  sections  droites  correspondamcs  de  K  (re- 
présentées par  l'équation  c  =  const.).  Or  les  cosinus 
directeurs  de  U  tangente  aux  lignes  o  =  const.  sont 
proportionnels  aux  quantités 

d£       dF  ^       ^ 

du        du  '  du        du 

et  ceux  de  la  droite  AA|  sont  proportionnels  aux  dif- 
férences 

/_F,       y-*. 

11  s'ensuit  que  la  condition  ultérieure  à  vériGcr  est 
exprimée  par  l'équation 

C'î)    (/■ 


-"(l-«)-<-*'(?.*S)- 


C)nséqneniment,  lès  surfaces  S,  S|  ne  peuvent  pas 
être  prises  arbitrairement  d'avance,  les  fonctions  /,  y, 
F,  4>,  (J>,  tétant  liées  par  les  relations  (i:^),  (i3). 
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Exemple.  —  Les  surfaces  S,  S,  sont  deGnies  par  les 
ëqu  allons 

(M)  ij'  =/,(«>  H- m,{..), 

=  '}'(''). 

(-.  =  +('■). 
Les  condilions(ia)donncnt 

(.6)      (.((.)=-,«(«)  +  =.,        [..(t,)=_,„.{0  +  ?. 
(a,  ^ constantes)  el  la  condition  (i3)  se  réduit  à 

I  (/_i)(f+X')  +  (am-(c)(f+X') 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  v, 

c'est-à-dire 

m'   ~       ~l\  -H  XI  * 

En  remarquant  que  le  premier  membre  est  une  fonc- 
tion de  V  et  le  deuxième  une  fonction  de  »,  on  doit  avoir 

,n\  _  V+V  _ 

m-  -"•        r,  +  X',  "     "' 

a  étant  une  constante. 
Ou  trouve  par  intégration 
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(£,  c  constantes);  et,  eii  vertu  de  ces  é(|uaiions,   on 
déduit  de  l'égalité  (17) 

Cells-ci  se  dédouble  de  la  façon  suivante  : 


(■9) 


(a>-*-i)X~(a.t  —  i)(+-xah  +  a''a-i-iab- 


Si  la  première  condition  {■<))   a  lieu,    l'intégration 
donne 

(ao)  Â  =  —  l-^e,        (e  =  const.), 

ce  qui  réduit  la  deuKième  équation  (18)  h  cette  autre 

Dans  ce  cas,  tes  équations  (i4)i  (iS),  en  vertu  des 
égalités  (iti),  (18),  (ao),  (ai),  deviennent 

(a-.)        \y  =h(u)  +  am(v)  +  b, 

et,  comme  les  é(|ualions  (3)  donnent 

on  en  conclut  (iuclec)'liudre  îclinograpliique  se  réduit  » 
une  droite;  les  deux  surfaces  S,  S(  sont  donc  égales. 
Si  ta  deuxième  condition  (19)  a  Heu,  on  en  dédnit 
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Si  donc  ou  suit  un développemetil  tout  à  fait  analogue 
au  précédent,  on  trouve  que  les  équations  (33  )  restent 
inaltérées  et  (a3),  (24)  sont  i-emplacées  par  ics  auî- 


(a.-0/,„)-.^^^  _    ^^^^^ 


^aHu}-i-(a*-,)t,(u)  _  flfa  +  ap  — aft-c>-t-ft 


a  +  g^-aafc-c 


Comme  les  dernières  équations  donnent 

on  en  conclut  que,  dans  ce  cas,  le  cjlindre  icbnogra- 
phique  se  réduit  à  un  plan  et  que  les  deux  surfaces  S,  S, 
représentées  par  les  équations  (aa),  (aS),  sontsymé- 
triques  par  rapport  à  ce  plan. 


Eu  supposant  quex,  y,\,  r[  soient  liées  par  les  re- 
lations 

fa  condition  fondamentale  (1)  fait  voir  que  :  la  section 
droite  du  cylindre  ichnograpJiitfue  est  représentée  par 
l'équalion 
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Eli  particulier  :  Quand  x  =  a'i,  y  ^  bi\,  le  cylindre 
ichnographique  a  pour  section    droite  la  conique  à 
centre 

La  ligne  objective  L  et  sa  symétrique  L|  sont 
placées  sur  deux  cylindres,  dont  les  sections  droites 
sont  les  deux  coniques  à  centre 

Pardlltfinent,  quand  onl  lieu  les  relations 

S  =  F(:r),        y,  =  ^{y). 
ou  bien  les  suivantes 

la  section  droite  du  cj^lindre  couleDani  la  ligue  objec- 
tive L  est  représentée  respectivement  par  lus  équations 

.     VHx)  +  *'(j')  —  ijx  P'(T)  dx  -  tfy  *'(  j)  djr  =  c, 

-  ■ixHx)  -  iy  \i.(y)  -4-\j\{x)dx  +  iJMy)  dy  =  c, 
c  étant  une  constante. 

Les  sections  droites  l,  l,  des  cylindres  contenant  les 
lignes  symétriques  L,  L,,  peuvent-elles  devenir  deux 
courbes  homothétiques,  après  la  rotation  de  l'une 
d'entre  elles  autour  d'un  point? 

Si  l'origine  des  axes  est  le  centre  de  rotation  (ce  qut 
n'est  pas  une  particularité)  on  doit  avoir 
(36)      ar,  =  *(a:cos9— ^sinfl),        ^j  =  k{x  iin.ft -t-y  cosO), 
A'  et  H  étant  deux  constantes. 
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Dans  cettti  fayjMthèsc,  la  comlitioii  (8)  <let 


c'»!sl-à-dire(i;ii  posaul  x  ^  Rcosu,  y  ^=  R  îiiiw<) 

-R-  =  T^TÏT''"- 

On  trouve  par  intégration 
(27)  R=ae'-'*", 

n  élanl  une  consianlc  arbitraire. 

De  même,  en  posant  j:,  =  H|  cos»,,  y,=:R|sinii 
on  en  déduit 

"  «). 


R 

=  t/*î+^î  = 

SR,        c<,.„,=  £- 

=COl(K 

et  conséquemmenl 

(28) 

R 

.„A-,S^'-". 

On 

a,  en  outre, 

ï„£±i. 

(n-icoiD)»- 

AsinS/ 

a 

,_ry, 

*.i.9,  +  (,H- 

fcose)j. 

d'où! 

suil 

-       •*.+  ,*„, 

ii-^R, 

.o...-i  = 

(n-X-co5e)cot« 

-AsinO 

u  +  (,  +  Acos9) 
En  résolvant  la  dernière  équation  par  rapporta  cotu, 
ou  trouve 

_  /■sine-+-(i-4-A-co8S)cotM, 
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^:-^b--«(-'^)i 


Lrs  équations  (27),  (»S),  (29)  démontrent  que  /e.f 
projections  l,  /<  rfe5  lignes  symétriques  L,  L(  JMf  /e 
p/o/i  coordonné  z^  a  et  la  section  droite  du  cylindre 
ichnographique  K.  sont  trois  spirales  logarithmiques 
égales  ('),  aynnt  leurs  pôles  en  un  même  point  (l'ori- 
gine). 

Bemarijue.  —  Les  trois  spirales  logarithmiques  re- 
viennent à  trois  cercles,  quand  0  ;=  o,  ou  0  =  n. 

Les  deux  lignes  symétriques  L,  I.,  peuvent-elles  être 
des  lignes  égales,  avec  la  condition  tjue  les  couples  de 
points  homologues  dans  l'égalité  soient  aussi  corres- 
pondants dans  la  symétrie? 

Puisqu'on  a  toujours  z,  ^  z,  la  propriété  susdite  est 
véri6ée  quand  ont  lieu  les  relations  qu'oit  peut  déduire 
des  é()uations  (26),  en  y  supposant  k'^=  1. 

Dans  cette  hypothèse,  on  a 

y  ifj:  —  X  dy  =  o, 

d'oii,  par  intégration, 

y  =  a.x, 
a.  étaul  une  constante. 

Cetteéquation  (en  remarquant  que  x=:j:,cos(i+J'iSÎii6, 
y  =:  —  x,  sind  +^1  cosfl)  donne 


<<)  Ce  rétullit  n'ett  pas  en  eoDtradictioD  avec  la  condition  posée 
dam  le  problème,  comme  on  peut  le  supposer  au  premier  abord;  en 
effet,  deux  spirales  logarithmiques  semblables  sont  aussi  des  lignes 
.!g>l«. 


jh,Googlc 


(  '^6) 


-(i  +  cosO)- 


Cvlle  analyse  démoutre  que  les  cylindres  projeuut  les 
lignes  symétriques  L,  L,  sur  le  plan  -  =  o,  et  le  cylindre 
îciiuographique  K  sont  réduits  h  trois  plans  passant  par 
une  droite. 

On  doit  donc  répondre  iivgati veine»  t  à  la  question 
«noDcée  plus  liaut. 


[L'ISbJ 

NOTE  POUR  SERVIR  A  L'ÉTUDE  DES  FAISCEAUX 
DE  C9NKIIJBS; 

Par  m.  Joseph  SRtt,  h  Nantc<^. 


La  tliéorie  des  polaires  réciprocjucs  fait  correspondi-e 
les  propriétés  des  coniques  passant  par  quatre  points  et 
celles  des  coniques  tangentes  à  quatre  droites.  Le  théo- 
rème suivant  permet  en  outre  de  rattacher  ces  pro- 
priétés à  celles  de  la  conique  directrice. 

Soient  trois  droites  AB,  I3C,  CA,  un  point  P  et  une 
quatrième  droite  A. 

Nous  allons  considéi-er  les  trois  iuvolutions  détermi- 
nées sur  la  droite  A  respectivement  par  l'intersection 
de  cette  droite  : 

1°  Avec  les  coniques  (nous  les  appellerons  les  co- 
niques S)  passant  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  P; 

a"  Avec  les  tangentes  issues  du  point  P  aux  coniques  T 
qui  louclieni  les  quatre  droites  Alt,  BC,  CA  i-A  1  ; 

3"  Avec  les  di'oites  passant  par  le  point  P  cl  conju- 
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guées  pai'  rapport  à  uoe  conique  (nous  l'appellerons  la 
conique  D)  déterminée  sans  ambîguïlé  de  la  manière 
suivante  :  elle  admet  le  triangle  ABC  cotniue  inangle 
conjnfjué,  et  la  polaire  du  point  P  par  rapport  à  cette 
conique  est  la  droite  A. 


Fig- 


Nous  disons  que  les  trois  involuiions  aiirsi  déliuies 
coïncident. 

Considérons  un  couple  de  poiols  tel  ^uu  celui  que 
nous  obtenons  par  l'intersection  de  la  droite  A  avec  le 
système  des  droites  PA,  lîC.  Soient  m  et  «  ces  deux 
points;  ce  couple  est  commun  aux  trois  învolutions. 

Il  appartient  éyideinmeiit  A  la  première  pour  le  cas 
où  l'on  considère  parmi  les  coniques  S  celle  qui  est 
formée  des  deux  droites  PA,  liC. 

Il  appartient  aussi  à  la  secoitile.  En  ellct,  parmi  les 
couiques  tangentes  aux  quatre  droites  AB,  B(-,  CA  et  A, 
on  peut  considérer  celle  qui  cïl  réduite  auK  deux  points 
A  et  n  et  les  tangentes  issues  du  point  P  h  celte  conique 
sont  les  droites  PmAet  Vu. 

Enfin,  le  couple  apparlieul  aussi  à  la  troisième  iiivo- 
lution,  car  les  droites  PniA  et  Pn   sont  conjuguées  par 
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rapport  à  la  conique  O.  En  effet,  le  point  n  est  l'iiiUT' 
section  de  la  droïle  A,  polaire  du  point  P,  et  de  la  droite 
BC,  polaire  du  point  A..  C'est  donc  le  pAle  de  la  droite 
PmA. 

Commu  il  existe  évidemment  trois  couples  de  pointa 
tels  que  le  couple  mn,  ces  couples  étant  communs  aux 
trois  tnvolutious,  celles-ci  coïncident. 

Remarquons  que  les  coniques  S  peuvent  être  regar- 
dées comme  les  polaires  réciproques  des  coniques  T  par 
rapport  à  la  conique  directrice  D, 

Applications.  —  On  voit  que  ce  théorème  permet  de 
relier  dans  chacun  des  groupes  de  coniques  S,  T  et  D 
les  propriétés  qui  y  dépendent  respectivement  de  l'invo- 
lution  considérée.  Par  sa  généralité  et  sa  symétrie,  il  est 
susceptible  d'un  certain  nombre  d'applications^  nous 
nous  contenterons  d'en  déduire  quelques  théorèmes 
connus. 

I.  Soient  Q  et  R  deux  points  de  la  droite  A.  S'ils  ap- 
partiennent à  l'une  des  trois  involutions  considérées,  ils 
appartiendront  simultanément  aux  deux  antres,  et  alors 
Fig.  3. 


il  existera  à  la  fois  :   t°  une  conique  circonscrite  aux 
deux  triangles  ABC,  PQR;  2°  une  conique  inscrite  dans 
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ces  deux  triangles;  3"  uiie  conique  conjuguée  de  ces 
deux  triangles.  D'où  nous  pouvons  conclure  immédiate- 
ment  cette  proiwsilion  : 

Si  deux  triangles  ABC,  PQR  sont  placés  de  telle 
sorte  qu'une  des  trois  coniques  circonscrite  aux  deux 
triangles,  ou  insciite  dans  les  deux  triangles,  ou  con- 
juguée des  deux  triangles,'exisie,  les  deux  autres  exis- 
teront simultanément. 

II.  II  est  naturel  d'étudier  le  cas  où  l'iavolution  a 
une  forme  particulière.  Nous  le  ferons  dans  le  cas  spé- 
cial où  la  droite  A  est  n  l'infini.  Alors  nous  considére- 
rons, au  lieu  des  points  en  involuiion  sur  la  droite  A,  lu 
faisceau  iuvolutif  des  droites  joignant  ces  poiaLs  au 
point  P.  Les  directions  asymplotiques  des  coniques  S 
sont  alors  les  couples  de  droites  de  ce  faisceau.  Les  co- 
niquesTsontdes  paraboles.  LaconiqueDa  pour  centre 
le  point  P. 

Supposons  que,  parmi  les  droites  du  faisceau  iuvo- 
lutif joignant  le  point  P  aux  points  eu  iiivolution  sur  à 
se  irouvent  les  droites  isotropes.  Alors  le  point  P  est 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  puisque, 
parmi  les  coniques  passant  par  les  quatre  points  A,  B, 
C,  P,  s'en  trouve  une  qui  admet  comme  directions 
asj m pto tiques  les  droites  isotropes,  et,  par  conséquent, 
est  UD  cercle.  D'autre  part,  le  point  P  est  fojcr  d'une 
des  paraboles  T.  EuGu  la  conique  D  est  utie  byperbole 
équilatère,puisqu'elleadmelcomme  diamètres  conjugués 
les  dtoites  isotropes. 

Nous  en  concluons  ces  deux  théorèmes  connus  : 
Le  cercle  circonscrit  à  uu  triangle  ABC  est  le  lieu  : 
1°  Des  foyers  des  paraboles  inscrites  dans  ce  triangle^ 
a°  Dus  centres  des  byperboles  équilaières  conjuguées 
de  ce  triangle. 

Ann.  de  Matkémat.,  î' série,  t.  XIX.  (Mars  igno.)  g 
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AGREGATION  DES  SCIENCES  MATUEMATIOLES  (CONCOURS 
DE  1899).  SOLUTION  DE  U  QUESTION  RE  lATHÉNA- 
TIQUES  SPÉCIALES; 

Par  m.  a.  VACQUANT, 

Ancien  élève  de  t'ÊcoIe  Polytechnique, 

Professeur  an  Lycée  de  Naoc;. 


On  considère  tous  les  paraboloïdes  ayant  les  méme.i 
focales  qu'un  parnboloïde  P  dont  l'éifualion,  en  coor- 
données rectangulaires,  est 


On  mène  à  ces  paraboloïdes  des  n 
à  un  plan  Q  ayant  pour  équation 


i'  Démontrer  tjue  la  surface  S,  lieu  des  pieds  de 
ces  normales,  peut  être  considérée  comme  engendrée 
par  une  parabole  variable  dont  le  plan  enveloppe  un 
cylindre  parabolique  C. 

2"  Démontrer  que  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  surface  S  peuvent  être  exprimées  ra- 
tionnellement en  fonction  de  deux  paramètres  p,  pi 
qui  fixent  la  position  des  plans  tangents  menés  par  la 
point  M  au  cylindre  C. 

Montrer,  à  l'aide  des  expressions  ainsi  trouvées, 
que  le  cylindre  C  touche  la  surface  S  en  tous  les  points 
d'une  cubique. 

Montrer,  à  l 'aide  des  mêmes  expressions,  que  S  est 
une  surface  réglée  du  troisième  ordre,  dont  les  géné- 
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ralrices  recliiignes  sont  parallèles  à  celles  à  'un  cône 
de  révolution . 

3"  La  surface  S  admet  une  droite  double  A  dont  on 
demande  les  équations. 

4°  Démontrer  que  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  S  rencontrent,  en  dehors  de  la  droite  double  A, 
une  autre  droite  Â|  avec  laquelle  elles  font  un  angle 
constant.  Trouver  les  équations  de  cette  droite  A, . 

Remuique.  —  Parmi  les  résultais  énoncés,  quelques- 
uns  peuvent  être  établis  facilement  par  la  Géométrie  ; 
on  saura  gré  aux  candidats  qui  ajouteront  ce  mode  de 
dém  onstration. 

La  conditioa  pour  que  le  plan 

ux  +  fj  -t-  ifi  +  A  =  o 

soit  tangent  au  parabolotde  P  qui  n  pour  équation,  en 
coordounéesrecUingulaires, 


Toutes  les  ([uadni|ues  ayant  l«s  mêmes  focales  que  P 
appartiennent  au  faisceau  tangentîel 

pv* — />w' —  auA  +  X(«>-t-  w'-i-  w')  =  o, 

c'est-à-dire  sont  inscrites  dans  la  développable  circon- 
iciile  au  paraboloïde  donné  cl  au  cercle  de  l'infini  ; 
lODtes  CCS  quadriqucs  sont  des  paraboloïdcs. 

I.  Soil  \\  un  de  ces  paraboloïdes  ;  prenons  un  point 
M{x,j-,  =)  sur  Px  tel  que  la  normale  en  M  soil  paral- 
lèle à  lin  plan  Q  avant  pour  équation 
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Le  plan  tangent  en  M,  de  coordonnées  Kg,  Cg.  »>«,  fit, 
sera  perpendiculaire  au  plan  Q  et  l'on  aura 

«Mo  M-  VVt  -t-  tt-Wi)  =  o 

avec 

Xb;-h{X  4-f  )uJ  +  (>.  — p)!!-!  — aMoAi,  =  o, 

—  «Il       '  —  «0        '  —  «0         ' 

Entre  ces  é(|ualioos  éliminons  fig,  t'a,  w^,  h^;   pour 

cela  tirons  les  rapports  — •  — i  —  dps  trois  dernières  et 
'  *         Un    Ut    u» 

substituons  dans  les  deux  autres,  ce  qui  donne 

L'élimînalion  de  X  entre  (i)  et  (s)  donnerait  l'équa- 
tion de  la  surface  S;  il  est  préférable  de  considérer  ces 
équations  comme  définissant  les  coordonnées  t,  j-,  z 
d'un  point  M  de  la  surface  S  «n  fonctions  rnlionnelles 
de  deux  paramètres  z  et  À,  ce  qui  moiilre  déjà  que  la 
surface  S  est  unicursale;  de  plus  ces  équations  (i)  et  (s) 
s'interprètent  aisément  :  la  première  est  l'é(|ualion 
ponctuelle  des  paraboloïdes  Px  bomofocaux  à  P,  la 
seconde  est  l'équation  du  plan  diamétral  de  Px  con- 
jugué de  la  direction  —  ^  -  ^  —  perpendiculaii-<!  an 
planQ;  ce  résultat  est  facile  à  établir  géomélriquemenl, 
car  au  point  !\I(x,y,  s)  le  plan  tangent  (u^,  Cj,  Wo,/i,) 
à  Px  est  perpendiculaire  au  plan  Q,  c'est-à-dire  est  pa- 
rallèle à  une  perpendiculaire  à  Q;  donc,  sur  Px,  le  lieu 
des  |>oiMts  M  est  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  la 
direction  perpendiculaire  à  Q-,  les  équations  (i)  et  (a) 
représentent    doue    une    parabole   dont    le    lieu   est   S. 
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L'équalion  du  plan  de  vcUe  parabole  peut  s'écrire 

Vf  (X —/))-)- waCX +p)  — tt(X'—;>«)  =  o 
on 

(a')  «i*  —  X(vy-i-wz)-i-p{vy—ivs—pu)  =  o. 

L'enveloppe  de  ce  plan  est  le  cylindre  parabolifjue  C 
ayant  pour  équation  ponctuelle 

(C)  (y-H  ».^)«-  4;,u(t..y  -  «>z-pu)  =  o. 

II.  Soit  M(x,^,  z)  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face 5;  l'éfjuatîon  (a'),  du  second  degré  en  X,  a  deux 
racines  p  et  pi  qui  fixeront  la  position  des  deux  plans 
tangents  menés  à  (C)  par  le  point  M{x,  j\  z).  On  a 


_  plvjf  —  fS — pu) 

D'ailleurs  l'équation  de  S, /(jt,  ^,  z)  ^o,  est  lacou- 
diiîon  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équations  (i) 
et  (a)  eu  X  aient  une  racine  conimutie,  soit  p.  On  aura 

P+7  "*"  P^  ~ ""^ "  ^  ~  "■ 
Des  équations 

vy-^ws^  M(p  +  pi), 
çy~»M  =  ^p?,^pu, 

on  déduit,  par  addition  et  soustraction, 

aty  =  «(p  -è-  p,)  +  -^  PPi  +  />«  =      -^  '?  +  P)i?i  -Pi 

■tn-s=u(?-h?i)—^pp,  —  pu  =  -^(?~p)(p,-p)- 
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Ensuite 


ip'v^ 


(('-^■p)(pi  +  p'>'  +  jTr^(?—pK?i-py-?- 


De  sorte  que  les  expressions  demaoïlées  soDl 


[  '^  =-  ~(?—p)iPi—p')- 

La  rclaiîon  entre  a  et  p,  déûiiîssant  l'interscotioii  de 
la  surface  S  et  du  cylindre-  C  s'obtient  eu  remplaçant 
dans  l'équation  (C)  y  et  z  ou  mieux  vy  +  wz  et 
vy  +  ws  —  pu  par  leurs  valeurs  en  p  et  o,-.  On  obtient 

«'(P  +  pi)'— 4^«— p,si  =  o 
ou 

(p~p.)'=o, 


ce  qui  monire  que  les  plans  tangents  à  C  issus  d*un 
{)oiut  M  de  l'intersection  de  C  et  S  sonl  confondus, 
résultat  évident  A  priori.  En  faisant  daus  (II)  p,  =  p,on 
8  les  équations  d'une  cubique  T.  L'intersection  de  C 
et  S  est  donc  la  cubique  T  comptée  deux  foLi,  et  il  en 
résulte  que  C  et  S  se  raccordent  le  long  de  cette  cubique. 
On  peut  le  voir  autrcmenl  en  déterminanl  le  cyliudrc 
circonscrit  h  S  parallèlement  à  Ox  et  moutrant  qu'il  se 
raccorde  avec   S  le    long   du-   la  cubique  F   (p|:=p). 
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L't-quatioD  du  plan  tangent  au  point  (p,  p,  )  à  S  e 
X.~x    Y -y    Z  — a 

dx  dy  àz 

àp      ■       dp  dp 

àx  ày  as 

àp,  àpi  dpi 

Pour  qu'il  soil  parallèle  à  Ox,  il  faut 

ày   ds         ùy  ds  _ 

dp   dpi        dpi  dp  "" 

-(Pl  +  /')(P— /')  +  (?+/')(  Pi-/*)  =  o 
m 

«/•(pi— p)  =  o- 
D'où 


équation  qui  définit  la  cubique  F. 

En  faisant  p*  ^  constante  dans  les  équations  (II),  elles 
représentent  une  droite  située  sur  la  surface  S;  par 
suite,  en  faisant  varier  pi,  on  voit  que  S  est  une  surface 
réglée. 

Lies  équations  d'une  génératrice  rectiligned  répon- 
dant à  une  valeur  donnée  de  pi  sont 

/         r    «'  m'  il 


S/W* 


%pw'^ 


Ces  équations  sont  de  la  forme 

,x  =  .p  +  „, 

b-  =  fr  +  ». 
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et  l'on  voit,  d'après  Jes  étjuatious  (0|),  lus  valeurs  de 
a,  ^,  Y)  «,  6,  c  en  roacliondc  p|. 

La  surface  S  esc  du  troisième  urdre,  car  son  intersec- 
tion avec  ui)  plan  quelconque 

est  définie,  sur  la  surface,  par  l'équation 

(A*  +  BP-i-C7)p  +  (Aa  +  Bé-(~Cf-i-D)  =  o, 

Si  l'on  remplace  dans  les  équations  {G,  )  p  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équatîou  précédente,  on  obtient  les  équations 
d'une  cubique  unicursale,  le  paramètre  étant  p|. 

La  parallèle  à  une  génératrice  G(  menée  par  l'origine 
a  pour  équations 


^j^(p,  +  p)«+._^(p,_/.)i-- 


On  trouve  l'équalion  du  cône  engendré  pai-  cette  pa- 
rallèle en  éliminant  y.  et  pi  entre  les  équations 

li"  =  -~(p.-f)- 

Les  deux  dernières  équations  sont  du  premier  degré  en 
p,  et  Y-'t  c"  l^s  résolvant  on  a 

P         Pi+f  ^  P'  — P  _      "P'      ^       'P       ^ 

«  vy  —  H'S         vy  —  wt        vy  -t-  wi 
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Subsliuiant  dans  la  première  é<]uatioii,  on  a  le  câiie 

ou 

u>(a^'-l-^*+s*)  — («j:4-fj'+ii'ï)*  =  o, 

de  révolution,  ayant  pour  axe  une  perpendiculaii'e  au 
pl.nQ. 

111.  L'vlïmination  de  o  ut  p,  entre  les  équations  (II] 
conduirait  à  l'équation /(j:,j,^)  =  o  de  la  surface  S. 
Pour  faire  cette  élimination  on  tirerait,  par  exemple, 
p  de  l'une  des  équations  et  l'on  porLcraît  la  valeur 
trouvée  dans  les  deux  autres;  d'où  deux  équations  en  p|. 
En  éliminant  p,  on  trouveraity(x,^',  z)  =  o,  équation 
qui  exprime  que  les  deux  équations  en  p,  onten  général 
une  racine  commune,  ou  encore  par  un  point  ^((«/con^ud 
(j?,  y,  z)  de  S  passe  une  seule  génératrice  rcctiligne; 
mais  on  a  vu  que  toute  section  plane  de  S  est  une  cubique 
unicursale,  et  par  suite  ayant  un  point  double;  donc  la 
surface  S  a  une  ligue  double  qui  est  nécessairement  une 
droite  A;  car,  autrement,  une  section  piano  quelconque 
aurait  an  moins  deux  points  doubles  et  se  décompose- 
rait. Il  résulte  de  là  que  l'on  pouira  choisir  le  point 
(j,  j',  z),  d'une  infinité  de  manières,  de  façon  que  les 
deujc  équations  en  pi  aient  deux  racines  communes;  ou 
a  ainsi  un  procédé  de  calcul  assez  simple  pour  trouver 
les  équations  de  la  droite  double. 

Entre  ïes  équations  (II)  éliminons  donc  p  et  pi  ;  pour 
cela,  remarquons  que  la  prcniière  de  ces  équations 
s'écrit,  en  tenant  compte  des  deux  autres, 


jh,Googlc 


(  '38) 
d'où 

Remplaçant  p  par  ccUu  valeur  dans  les  deun dernières 
('qualions  (II)  oti  oblienl 

Si  l'on  ordonne  ces  équations  par  rapport  à  p,,  après 
avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  première  parf 
et  ceux  de  la  seconde  par  iv,  oii  a 

(    "*    .  /y       s  \      pi"  /"y  \ 

T-îPÎ ]  +  f-^— { -^  —  iX  +  f) 

[  ip^'^^Xx'  if/  Jp   \    V  ^/ 

U*  /  y        z\         u 


Pour  obtenir  la  racine  commune  p(  à  ces  deux  équa- 
tions, il  suffît  de  les  ajouter  membre  à  membre,  d'où 

On  a  ainsi  la  valeur  du  paramèltu  p,  quî  fixela  posi- 
tion de  la  génératrice  reclilignc  G|  passant  par  le  point 
quelconque  (x,y,z)  de  la  surface  S;  maïs  les  deux 
équations  du  second  degré  en  pi  auront  rleux  racines 
communes  si  les  coordonnées  (x,x^z)  satisfont  aux 
équations 
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obtenues  en  écrivant  que  les  éqiiaiions  en  p,  oui  louis 
coefficients  proportionnels.  Pour  ces  valeurs  de  x,y,  z 
la  valeur  de  p,  est  indétermiuée,  coiume  cela  <)evait 
être.  On  obtient  ainsi  les  équations  (i)  d'une  droite 
appartenant  à  S  comme  droite  double. 

On  peut  utiliser,  d'une  autre  manière,  les  équa- 
tions (II),  pour  démontrer  l'existence  de  la  droite 
double  \  et  en  trouver  les  équations.  J'indiquerai  seule- 
ment le  calcul  qui  est  moins  simple  que  le  précédent. 
On  therclie  la  condition  pour  que  deux  génératrices  rec- 
lilignes  p,  et  p^  de  S  se  rencontrent,  et  ensuite  le  lieu  de 
leur  point  de  rencontre  qui  est  la  ligne  double  À.  On 
trouve  pour  cette  condition  la  relation  învolutive 


et,  pour  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  de  rcncoiilro 
des  génératrices  p,,  p.^.,  on  obtient  des  expressions 
linéaires  en  o.pï  cl  3,-f-p3.  Pour  retrouver  les  équa- 
tions (A),  il  suHît  d'éliminer  pip»  et  pi  +  p»  entre  les 
équations  donnante, >',  z  et  la  relation  involutive. 

Enûn,  sans  se  servir  des  équations  (H),  ou  peut 
arriver  très  siniplement  aux  équations  de  la  droite 
double  Â  en  appliquant  une  propriété  bien  connue  des 
quadriques  homofocalcs  (c'est  M.  Roescli,  Professeur  au 
Collège  de  Montélimar,  qui  m'a  fait  penser  à  ce  pro- 
cédé) : 

Reprenons  l'équation  ponctuelle  (i)  des  paraboloïdcs 
homoTocaux  P^ 

X-^  "^"),  _/>^*-^~ 
Par  un  point  M(.i,^,  a)  passent  trois  pitiaboloïdes  P^ 
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se  coupant,  comme  on  sait,  deux  à  deux  à  angle  droit. 
SoJKiit  MN,  MN',  M^"  les  normales  à  ces  paraboloïdes 
formant  uii  triôdre  U'irt.-ctangle.  Le  point  M  sera  un 
point  double  de  la  surface  S  si  deux  normales  MN,  MN 
■ont  parallèles  au  plan  Q,  et  la  troisième  MN'  sera  per- 
pendiculaire au  plan  Q,  c'esi-à-dire  on  doit  chercher 
sur  Px  le  point  M  tel  que  la  normale  eu  ce  point  soit 
perpendiculaire  au  plan  Q.  En  éliminant  X  entre  le* 
ciiua  lions 

i^^  "^  'k—p       '■^         "**' 

on  obtient  le  lieu  du  point  double  M.  On  écrit  les  deux 
demi  êtes 


L'éliminatioD  de  X  est  immédiate  et  l'on  a 

cVst-à-dire  les  éijuatious  (A). 

IV.  Dans  les  équations  (G|)  prenons  l'expression 
de  X  et  cherchons  une  valeur  constante  K  de  p  annulant 
le  terme  eu  pj  ;  d'où 

/_"!__      _J^\,(_«^ îiL=o 

Le  point  correspondant  à  p  ^  K  sur  chaque  généra- 
trice  pi   décrit,   quand  ^,   varie,   une  droite,   car  les 
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expressions  dc,^  et  z  sont  linéaires  en  p,  et  cette  droite 
est  rencontrée  par  toutes  les  génératrices  G,.  Les  coor- 
données Xj^*,  z  d'un  [>oint  de  cette  droite  sont 


'h'''-{!^'->^)-iV-*-""i^-^ 


iptV^J 


en  tenant  compte  de  la  définition  de  K;  ordonnant  le 
lecond  membre  par  rapport  à  pi,  on  a 

_  piit* /h'*— f'  v^~  tv'       tF»+tf»\       K 

*■"  1.1-1- ifi  "^  a(p»— H-*)' 
Ensuite  les  deux  dernières  éc|uaLion5  (H)  donnent 


—  (p,+,)(K+,) 

,,„<!"+''),.'„.-,.+  , 

7,<.l>*Pl 

-^(f,-pHK-p)=-^ 

r.i?'-f)- 

On  a  ainsi  les  équations  d'une  droite  A,  renconir 
par  toutes  les  génératrices  G|,  savoir 


Deux  génératrices  G,,  Gj  rencoutreni,  d'après  les 
éijuations  précédentes,  ta  droite  A|  en  des  points  dis- 
tincts, et  par  suite  A,  est  une  droite  simple  de  S-  Le 
plan  (i,,Gi)  coupe  la  surface  S  suivant  une  troisième 
droite  G,  rencontrant  G,  sur  la  droite  double  i,  d'après 
ce  <{ui  précède  (ÏII)- 
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Les  équations  du  A,  inoDtreDt  que  c<ittc  droite  est 
jiarallùle  à  l'axe  du  cùuc  de  révolution  trouvé  [>lusliaut; 
il  liti  résulte  que  lus  génératrices  rectilrgnes  du  S 
coupent  A|  sous  un  angle  constant  égal  au  demi-angle 
d'ouverture  de  ce  eônc. 

Jiemarq-tia .  —  Qnelijues  considérations  géométriques 
simples  permettent  de  répondre  partieliemeiit  aux  ques- 
tions 111  et  IV,  On  a  déjà  montré,  comme  conséquence 
de  la  représentation  paramétrique  du  la  surface  S,  que 
celle-ci  admet  une  droite  double  A. 

Une  génératrice  quelconque  G,  de  la  surface  pcrt- 
eonire  A,  car  si  cela  n'ûLait  pas,  deux  génératrices  rec- 
tilîgncs  G,,  Gj  et  la  droite  douille  A  déliniraient  un 
Iijperboloïde  H  ;  les  génératrices  de  il,  de  système  diffé- 
rent de  G,,  rencontreraient  S  eu  quatre  points  dont  deux 
confondus  sur  A,  et  alors  H  ferait  partie  de  S,  ce  qui 
n'est  pas. 

Maintenant  soient  G| ,  G»,  G3,  Gj  quatre  génératrices 
quelconques  de  S;  on  peut  mener  deux  droites  les  ren- 
contrant :  l'une  est  A,  d'après  ce  qui  préeède;  soit  A, 
l'autre;  cette  dernière  reucoulrera  aussi  une  génératrice 
quclcon<|ue  G  de  S,  car  par  nn  point  Al  pris  arbitraire- 
ment sur  S  passe  une  di-oite  s'appujant  sur  A  et  A, , 
ayant,  par  conséquent,  quatre  points  sur  S;  c'est  donc 
la  génératrice  G  de  S  qui  passe  en  M.  Ceci  suppose  que, 
par  M,  il  ne  passe  qu'une  génératrice  reetiligne  G;  cette 
propriété  résulte  immédiatement,  roiuine  on  l'a  vu,  des 
équations  (II)  ut  peut  aussi  s'établir  par  la  Géométrie; 
c'est  d'ailleurs  une  propriété  qui  appartient  à  toute  sur- 
face réglée  du  troisième  ordre  dont  l'étude  géométrique 
cl  analytique  ligure  dans  un  certain  nombre  d'Ouvrages  ; 
pour  cette  raison,  je  ])cnse  qu'il  est  inutile  de  rappeler 
ici  la  démonstration  géométrique  de  cette  ])rupriété. 
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PnOBLÈUES  HE  Gëomëtrib  élémk.itaibe,  groupés 
d'après  les  niélliodes  .i  employer  pour  leur  résolution  ; 
par  Ivan  Alexandroff",  professeur  de  Matliématiques 
au  lycée  de  Tainbov  (Russie).  Traduit  du  russe  sur  la 
6' édition  par  D.  Atioff.  Un  vol.  in-g".  Prix:  5  fr. 
Paris,  A.  Hernianii,  1899. 

Ainsi  que  son  titre  l'indique,  le  Livre  de  M.  AlexandrofT 
adopte,  comme  le  remarquable  Ouvrage  de  M.  Julius  Peter- 
s«n  <t),  la  claseificHtion  des  problèmes  de  Géométrie  d'après 
1«  méthodes  i  employer  pour  les  résoudre,  qui  est,  sans  con- 
tredît, la  plus  logique  et  la  plus  féconde. 

]|  reoferme  goo  exercices,  pour  la  plupart  de  Géométrie 
plane,  dont  les  diflicultés  sont  graduées  de  manière  à  faire 
saisir  aux  élèves  tout  le  parti  que  l'on  peut  tirer  d'une  iné- 
ihodc  bien  comprise. 

Chaque  Chapitre  contient  l'exposé  d'une  ou  plusieurs  mé- 
thodes, un  nombiesufrisaiitd'exercices  résolus  élucidant  chaque 
méthode,  puis  un  grand  nombre  d'exercices  proposés  à  ré- 
soudre par  les  mêmes  principes. 

Les  six  éditions  que  l'Ouvrage  de  M.  AlexandroITa  eues  en 
Russie  en  peu  de  temps  en  font  suffisamment  l'éloge;  c'est  un 
Livre  qui  répond  à  un  besoin  et  qui  parait  destiné  à  rendre  en 
France  de  très  grands  services. 


(')  Méthode»  et  théorie»  pour  la  réiolulion  de» problèn 
j  géomélrigue».  Piriï,  Gaulhier-Villars,  iSi^i. 
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OlltSTIOSS. 


1833.  Chastes  a  démontré  depuis  longtemps  qu'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  à  point  double  est  tangente  i  deux 
directrices  et  à  deu^  génératrices  du  tout  hyperboloîde  qui  la 
contient,  et  que  les  quatre  points  de  contact  sont  situés  dans 
un  même  plan. 

On  demande  de  démontrer  : 

1*  Que  les  plans  osculateurs  de  la  courbe  cd  ces  quatre  points 
se  rencontrent  en  un  même  point  situé  sur  la  droite  d'inter- 
section des  plans  osculaieurs  au  point  double; 

3*  Que  ces  mêmes  plans  rencontrent  de  nouveau  la  courbe 
en  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  qui  sont  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  deux  directrices  et  deux  généra- 
trices d'un  hypei-bololde  qui  la  contient. 

On  peut  encore  énoncer  le  premier  de  ces  théorèmes  de  la 


Par  un  point  prît  sur  la  droite  d'iniertection  des  plant 
Qteutateurs  au  point  double  d'une  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre,  an  peut  mener  à  la  courbe  quatre  plant  os- 
culateurs  autres  que  ceux  qui  la  touchent  au  point  double  : 
leurs  points  de  contact  sont  situés  dans  un  mime  plan,  et 
les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  quatre  points /arment  un 
quadrilatère  gauche.  (E.  Gentt.) 


3'  série,  t.  \V,  i8|)6;  pages  g  et  j5,  au  lieu  de  par  Tayoos  vecteurs 
rccipi'uques,  lisez  par  polaires  réciproques  (ou  plutôt  dualistique). 

3' série,  t.  WIII,  1899;  page  3o4,  lignes  tj  et  11,  et  page  3a5, 
lignes  8  et  10,  au  lieu  de  ^ ,  lisez  'y*     . 

Page  5X0,  1"  cntonue,  biffei  519  (voir  même  Tome,  p.  4^1). 

Pa|;e  S"!).  3*  colonne,  ligne  i!\,  au  lieu  de  Contbebiac,  lisez  Co»- 
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GEOHBTRIE  DU  CERCLE  D4KS  LE  PLAX. 


DBliXISHE  CONCOURS  SES  -  NOIVELLES  WUW,  > 

POUR  1899; 

l'AB  M.  G.  GAJJ.UCGI. 


Sujet. 
L'éifiuttiond'ttit  cercle  rapporté  à  deux  axet  reclari- 
gulaires,  situés  dans  son  plan,  peut  se  mettre  sous  la 
forme 


de  sorte  que  l<-s 
relation 


riablcs  X| ,  Xj,  X3,  .c,  snlisf'ont  à  la 


On  peut  appeler  les  quatre  quantités  (/,,  it^,  uj,  », 
les  coordonnées  du  cercle,  et  l'on  peut  dire  :  1"  que 
toute  relation  homogène  entre  ces  quantités  déjinit  un 
réseau  de  cercles;  2"  que  deux  relations  homogènes 
définissent  une  série  de  cercles;  3°  que  trois  relations 
homogènes  définissent  un  système  de  cercles  d'après 
les  degrés  des  équations  qui  les  définissent. 

I.  Interpréter,  en  Géométrie  à  trois  dimensions,  les 

Ann.  dt  .Itiilkémat..  .î's*rie,l.  XIX.  (Avril  1900.)  lO 
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équations  (i)  et  (3),  tjaî  définissent  le  cercle,  et  les 
formules  (a),  yui  conduisent  à  cette  définition.  En  dé- 
duire les  propriétés  des  réseaux  et  des  séries  linéaires 
de  cercles. 

II,  Etudier  en  particulier  et  aussi  complètement  que 
possible  les  propriétés  des  réseaux  ipiadralitjues,  c'est- 
à-dire  des  réseaux  définis  par  une  équation  homo- 
gène et  du  second  degré  en  «i,  Uj,  Uj,  u,.  Uapprocher 
ces  propriétés  de  celles  des  surfaces  du  second  ordre. 

III.  Montrer  comment  l'étude  des  systèmes  de  cercles 
faite  d' aprits cet  ordre  d^idées  permet  de  construire  un 

cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés  par  une  méthode 
différente  de  la  célèbre  méthode  de  Gergonne. 

DéTeloppement . 

Dans  le  développement  (jui  suit,  nous  nous  limitons 
aux  résultats  principaux  que  nous  exposons  en  trois  pa- 
ragraphes. 

Chacun  <Ii>  ces  paragraphes  est  suivi  d'une  série  de 
noies  et  dVxcrcîces  qui  en  complètent  l'argument.  A  la 
iin,  nous  avons  ajouté  une  courte  Aotice  historique. 

I.   —  Réseaux  et  séries  LiNi^:AinES  de  cercles. 
\ .  Interprétation  des  formules.  —  Les 
Xi        <<  =  T, 2,3,4) 
étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  par  rap- 
à  un  tétraèdre  de  référence  <Ai|^l.gX)tl>4,   la   (3)   est 
l'équation    d'une    quadrique    elliptique    Q    dont    ce 
tétraèdre  est  autopolaire,  la  (i)  est  l'équation  du  plan 
de  coordonnées  u/,  et  les  formules  (s)  définissent  une 
correspondance  univoque  entre  les  points  de  Q  et  les 
points  du  plan  n  dans  lequel  nous  considérons  le  sys- 
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lème  de  coordoiinéi'S  x,  ^j-.  Dans  rttte  rorrespoiidaiict;, 
aux  scnions  tie  Q  avec  les  plans 

KiT, -H  iti^i-^  «ji'iH-  Mi3-i=  r> 

correspondent  les  cercles  Je  Ji  donl  les  coordoniiées  sont 

H|,  Hj,  U],   (I,. 

Si  l'équation  carlésieniie  du  cercle  est 

a(x*  +  ^*)-i-afl-x-(-a/j'-4-e  =  o, 
nous  aurons 

g=U„  /=«,.  fl  =  M,+  U,.  C=«i—  Us, 

">  =  ^.  ",  =  /,  «1  =    J  («  -  C),  «4  =   i  («  +  C). 

Les  coordonnées  du  centie  et  le  rayon  sont  respecli- 
vetnent 

-/  = 


^0--^ 


.  /»IT^ 


Les  cercles  <Ie  rayon  nul  (cercles  qui  se  réduisent  à 
deux  droites  isotropes)  ont  les  coordonnées  qui  vérifient 
r  équation 

ils  correspondent  aux  plans  tangents  à  la  quadrique  Q. 
Les  cercles  de  rayon  inGni  (droites  deî:)  ont  les  coor- 
données qui  vérifient  l'équation 


ils  correspondent  aux  plans  qui  passent  par  le  point 
P  =  (o,  o,  I,  i)  de  la  quadrique. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  correspondance 
définie  par  les  (a)  est  une  correspondance  de  Cliasles 
entre  les  points  de  Q  et  les  points  de  n;  on  obtient  le 
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cercle  correspondant  à  un  plan  en  projetant  son  iuter 
section  avec  la  quaclnqnc  Q  du  point  P  sur  le  plan  n. 
Le  point  P  est  un  ombilic  de  Q  et  le  plan  <x  tangent  en 
P  est  parallèle  à  7t,  son  équation  est 


Il  est  bon  d'observer  que  pour  tous  les  cercles  de  tc, 
hors  ceux  de  rayon  infini,  on  peut  supposer  Uj  +  u,  =:  i , 
car  nous  pouvons  diviser  les  cooidounées  homogènes  Uj 
par  une  inèine  qnanlité.  Alors  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  du  cercle  de  coordonnées 

deviennent 


Four  tous  les  points  de  la  quadrique  Q,  hors  le  point 
P,  on  a 

donc,  pour  trouver  le  point  {x,y)  correspondant  à  un 
point    (^(.Xi,  X],Xt),    o»    doit   diviser    les    Xi   par 

X,  — X,. 

2.  a.   Cercles  qui  se  coupent  orlhogonatement.  — 
Les  deux  cercles 

o'(ari-t-^i)  ^-  3g' X  +  -xf'y  +  e'  =  o 
se  coupent  nctbogonaleiuent  si  l'on  a 

Pour  les  coordonnées  m,,  ù^  des  deux  cercles,  o»  trouve 
la  condition 
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donc  : 

Les  plans  i/ui  corresponàent  à  deitx  cercles  ortho- 
gonaux sont  récipror/iies  par  rapport  à  la  tjuaârttjue  Q 
et  rèciprotjuement. 

b.  Construction  du  centre  du.  cercle  y  correspondant 
à  un  plan  T.  —  Soù  c  le  pAle  Je  F  par  rapport  à  Q;  lu 
poînl  G  où  la  droile  PC  perti!  le  plan  it  est  le  centre  de 
Y-  En  effet,  au\  plans  qui  passent  par  PC  correspondent 
des  droites  nrtliogotralcs  k  y,  ces  droites  sont  des  dia- 
mèlres  de  y  et,  par  conséquent,  leur  point  commun  G 
est  le  centre  du  cercle, 

c.  Cercles  conjugués.  —  O»  appelle  cercles  conju- 
gués cea\  qui  diffèient  seuicmetit  par  le  signe  du  carré 
durajon;  deux  points  diamétralement  opposés  de  l'un 
d'eux  sont  conjugués  par  rapport  à  l'autre.  Si  les  deux 
cercles  «,,  u]  sont  conjugués,  nous  aurons  (n°  1) 

«1=  u\,         «1=  u',, 

«î  -H  «î  -1-  «î  —  «4  =  —  (  "i*  +  W','  -»-  U','  +  «i*  ), 

d'où  découlent  fiualemeiil  les  formules  suivantes  : 


(|uï  délinissent  une  coi-i'eapondance  bîrationnelle  qua- 
dratique involutîve  T  enire  les  plans  de  l'espace.  Cette 
correspondance,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite,  est 
l'image  de  la  correspondance  entre  les  cercles  de  -k  et 
leurs  conjugués. 

Si  le  cercle  m  est  réel,  le  cercle  «)  sera  imaginaire, 
el  réeiproqucuienl,  c'cst-â-dire  si  le  plan  u,  coupe  la 
quadi'ique  Q,  le  plan  u^  ne  la  coupera  pas,  et  récipro- 
quement. 

d.   Cercles  qui  se  coupent  diamélralement.  ~~  Si  «ti 
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cercle  coupe  diaDiétralemenl  un  cercle  y,  il  coupera 
orlhogonalctnent  le  cercle  y,  conjugué  de  y  {n"  2,  c). 
e.  Cercles  tangents.  —  Si  deux  cercles  y  ei  S  se  lou- 
chent en  un  point  M,  les  plans  correspondanls  se  coupent 
suivant  une  droite  qui  touche  la  quadritjiie  Q  au  ^K>iiit 
qui  corrcspoud  à  M. 

3.  a.  Une  équation 

(léGnit  un  réseau  linéaire  de  cercles  qui  est  représenlé 
dans  l'espace  par  la  gerbe  des  plans  passant  par  te  point 
A  dont  les  coordonnées  lioiuogènes  sont  les  a,-.  Celte 
gerbe  esl  couiplèteincnt  déteriuînée  par  trois  de  ses  plans, 
donc  un  réseau  linéaire  est  déterminé  par  trois  de  ses 
cercles. 

Le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  Q  étant  réci- 
proque de  tous  l<;s  plans  de  la  gerbe,  représente  nu  cei-cle 
Y  qui  coupe  orthogonal enienl  tous  les  cercles  du  réseau 
(n"  2,  a).  IjK  cercle  y,,  conjugué  de  y,  sera  coupé 
diamétralement  par  tous  les  cercles  du  réseau  (u'  2,  c). 
Donc  : 

Dans  fout  réseau  linéaire  de  cercles,  il  existe  deiiz 
cercles  y,  y,  conjugués  entre  eux,  dont  l'un  esl  coupé 
orlhogonaleinent  et  l'attire  diamétralement  par  totvi 
les  cercles  du  réseau. 

De  ces  deux  cercles  y,  y, ,  un  est  réel  et  l'autre  imagi- 
naire. 

b.  Dans  un  réseau  linéaire  de  cercles,  il  y  eu  a  œ'  qui 
se  réduisent  à  des  droites;  ils  correspoiidcul  aux  plans 
de  la  gerbe  qui  passent  pur  P  cl  qui  forment  un  fais- 
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ccau.  On  trouve  ainsi  le  faisceau  des  droites  qui  passent 
par    le    centre    du    cercle    orthogonal    -^    du    réseau 

("•2.»)- 

Dfî  même,  il  y  a  dans  un  réseau  linéaire  oo'  cercles 
de  rayon  nul;  ils  correspondent  aux  plans  qui  passent 
par  A  et  touchent  la  quadriqiie  Q.  Par  conséquent,  ce 
sont  les  couples  de  droites  isotropes  dont  le  point  réel 
de  rencontre  se  trouve  sur  le  cercle  orthogonal  y  du 
réseau. 

c.  Cas  spécialise.  —  Si  le  point  A  est  sur  Q,  le  réseau 
se  compose  de  tous  les  cercles  qui  passent  par  le  poînl 
A'  correspondant  de  A  ;  le  cercle  orthogonal  se  réduit  au 
couple  de  droites  isotropes  passant  par  A',  En  particu- 
lier, si  A  coïncide  avec  P,  le  réseau  est  composé  de  toutes 
les  droites  de  it. 

Si  te  point  A  se  trouve  sur  le  plan  a  tangent  en  P  à 
la  quadrique  Q,  le  réseau  se  compose  de  cercles  dont  les 
centres  sont  sur  une  droite  a.  En  effet,  le  plan  a.,  polaire 
deP,  passe  par  A,  le  plan  polaire  de  A  passera  par  Pet, 
par  conséquent,  le  cercle  orthogonal  du  réseau  est  la 
droite  a  d'intersection  de  n  avec  ce  plan;  cette  droite, 
devant  couper  orthogonalement  tous  les  cercles  du  ré- 
seau,  devra  contenir  les  centres  de  ces  cercles. 

d.  Exemples.  —  i"  Les  cercles  qui  coupent  orlho- 
gonalement  un  cercle  fixe;  a"  les  cercles  qui  coupent 
diauiétralement  un  cercle  fixe;  3°  un  autre  exemple, 
très  intéressant,  est  donné  par  le  beau  théorème  de 
Faure  : 


Les  cercles 
par  rapport  à  i 
linéaire. 


Us  aux  triangles  autopolaires 
même  conique  /arment  un  réseau 


Nous  pouvons  considérer  ce  théorème  comme   um 
conséquence  immédiate  du  théorème  de  Frégier  dau 
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l'espace  {'),  Si  nous  projetons  du  point  P  les  triangles 
autopolaires  par  rapport  à  U  continue  du  n,  nous  aurons 
des  tiièdrcs  dont  les  arèles  coupent  la  quadriqne  Q  en 
trois  points,  qui  déterminent  un  plan  T  représentant  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  cônes  pondant.  Le  théorème 
de  Frégier  nous  enseigne  que  tous  les  plans  F  passent 
par  un  même  point  A,  donc  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  auLopolaircs  par  rapport  à  la  conique  appar- 
tiennent à  un  réseau  linéaire. 

4.  a.  Deux  équations 


délinissriit  une  série  linéaire  (on  faisceau)  de  cercles, 
qui  est  représentée  dans  l'espace  par  h:  faisceau  des 
plans  communs  aux  gerbes  de  plans 

ft 

Soient  /  l'axe  de  ce  faisceau  de  plan.'i,  /'  sa  réciproque 
par  rapport  à  Q;  en  projetant  /'  du  |K»iut  P  sur  le  plan 
■K,  on  u  une  droite  qui  contient  les  centres  de  tous  les 
cercles  de  la  série  (n"  â,  h).  Les  projections  des  deux 
points  communs  à  /  et  à  Q  sont  communs  à  tous  les 
cercles  de  la  série. 


(')  Théin-êiHfi  nouveaux  aur  les  lignes  vt  1rs  surfaces  da 
second  ordre  (Annales  de  Gergonne,  toI.  \1,  p,  137:  et  *ol.  \ïl. 
?■  97)- 
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Donc  : 

Une  série  linéaire  de  cercles  est  /année  d'une  infi- 
nité fie  cercles  qui  ont  deux  points  réels  ou  imaginaires 
communs  et  dont  les  centres  se  iroin-ent,  par  consé- 
quent, sur  une  droite. 

b.  Dans  inio  série  linéaire  île  cercles,  tl  y  en  a  uii 
qui  se  réduit  à  tinc  droile,  c'est  le  cert.le  de  rayon  inliiii 
([ui  correspond  an  plan  du  fdiscean  (/)  passant  par  P. 
Cette  di-oite  s'appelle  Vaxe  radical  de  la  séiie,  elle 
contient  lus  deux  points  communs  aux  cercles  de  la 
série. 

De  mèiiit',  il  y  a  dans  une  série  linéaire  deux  cercles 
de  rayon  nul,  (|ui  correspondent  aux  plans  tangents  à  Q 
menés  par  /.  Ou  a  aiusi  les  points  limites  de  la  série 
(PoHcelet)  ipii  sont  réels  ou  imaginaires,  selon  que  les 
points  communs  à  Ions  les  cercles  de  la  série  sont  rma- 
ginaii-es  ou  réels.  Ces  points  limites  se  trouvent  sur  la 
droite  des  centres  de  la  série. 

c.  Cas  spéciatur.  —  Si  l'axe  /  du  faisceau  de  plans 
touche  ta  quadritpie  Q,  la  série  linéaire  est  furniéu  du 
tous  lus  cercles  (|iii  se  touclicut  au  même  point,  qui 
correspond  au  point  de  contact  de  /  avec  Q.  L'axe  radi- 
cal est  la  tangenie  commune  aux  cercles  ut  les  points 
limites  coïncident  avec  le  point  de  contact. 

Si  /  passe  par  P,  ou  a  un  faisceau  de  droites. 

Si  /est  situé  sur  le  plan  !x  tangent  en  Pà  la  tjuadrique. 
on  aura  une  série  linéaire  formée  de  tous  les  cercles  (pii 
ont  un  même  centre.  Dans  ce  cas,  l'axe  radical  est  à 
i'infîni,  et  la  droite  des  centres  est  iudéiermînée. 

(/.  Exemples.  ~-  i"  Lescereles  quî  coupent  orlliogo- 
nalemunt  deux  cercles  lixcs  y,  y'  forment  une  série 
linéaire,  qui  est  représculéc  par  le  faisceau  des  [dans 
réciproques  par  rap|)orl  à  (,>,  de  ceux  qui  passent  par 
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t'iiiterscotioii  des  plans  T,  F'  ootTes)>onJant  à  y.  y'-  Celle 
série  linéaire  ci  celte  déterminée  par  ^i  "f  peuvent  s'ap- 
peler SCTiWr^c/^ro^wej  de  cercles.  L'axe  radical  de  l'une  ■ 
osl  la  ligne  des  centres  de  l'autre^  les  points  limites  de 
l'une  sont  les  points  où  se  coupent  tous  les  cercles  de 

a"  On  voit  aisémeal  (jue  les  cercles  conjugués  de  deux 
cercles  y,  Y'  *""  pour  corde  commune  la  droite  symé- 
trique de  l'axe  radical  de  y,  -f  par  rapport  au  milieu  de 
la  distance  des  centres,  Celli-  droite  s'appelle  rtjre  anti- 
radical  de  y  et  y'.  On  déduit  (jue  les  cercles  qui  coujient 
diamétraleincni  deux  cercles  fixes  y,  -f,  forment  une 
série  linéaire  dont  la  centrale  est  l'axe  auiiradicai  de  ■(, 
Y  et  dont  l'aie  radical  est  la  centrale  de  ff  (n"  2,  b). 
Etant  donnés  trois  cercles  y,  -f^  y"'  '''^  ^"""'^  «éries 
linéaires  que  l'on  a  en  considérant  les  trois  couples  yY*' 
ï'y»  'fti  "'"^  ""  <;«;'"<:lf  comuiun  dont  le  centre  est  le 
]K>intoù  se  coupent  les  [rois  axes  anliradicaux. 

Donc  : 

lileint  donnés  trois  cercles  t/uelcont/ue.i,  il  existe  un 
cercle  i]ui  les  coupe  diainél ralenient. 

3°  Etant  données  deux  coniques  ).,  a',  les  eerclcs  qui 
sont  circonscrits  à  un  triangle  autopolatre  par  rapporta 
À  cl  à  un  triangle  auiopolaîre  par  rapport  à  À'  forment 
une  série  linéaire(n"  3,  d). 

3.  Correspondance  entre  la  géométrie  de  la  droite 
de  l'espace,  et  la  géométrie  des  séries  linéaires  de 
cercles  du  plan.  —  On  peut  dire  qu'une  série  linéaire 
de  cercles  correspond  à  la  droite  commune  /de  tous  les 
plans  correspondant  aux  cercles  de  la  série;  par  con- 
séquent à  loule  droiie  /de  l'espace  correspond  une  série 
linéaire  de  cercles,  oi  réciproquenicnl;  à  tout  lliéoréme 
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sur  l'espace  réglé  correspond  un  théorème  sur  les  séiîi's 
linéaires  de  cercles.  Nous  donnons  des  exemples.  A 
deux  droites  i^ui  so  coupenl  correspondent  sur  le  plan  ir 
deux  séries  linéaires  qui  ont  un  cercle  commun  ;  à  deux 
droites  réciproques  par  rapport  à  Qi  correspoiidcnl  deux 
séries  réciproques.  Etant  données  deux  séries  linéaires 
qui  n'ont  aucun  cercle  commun  et  un  cercle  y,  ou  peut 
construire  une  série  linéaire  qui  contient  y  et  qui  a  un 
cei^K  commun  avec  chacune  des  deux  séries,  clc. 

NoTEs  ET  EXF.ncicEs.  —  i'  Comment  faiti-il  inter- 
préter tes  formules  (a)  pour  avoir  la  projfction  sté- 
réographique?  Dans  quel  cas  la  çiiadrir/ue  Q  est-elle 
un  paraboloïde  de  révolution? 

a"  On  peut  déduire,  par  des  considérations  dans 
l'espace,  tous  les  théorèmes  sur  le  cercle  dans  le  plan. 
Comme  exercice,  on  pourrait  démontrer  les  beaux 
théorèmes  de  Miquel  {Journal  de  Liouville,  vol.  3,  9, 
10). 

3"  j4  toute  configuration  harmonique  dans  l'es/face 
(voir  les  Alémoires  de  Stéphanos,  Reye,  Fero- 
nese,  etc.)  correspond  une  configuration  liarmonit/ue 
de  cercles;  élude  de  cette  conji guration. 

4"  iCtude  de  deux  quatlruples  fie  cercles  correspon- 
dant à  deux  tétraèdres  homologiques,  ou  bien  à  deux 
tétraèdres  de  Mobius. 

0°  Cercles  quiséparent  harmoniquemeiit  un  ou  deux 
couples  de  points.  Construction  du  cercle  qui  coupe 
harmoniquement  trois  couples  de  points. 

6"  Cercles  pour  lesqueLi  un  point  et  une  droite  sont 
réciproques.  Etant  donnés  deux  points  A,  li  et  deux 
droites  a,  è,  dans  quel  cas  pourra-t-on  construire  un 
cercle  pour  lequel  les  points  A,  It  sont  les  pôles  des 
droites  n,  b? 
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-"  Étudier  la  Jigitre  L-onespondanl  à  un  pentagone 
ou  à  un  hexagone  autopolaire  par  rapport  à  Q  (  voir 
Sf.rrel  :  Géométrie  de  direction). 

8°  pRODLRMES  divehs.  —  Construire  un  cercle  qui 
coupe,  orlhogonaleinent  deux  cercles  v,  •j-'  ^'  diamétra- 
lement un  troisième  cercle  -,'".  Con.itruire  un  cercle  <fui 
passe  par  deux  points  et  qui  coupe  diaméiralement  ou 
orthogonalement  un  cercle  donné -f,  etc. 

<)"  A  toute  droite  l  de  l'espace,  on  peut  faire  cor- 
respondra la  droite  l' des  centres  de  la  .férié  linéaire  V 
ifui  est  l'image  du  faisceau  de  plans  (l);  réciproque- 
ment, à  toute  droite  l'  du  pian  iî  correspondent  oo* 
droites  de  l'espace  ;  ces  droites  passent  par  un  point  L 
du  plan  a  tangent  en  P  à  la  quadrique  Q.  La  corres- 
pondance entre  les  droites  l'  et  les  points  L  est  une 
homographie. 

io°  A  tout  point  O  de  iî  correspond  une  droite  o 
de  %  qui  est  l'axe  du  faisceau  des  ptttns  correspondant 
aux  cercles  de  centre  O;  lu  correspondance  entre  les 
points  O  et  les  droites  o  est  une  homographie.  Rela- 
tion entre  cette  homographie  et  celle  de  l'exemple 
précédent. 

I  1°  Klant  données  (]  a  aire  séries  linéaires  de  cercles, 
on  peut,  en  général,  construire  deux  autres  séries  qui 
ont  un  cercle  commun  avec  toutes  les  séries  données. 


II.    RlîSEAUX    ET    SÉRIES     QVAIinATIQtlES    OE    CERCLES. 

ii.    LJiic  ét|ualii>n  homogène  el  du  secoiul  degré 


dérinit  dans  l'espace   une  (|uadi'i<|ue -enveloppe    M'  et 
dans  le  plan  t.  un  réseau  quadrallque  M  de  ourctes, 
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v'est-À-i]îi'o  uti  réseau  qui  a  <1l-ux  ceiili's  cuitiiniius  avec 
uue  sén'e  lînéaii-e  quulcoiiqiio  de  cercles.  On  peiit  donc 
ra))proclier  les  propiiélés  de  ces  réseaux  de  cell<:$  des 
quadriques. 

Un  réseau  quadratique  est  coiiiplcicineni  déterminé 
par  neuf  de  ses  cercles.  La  c<iiislni(;lioii  peul  se  déduire 
de  celle  que  l'on  coiinait  pour  les  quadriques. 

7.  Si  la  quadrique  M'  «l  ellijitique  le  réseau  ne  coh- 
tieiiL  pas  des  séries  linéaires  réelles  de  cercles;  au  con- 
traire, si  M'  est  lijpL'rbolique,  le  réseau  contient  deux 
systèmes  oo'  de  séries  linéaires  de  cercles;  les  séries  du 
uiéoie  système  n'ont  aucun  cercle  commun,  tandis  que 
les  séries  lii:  systèmes  difTéreiits  otil  un  cercle  commun. 
La  discussion  dépend  des  coeflicienls  o/y  et  coïncide 
avec  la  discussion  des  quadi'i(jues. 

On  peut  appeler  le  réseau  M  elliptique  ou  hyperbo- 
lique, selon  que  la  quadrique  M'  est  elliptique  ou  hyper- 
bolique. Étant  données  trois  drojles  de  l'espace,  ou 
peut  toujours  construire  l'Iiyperboloïdequi  les  contient; 
de  même,  étant  données  trois  séries  linéaires  de  cercles, 
qui  deux  à  deux  n'out  aucun  cercle  commun,  on  peut 
construire  le  réseau  hyperbolique  <pii  les  contient  {n°  o). 

Après  cela  l'extension  des  théorèuics  de  Hesse  sur 
les  groupes  de  droites  d'un  hyperbolotde  est  immédiate. 

8.  Il  y  a  a>'  faisceaux  de  cercles  qui  oui  un  seul 
Oîrcle  commun  avec  un  i-éseau  quadratique  M;  ils  cor- 
respondent à  la  congruence  des  tangentes  à  la  qua- 
drique  M'.  Par  tout  cerele  du  plan  passent  oo'  de  ves 
faisceaux  qui  correspondent  aux  tangentes  de  M'  situées 
dans  le  plan  dont  le  cercle  donné  est  l'image. 

Par  rapport  à  un  réseau  quadratique  de  cercles,  on 
peut  établir  une  théorie  analogue  à  iclle  de  la  polarité 


jh,Googlc 


(  '38  ) 
par  rap|ioi't  h  une  qiiadrique.  Pour  cela,  on  peut  parler 
(lu  réseau  liiiéairtt  polaire  d'un  f:ercle  par  rapport  à  uu 
roseau  quadraliijue  M  ;  des  réseaux  linéaires  réciproques 
par  rapport  à  M;  des  ipindruples  de  cercles  aulopolaïrus 
par  rapport  n  M,  etc. 

9.  Dans  un  réseau  quadratique  M,  il  jy  en  a  so'  dont 
le  rayon  est  nul;  ils  correspondent  aux  plans  de  la 
déïcloppable  c.ouiinuue  aux  deux  quadriques  M'  et  Q; 
celle  développable  louclie  la  qnadriquc  Q  suivant  une 
courbe  gauche  du  quatn'ème  ordre  L',  qui  est  l'inter- 
seclion  de  Q  et  de  la  polaire  réciproque  de  la  quadrique- 
«nveloppe  M'  par  rapport  à  Q.  En  projetant  celte 
courbe,  qui  en  général  ne  passe  pas  par  P,  on  aura  le 
lieu  des  points  du  réseau  quadratique,  et  c'est  une 
courbe  du  qualriènic  ordre  L,  qui  passe  deux  fois  par 
les  points  cycliques  du  plan  iz.  En  eflet,  tout  cercle  de  i: 
coupe  Li  en  4  points  au  lieu  de  8, 

Les  cercles  de  rayon  inliui  du  réseau  correspondent 
aux  plans  tangente  à  la  quadrique  M' menés  par  P  ;  donc 
ils  enveloppent  une  conique  Lg. 

Si  le  léseau  est  hyperbolique,  on  peut  dire  que  lus 
points-1  imites  de  ses  ce'  séries  linéaires  sont,  sur  uuc 
quaicigue  bicirculaire,  et  les  axes  radicaux  de  ces 
mêmes  séries  enveloppent  une  conique. 

iU.  Cas  spéciaux.  —  Uu  réseau  qua<lratique  iVl  peut 
se  spécialiser,  ou  quand  la  quadrique  M'  se  spécialise 
elle-même,  ou  lorsque  M'  se  trouve  dans  une  position 
particulière  par  rapport  à  la  quadrique  Q. 

a.  Si  la  quadrique  M'  se  réduit  à  une  conique  en- 
veloppe de  plans,  un  aura  uu  réseau  singulier  qui  se 
compose  de  oo<  faisceaux  do  cercles  dont  les  axes  radi- 
caux louchent  une  conique,  et  qui  ont  un  cercle  com- 
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inuii  qui  coiT(.'S|ioHd  au  plan  du  la  couïque  M'.  C«  cercle 
peut  s'appeler  cercle  doubla  du  réseau,  car  toute  série 
linéaire  qui  lu  uoiilieiit  coupe  le  i-éseaii  quadratique  en 
un  seul  cei'cld. 

La  courbe  L,  daus  ce  cas  ne  présente  aucune  spécia- 
lité. Il  y  a  pourtant  une  excepLion  :  si  la  conique  M'  se 
trouve  sur  la  quadrique  Q,  le  réseau  M  se  compose  de 
tous  les  cercles  qui  touchent  un  niérne  cercle  ■(,  la 
courbe  L,  se  réduit  à  ce  cercle  compté  deux  fois,  et  la 
courbe  Lj  est  le  même  cercle  considéré  comme  enveloppe 
de  ses  tangentes. 

Si  la  quadrique  M'  se  réduit  en  un  couple  de  points, 
le  réseau  quadratique  se  rériutt  à  deux  ré&eaiiv  linéaires 
qui  peuvent  aussi  coïncider;  la  courbe  L,  se  réduit  aux 
deux  cercles  orthogonaus  des  deux  réseaux  linéaires  et 
la  conique  L3  se  réduit  à  un  couple  de  poinU. 

b.  Si  les  quadrîques  M',  Q  ne  se  trouvent  pas  en  posi- 
tion générale,  on  peut  distinguer  plusieurs  cas  di(rércnls 
(voir  l'article  de  M.  Andoyer  dans  les  Nouvelles  An- 
nales, avril  1896).  On  pourrait  trouver  ce  qui  arrive 
pour  le  réseau  M  daus  chacun  de  ces  cas.  Nous  doitnc' 
rons  quelques  exemples. 

1"  Si  la  quadrique  M'  touche  le  plan  a,  la  L',  passera 
par  P  et  la  courbe  L,  devient  une  cubique  circulaire. 
Dans  ce  cas,  la  conique  Lj  est  une  parabole,  car  le  plan  a 
est  parallèle  à  n. 

3°  Si  M'  et  Q  se  louchent  en  deux  points  A,  B,  la 
courbe  L,  se  compose  de  la  droite  qui  unit  les  projections 
de  A,  B  et  dune  cubique  ciiculaire. 

3"  Si  M'  et  Q  se  touchent  en  un  seul  point  A  la 
courbe  L,  possède  trois  points  doubles  :  les  points 
cycliques  et  la  projection  de  A. 

4*  Si  W  et  Q  se  touchent  le  long  d'une  conique  y  la 
courbe  Lj  se  réduit  à  un  cercle  compté  deux  fois. 
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H.  Exemples.  —  i"  Les  curclcs  conjugués  tl«s 
cercles  d'un  réseau  linéaire  A  forment  un  réseau  qua- 
dratique, qui  correspond  à  la  quadnque  M'  que  l'on  dé- 
duit du  poirK-envelo|>|ii;  A  avec  la  transfurniaLioii  qua- 
dratique T  (u"  2,  t). 

a"  Les  cercles  qui  ont  un  même  rayon  /■  furmeiil  u» 
réseau  quadratique  elliptique  dont  l'équation  est 

3°  Les  cercles  tangents  à  un  cercle  lixc  ^  Tonnent 
un  réseau  quadratique  singulier  (n"  10,  a);  le  cercle 
double  est  y. 

4°  Les  cercles  qnî  déterminent  sur  un  cercle  fixe  des 
cordcï  de  longueur  eoustaïUe. 

5°  Les  cei-cles  qui  coupent  un  cercle  fixe  ^  sous  un 
augle  constant  a(a  ^  90°)  forment  un  réseau  hyperbo- 
lique dont  l'équation  est(') 

(„,_(,;).^.(„,_^;). 

où  les  u)  sont  les  coordonnées  île  y  et  a  l'angle  donné. 
En  simplifiant,  ou  trouve 

(4)     3COSa=   -J^ "'-ir. ^,"i."' Jl"^ ~_"' """J'' ~ " '    ■ . 

tWÎ-i-«î-t-H,—  Mi)(u','-1-  k','+Uj—  Mt 

6"  Les  cercles  qui  sont  coupes  diamétralement  par  un 
cercle  fixe  y,  etc. 

12.  Aux  points  K'  d'une  quadrlq ne-enveloppe  M'  cor- 
respondent des  réseaux  linéaires  de  cercles;  les  cercles 
orthogonaux  de  ces  réseaux  forment  un  réseau  quadra- 

(')  On  siippoite  u,+  ii.==i  (n- 1). 
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liqoe  M|  de  cercles  qui  correspond  à  la  ((uadritjue  M', 
polaire  réciproque  de  M' par  rapport  à  Q.  Les  réseaux  M, 
M,  peuvent  s'appeler /eci^r'Ofuef;  s'ils  contiennent  des 
séries  linéaires  réelles,  les  séries  de  M  sont  réciproques 
desséries  correspondantes  de  M|. 

Les  cercles  qui  sont  coupés  diamétralement  par  un 
cercle  Gxe  y  forment  un  réseau  qnadratique  réciproque 
du  réseau  des  cercles  conjugués  des  cercles  d'un  réseau 
linéaire  (exuuiple  :  i"  et  ti"  du  numéro  précédent). 

13.  Séries  quadratiques  de  cercles.  —  Les  cercles 
couunuus  à  uii  réseau  quadratique  M  et  à  un  réseau 
linéaire  A  forment  une  série  quadratique  de  cercles,  qui 
est  représentée  dans  l'espace  par  le  cône  K.  tangent  à  la 
quadrique  M',  conduit  par  lit  poiul  A'  correspondant 
au  réseau  A. 

Les  cercles  d'une  série  quadratique  enveloppent  une 
courlie  qui  est  la  projection  de  la  courbe  d'intersection 
du  cdne  K  et  de  la  quadratique  Q^  les  centres  sont  sur 
une  conique  qui  est  la  projection  de  la  courbe  polaire 
réciproque  du  cône  considéré  comme  enveloppe,  par 
rapport  à  Q.  Tous  les  cercles  de  la  série  coupent  ortbo- 
gonalemeut  un  même  cercle  qui  correspond  au  plan 
polaire  de  A'  par  rapport  à  Q. 

Donc  :  une  série  ijuadratique  de  cercles  se  compose 
dex^  cercles  qui  ont  les  centres  sur  une  section  conique 
et  qui  coupent  orthogonalement  un  cercle  fixe.  Ils  en- 
veloppent une  quartique  bicirculaire. 

Daus  une  série  quadratique  de  cercles,  il  y  eu  a  deux 
qui  se  réduisent  à  des  droites;  ils  currespuudent  aux 
plans  tangents  au  cône  K  menés  par  P. 

De  inèiiie,  il  J  a  dans  la  série  quatre  cercles  de  rayon 
iiul;  ils  correspondent  aux  quatre  plans  tangents  corn- 

Ann.  de  Malhemat.,i'  iéric,  t.  XIX.  (Avril  rgoy.)  Il 
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niuiis  aux  deux  cûucsdoni  le:  sominvL  est  A' et  dont  l'un 
touclic  M'  cl  l'autre  Q. 

Ou  peut  noter  divers  cas  particuliers,  selon  la  position 
du  c6ae  K  par  rapport  à  Q.  Lorsque  le  poiut  A,  som- 
met du  cûiic  K,  se  trouve  sur  la  quadriquc  Q  et  uiie 
î^énératrice  reetiligue  du  cône  passe  par  P,  la  courbe 
d'intersecliou  de  K.  avec  Q  passe  par  P,  et  la  conique 
polaire  réciproque  ducôneeuveloppeK  par  rapport  à  Q 
touche  le  plan  ol.  Par  eons<!queul,  l'cuveloppc  de* 
cercles  de  la  série  csl  une  i-ubique  circulaire  et  la  coiiiquu 
des  centres  est  une  parabole.  On  déduit  que  :  Les  cercles 
qui  passent  par  un  même  point  et  qui  ont  leurs  centres 
sur  une  parabole  enveloppent  une  cubique  circulaire. 

Un  autre  cas  parliculier  intéressant  est  celui  où  le 
puiul  A  se  trouve  sur  le  plan  tx  ;  alors  la  ligue  des  centres 
se  réduit  à  une  droite. 

AA.  Fnisceau  de  résenux  quadratiques.  —  Deux  ré- 
seaux quadiatiqucs  M  et  M|  ont  en  commun  oo'  (Mireles 
qui  rornient  une  série  biquadratique  de  cercles  qui  cor- 
respond à  la  développable  commune  aux  deux  qua- 
driques  M'  el  M',,  lis  eiiveloppeut  une  courbe  circulaire 
du  liuilième  ordre  et  leurs  centres  sont  sur  une  quai^ 
tique. 

A  un  faisceau  taiijjentiel  de  quadnques  M'  correspond 
un  faisceau  île  réseaux  quadratiques  qui  ont  une  même 
série  biquadratique  counnu ne. 

Dans  un  faisceau  tangenliel  de  quadriqucs  il  y  en  a 
quatre  qui  se  réduisent  à  des  eoiiiques-euveloppes,  donc 
dans  un  faisceau  de  réseaux  quadratiques  il  y  en  a  quatre 
singuliers.  Les  quatre  cercles  doubles  correspondent  aux 
faces  d'un  lélraèdrc  autopolaire  par  rapport  à  toutes  les 
quadriques  du  faisceau. 

Vax     considérant    le     faisceau    taugentiel    des    deux 
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(juadriques  Q    et  M',   on   aura  le  tliéorèiiic   suivaol  : 
Une  quartique  bicirculaire  peut  être  considérée  de 
quatre  manières  différentes  comme    l'ensemble  des 
points  d'un  réseau  quadratique  singulier. 

Notes  et  exercices.  —  i"  Etude  de  la  transforma' 
lion  quadratique  T  (n"  2,  c).  Résoudre  les  questions 
suivantes  en  appliquant  les  propriétés  de  celte  trans- 
formation :  a.  Trouver  la  propriété  caractéristique  des 
réseaux  quadratiques  pour  lesquels  il  existe  un  cercle 
qui  coupe  diamétralement  les  cercles  du  réseau;  B. 
Etant  donné  un  cercle  y,  on  peut  construire  le  réseau 
linéaire  L  des  cercles  qui  sont  coupés  orthogonalemenl 
par  Y,  et  le  réseau  quadratique  M  des  cercles  qui  sont 
coujiés  diamétralement  par  y;  trouver  les  relations 
entre  ces  deux  réseaux. 

a"  Démontrer  que  les  deux  systèmes  de  séries 
linéaires  qui  sont  comprises  dans  le  réseau  quadratique 
de  l'exemple  5"  du  n"  11  correspondent  à  des  droites 
tangentes  à  la  quadrique  Q. 

3°  Étuilier  la  réseau  quadratique  des  cercles  pour 
lesquels  deux  droites  données  sont  réciproques. 

4"  Soient  a,  fi,  y,  3  quatre  cercles;  a! ,  ^',  y',  S'  les 
cercles  orthogonaux  des  ternes  ^yS,  y^a,  Sxp,  a^y. 
Démontrer  que  les  quatre  faisceaux  de  cercles  tta.',  p^', 
yy*,  S5'  appartiennent,  en  général,  à  un  réseau  qua- 
dratique. 

5°  Étudier  la  série  des  cercles  qui  sont  coupés  dia- 
métralement par  deux  cercles  fixes. 

6°  Les  cercles  qui  passent  par  un  point  et  qui  tou- 
chent un  cercle  y,  touchent  un  autre  cercle  •{, 

7°  Les  séries  linéaires  qui  ont  un  cercle  commun  et 
qui  sont  tangentes  à  un  réseau  quadratique  forment 
un  réseau  quadratique  singulier  (n"  8). 
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m,   —  Ahplicatioh  au   problème  d'Apollonius. 

iti.  Système  de  deux  cercles.  —  Soient  donnés  deui 
cercles  u'^,  u^;  il  y  a  so'  cercles  qui  les  coupent  sous  des 
angles  égaux  ul  qui  s'appellent  les  cercles  isogonaux  du 
système.  Eu  appliquant  la  formule  (4)  du  n"  11,  on 
ti'ouve  pour  les  cercles  isogonaux  u,-  l'équation 
aut  u\  ~t-  /niu'i  -t-  Ut—  m+  »;  —  u\ 


\-^  uj— u,)(ui'+  «','  +  uj  — «;> 


Par  conséquent,  ils  forment  deux  réseaux  linéaires  L',L'. 
Les  plans  correspondants  dans  l'espace  passent  par 
deux  points  dont  les  projections  sur  «sont  les  centres/, 
P  des  cercles  orthogonaux  V,  X"  des  deux  réseaux. 
Chaque  droite  qui  passe  par  /'  ou  /"  coupe  les  deux 
cercles  u)-,  u-  eu  quaire  points  qui  déterminent  des  séries 
linéaires  de  cercles  appartenant  aux  réseaux.  On  déduit 
facilement  que  les  points  /',  P  sont  les  centres  de  simi- 
litude des  cercles  u',  u"  et  que  les  cercles  V,  X"  sont  les 
cercles  radicaux  intérieur  et  extérieur  du  système  u',  u*. 
Considéi'oiis  les  réseaux  quadratiques  M',  M"  des  cercles 
iangeuls  à  »',  ii".  Les  quadrlqucs  correspondantes  se 
réduisent  à  des  coniques  de  Q  et,  par  conséquent,  leur 
développablu  commune  se  réduit  à  deux  canes.  Puisque 
les  cercles  tangents  à  u'  et  u"  sont  isogonaux  à  ces  cercles, 
ils  appartiennent  aussi  aux  deux  réseaux  L'  et  L"  et,  par 
conséquent,  les  sommets  des  deux  canes  sont  les  centres 
des  deux  gerbes  de  plans  correspondant  aux  réseaux  L', 
L".  Donc  les  cercles  tangents  à  deux  cercles  u',  u' for- 
ment deux  séries  quadratiques  de  cercles  dont  les 
cercles  orthogonaux  sont  les  cercles  radicaux  du  sys- 
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16.  Système  de  huit  cercles  associés.  —  Trois  équa- 
tions des  degrés  m,  n,  p  déterminent  un  système  de  m, 
n,  p  cercles.  Le  cas  où  m-^  n-^  p  ^  z  val  particu- 
lièrement intéressant.  On  a  alors  un  groupe  de  huit 
cercles  communs  à  trois  réseaux  quadratiques  et  que 
l'on  peut  appeler  système  de  huit  cercles  associés. 
Les  propriétés  de  ce  sysiènie  peuvent  se  déduire  des 
propriétés  de  huit  plans  tangents  communs  à  trois  qua- 
driques;  par  conséquent,  sept  cercles  du  système  déter- 
minent le  huitième,  et  l'on  peut  le  construire  en  tradui- 
sant sur  le  plan  les  constructions  que  l'on  cannait  pour 
l'espace. 

Exemple.  —  Des  théorèmes  de  liesse  on  dé<luit  que 
deux  quadruples  de  cercles  autopolaires  par  rapport  à 
un  réseau  quadratique  forment  un  système  de  huit 
cercles  associés^  et  réciproquement,  si  deux  quadruples 
de  cercles  forment  un  système  associé,  elles  sont  auto- 
polaires par  rapport  à  un  même  réseau  quadratique. 

17.  Si  les  trois  quadriques  se  réduisent  à  trois  co- 
niques U,  u",  \i"  considérées  comme  enveloppes  de  plans, 
les  huit  plans  tangents  communs  forment  un  système 
remarquable  auquel  correspond  sur  le  plan  i:le  système 
des  huit  cercles  tangents  aux  trois  cercles  images  des 
coniques  u',  u",  d" . 

Donc,  on  pourra  obtenir  la  solution  du  problème 
d  Apollonius  par  des  considérations  dans  l'espace. 

18.  Soient  u\,  Uj,  u^  les  cercles  correspondant  aux 
coniques  i/,  u",  u'";  on  pourra  former  les  trois  couples 
Uj\^^^  U/uJ,  u"u',-.  Chacun  de  ces  couples  donne  lieu  à 
deux  centres  de  similitude;  on  a  ainsi  six  points  dont 
nous  voulons  étudier  la  position. 

Les  arêtes  du  tricdre  des  plans  des  coniques  u',  u",  u" 
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coupciii  ]a  quadrifjuc  aux  couples  de  polnls  AA',  13B', 
CC;  les  points  AA'  sont  communs  aux  coniques  u',  d", 
les  points  BB"  aux  coniques  h",  u™,  el  les  points  CC  aux 
coniques  i^,  u'.  Les  sommets  des  six  c6nes  sont 

V,=  AB  ,A'B',        V,  =  AG  ,A'C',        V,=  BG  .B'C', 
VjsAB'.A'B.         Vt^AC'.A'C,         V,=  BC'.B'G. 

On  voit  immédiatement  que  ces  points  sont  trois  pai' 
trois  sur  quatre  droites  iniersectiou  des  couples  de  plans  : 

ABG     ABC     A'BG     ABC' 
A'B'G'    A'BG'    A  B'C    A'B'C 

Du  là  on  déduit  que  les  six  centres  de  siniililude 
d'un  système  de  trois  cercles  sont  trois  par  trois  sur 
quatre  droites.  Ces  droites  s'appellent  les  axes  île  simi- 
litude du  système. 

19.  Considérons  un  plan  qui  passe  par  les  trois  points 
Vi,  V,,  Vj  en  Jjgne  droite;  le  cercle  correspondant  doit 
couper  isogonalemeni  h,',  u'  et  hJ,  Uj  et  par  eonséquetit 
coupe  isogonalemcut  les  trois  cercles  donnés.  On  a  ainsi 
quatre  faisceaux  de  plans  auxquels  correS|>uDdeii  t  quatre 
séries  linéaires  de  cercles  isogonaux  à  ii^,  u",  u". 

Donc  :  les  cercles  isogonaux  à  trois  cercles  tionnét 
forment  quatre  séries  linéaires  dont  les  axes  radicaux 
sont  les  quatre  axes  de  similitude. 

20.  Solution  du  problème  d'Apollonius.  —  Les  liuit 
plaus  tangents  communs  aux  coniques  n',  u",  t/"  sont 
les  plans  tangents  communs  aux  six  cônes  dont  les  som- 
mets sont  les  points  V,{i'=  i,  a,  3,  4,  3,  6).  Donc  ces 
huit  plans  passent  deux  par  deux  par  les  quatre  droites 
que  nous  venons  de  trouver  (n"  18). 

Par  conséquent  les  huit  cercles  tangents  aux  cercles 
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donnés  appariiunneiit  deux  à  deux  aux  rjualrc  faisceaux 
des  cercles  isogonaux  (u"  19). 

De  là  ou  déduit  uuit  coiistruciion  du  jiroblèaie 
d'Apollonius  différiiuie  de  celle  de  Gergouiie. 

Nous  n'iusisions  pas  sur  cette  construciîoii  qui  se  ' 
Irouve  exposée  dans  un  intéressant  Mémoire  de 
M.  Fouclié  îuséré  daus  les  Nouvelles  Annales {*).  Dans 
le  même  Volume  de  ce  Journal,  ou  trouvera  uit  Mé- 
moire de  M.  Lemoine  qui  coritienl  l'analyse  comparée 
des  solutions  de  Viète,  Gergonne,  Fouché  et  Maunlicim, 
en  appliquant  les  principes  delà  GéoméLrograpliie. 

Notes  Rt  exercices.  —  i°  Ily  a  huit  cercles  isogo- 
naux à  quatre  cerc/es  donnés  a,  p,  Yi  3.  Sid',  ^\Y'  °' 
sont  tes  cercles  orthogonaux  des  systèmes  ^5,  yS«i  Sa^, 
oi^Y'  ^^^  cercles  et  les  huit  cercles  isogonaux  forment 
une  configuration  harmonique  de  cercles  (^exemple  3° 
du  paragraphe  /)■ 

2°  A  un  tétraèdre  autopolaire  par  rapport  à  la 
quadrique  Q  correspond  une  quadruple  de  cercles 
orthogonaux  deux  à  deux.  Ces  cercles  peuvent  se  con- 
sidérer comme  les  cercles  conjugués  des  quatre  triangles 
que  l'on  peut  former  avec  un  quadrilatère  orthogonal. 
Propriétés  de  ce  système. 

3"  Si  l'on  a  deux  quadrilatères  orthogonaux  les 
deux  quadrupla  de  cercles  correspondantes  forment 
un  groupe  de  huit  cercles  associés. 

4°  Les  cercles  doubles  des  quatre  réseaux  singuliers 
d'un  faisceau  de  réseaux  quadratiques  sont  orthogo- 
naux deux  à  deux. 


(')  Sur  les  eerclea  qui  toachenl  Irait  cercles  donnes  ou  qui  les 
coupent  soui  un  angle  donne  (.Vouvelles  Annales,  iSiyj), 
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5'  Consiruiitf  un  cercle  isogonat  à  trois  cercles 
donnes  et  çui  passe  par  un  point. 

6"  Etude  de  la  série  des  cercles  t/ui  coupent  deux 
cercles  fixes  sous  des  angles  constants. 

7°  Déduire  la  construction  du  problème  de  Stelner: 
construire  les  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés 
sons  des  angles  donnés. 

iVoTicE  HisTonte^vE. 

Les  rfcliurches  de  Poncelet  (Traité  des  propriétés 
projectives  de!  figures)  el  de  Steiner  [Eiiiige  geonie- 
trische  Beobachtungen  [Journal  de  Crelle,  vol.  1)] 
élablissent  les  propi'iéles  principales  du  système  ie 
deux  et  de  trois  cercles.  Dans  le  Mémoire  de  Steiner  se 
trouve,  en  outre,  la  solution  de  plusieurs  problèmes, 
parmi  lesquels  le  problème  d'Apollonius  el  celui  de 
Alalfatti.  Pour  le  problème  d'Apollonius,  on  connais- 
sait déjà  la  solution  de  Gergonne. 

La  représentation  d'une  quadrique  sur  le  plan  a  été 
découverte  par  Chasles.  Elle  permet  de  déduire,  des 
propriétés  de  la  quadrîque,  les  propriétés  d'un  système 
de  coniques  du  plan  qui  p;tssent  par  deux  points,  et  vice 
versa. 

Lorsque  ces  deux  points  sont  les  points  cycliques, 
on  aura  les  cercles  du  plan .  Un  cas  particulier  est  la  re- 
présentation siéréographique  de  la  sphère.  L'application 
de  cette  représentation  à  l'élude  des  cercles  du  plan  se 
trouve  dans  un  intéressant  Mémoire  de  Thomœ  [Dos 
ebene  Kreîssjsteme  und  seine  Abbildung  auf  den 
Kaum  {Zeilschr.fiir  Math.,  vol.  XXIX,  i884)].  Dans 
ce  Mémoire  se  trouve  pour  la  première  fois  l'étude  des 
réseaux  quadratiques  de  cercles. 

Les  propriétés  des  réseaux  quadratiques  de  cercles 
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peuvent  servir  pour  l'étude  des  eubùguos  cL  des  quar- 
ti(]ues  circulaires  :  Voir  le  Méoioirede  G.  Loria  {lie- 
marques  sur  la  géométrie  analytique  des  cercles  tfu 
plan  et  sur  son  application  à  la  théorie  des  courbes  bi- 
circulaires  du  quatrième  ordre)  {Quarterfy  Journal, 
vol.  XXII,  1887)]. 

Parmi  les  autres  Mémoints  qui  traite&tdii  cercle  daus 
le  plan,  je  notei'ai  le  Mémoire  de  Fouché  déjà  cité,  un 
Mémoire  de  Hosfeld  (  Ueber  die  mit  der  Lôsung  einer 
Steiner' schen  Aufgabe  zusammenhangende  Cfz  [la» 
161],  Zeit.  fâr  Math.,  vol.  XXIX)  qui  traite  de  la 
conQguratlon  harmonique  de  cercles,  et  lo  Mémoiie  de 
Ciambertini  (Sulla  rappresentazione  dei  punli  dî  un 
piano  conipunii  d'un  paraboloideelliltico)où  se  trou\e 
exposée  une  particulière  représentatiou  des  cercles  du 

pi™. 

On  peut  aussi  ajouter  les  Mémoires  de  Millier  ot  de 
Alehmke  qui  ont  appliqué  les  principes  de  Grassman 
(voir  :  Monatshefte  fiir  Malk.,  vol.  III,  et  Zeitsch. 
fur  Math.,  vol.  XXV). 


[M' 8] 

RKMAaHUBS  SUR  «UKLQUES  TUÉORfiHES  GÊNBRAIJX 
M  CÉOaÉTRIE  MÉTRIQUE; 

Pak    m.    Charles   MICHEL, 
Agrégé  de  l'Université. 


1.  Je  me  propose  de  montrer  quels  rapprochements 
peuvent  être  établis  entre  plusieurs  théorèmes  géné- 
raux, de  nature  diOerente,  énoncés  par Cliasles,  Liouville 
et  Laguerre,  complétés  et  généralisés  par  M.  Georges 
Humbert,  dans  un  important  Mémoire  sur  les  applica- 
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lions  géon)ùlrîc[ucs  du  ihéorèine  d'Abul  (Journal  de 
Mathématiques,  1887), 

SoietU,  sur  une  droite  fixe,  trois  poiuls  Tixcs  A,  6,  C 
et  uii  système  de  n  |)oiiits  P|,  Pj,  ..  .,  P».  variant  aVL-c 
la  condition  que  le  produit  des  n  rapports  anliarino- 
niques  (PiCAlt)  soit  constant.  Si  nous  désignons  par 
a,  b,  c  les  paramètres  des  poiuts  A,  B,  C  sur  la  droite 
donnée  et  par  ï,  le  paramètre  du  point  F/,  le  rapport 
anliaruioniquc  (P,CAB)  est  égal  k 


Kt  l'on  voit  que  la  condition  donnée  revient  à  celle-ci  : 

U  étant  une  quantité  constante. 

Que  devient  cette  condition,  si  l'on  suppose  que  le 
point  B  tende  à  se  confondre  avec  le  point  A?  Pour  le 
voir,  posons  b^a-i-h.  La  relation  précédenie  s  écrit 
alors 


n(-^.)^ 


ou,  si  l'on  développe  le  premier  membre  suivant  les 
puissances  successives  de  h, 

^ti—b  ' 

ou  encore 

Faisons  tendre  h  vers  o  et  passons  à  la  limite.  Si  L 
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ilésigiic  la  valeur  lie  —  .— >  la  relaliou  duvieiit 

cl  elle  exprime  que  le  pôle  harmoiiKjiiu  du  systéiiK;  des 
n  |)oinl5  vai'iables  par  rapport  au  poiut  A  est  uu  poiut 

La  dégénérescence  de  la  pretnïèro  condition  géomé- 
iriijue  eu  la  seconde  était  connue  de  Poncelet,  qui  s'en 
est  servi,  dans  son  Analyse  des  Transversales,  pour 
déduire  du  théorème  de  Carnot,  sur  les  transversales,  le 
tbéorème  de  C6tos,  sur  la  polaire  harmonique  d'uu 
point  |i8r  rapport  à  une  courbe  algébrique.  C'est  daus 
le  même  ordre  d'idées  que  nous  allons  déduire  d'une 
série  de  lliéorèmcs  énoncée  par  Kagnerre  ut  complétée 
par  M.  Humbert  une  autre  série  énoncée  par  Liouville 
et  complétée  aussi  par  M.  Humbert,  dans  le  Mémoire 
déjà  cité. 

2.    Laguerre  a  énoncé  le  théorème  suivant  : 
(i)  L'orientation  du  système   des   tangentes  com- 
munes à  deux  courbes  algébriques  ne  varie  pas  quand 
on  remplace  l'une  des  deux  par  une  courbe  qui  lui  est 
komofocale  (Bulletin    de  ta    Société  fdtHoniathique, 

1870). 

De  ce  théorème  on  déduit  le  cas  particulier  suivant, 
énoncé  aussi  par  Laguerre  : 

(2)  L'orientation  du  système  des  tangentes  menées 
d 'un  point  à  une  courbe  algébrii/ne  est  égale  à  l'orien- 
tation du  système  des  droites  qvi  joignent  ce  point  aux 
foyers  réels  de  la  courbe  (  Comptes  rendus  des  séances 
de  l'Jcndémic  des  Sciences,  1860). 
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D'autre  part,  on  doit  à  M.  Humbert  un  théorème  sur 
les  faisceaux  tangentiels  de  courbes  algébriques  : 

(3)  Les  orientations  des  systèmes  des  tangentes 
menées  à  deux  courbes  He  classe  n  par  un  foyer  d'une 
courbe  du  faisceau  tangentiel  qui  contient  ces  deux 
courbes  sont  égales  (Journal  de  Mathénialiq  ues ,  1887: 
American  Journal  of  Mathematics,  1888). 

Voici  un  quatrième  énoncé,  qui  n'est  d'ailleurs 
qu'une  combinaison  des  précédents  : 

(4)  L'orientation  du  système  des  tangentes  com- 
munes à  une  courbe  fixe  et  à  une  courbe  variable 
d'un  faisceau  tangentiel  reste  constante,  si  chaque 
foyer  réel  de  la  courbe ^xe  est  foyer  dune  courbe  du 
faisceau  tangentiel. 

En  effet,  soient  F, ,  P,.  . , . ,  F*  les  fojers  réels  de  la 
courbe  ûxe  (T).  D'api'ès  le  ihéorème  de  Laguerre, 
l'orientation  du  système  des  tangentes  communes  à  la 
courbe  (r)  el  à  une  courbe  (C)  du  faisceau  tangentiel 
est  égale  à  l'orientation  du  système  des  tangentes  me- 
nées des  points  F|,Fx,  ...,Fjtà  la  courbe  (C).  Mab, 
puisque  chacun  de  ces  points  est  foyer  d'une  courbe  du 
faisceau  tangentiel,  d'après  le  théorème  de  M.  Humbert, 
l'orientation  du  système  des  tangentes  menées  de  l'un 
d'eux  à  la  cnurbe  (C)  reste  la  métnc  quand  la  courbe  (C) 
varie  dans  le  faisceau.  L'orientation  du  système  des  tan- 
gentes menées  de  tous  les  points  F  à  la  courbe  est  donc 
elle-même  constante,  et  le  théorème  est  établi. 

En  particulier,  ou  peut  supposer  que  les  foyers  réels 
de  la  courbe  fixe  sont  foyers  d'uuem^me courbe  du  fais- 
ceau tangentiel,  et  on  a  alors  le  tliéorême  suivant,  dii  à 
M.  Humbert  : 

(5)  Les  deux  systèmes  de  tangentes  respeclivemenl 
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communes  à  deux  courbes  algébriques  de  même  classe 
et  à  une  courbe  algébrique  quelconque  ont  même  orien- 
tation, si,  parmi  les  courbes  du  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  les  deux  premières,  il  eu  est  une  qui 
admette  pour  foyers  tous  tes  foyers  de  la  dernière 
(Journal  de  Mathématiques,  1887). 

Le  tliéorèine  (4)  comprend  les  lliéoièmes  (i),  (a), 
(3)  et  (5)  comme  cas  particuliers.  £11  eflet,  le  ihéo- 
rème  (5)  est  un  cas  particulier  du  tliéorème  (4)i  D>a>s, 
si,  dans  le  théorème  (5),  ou  piend  comme  fuiiicuau  tan- 
gentiel un  faisceau  qui  ountient  deux  courbes  liomofo- 
cales,  tontes  les  courbes  du  faisceau  sont  liomofocales. 
l/uue  d'elles  se  décompose  eu  une  courbe  de  classe 
n  —  a,  et  en  deux  points  qui  sont  les  points  cycliques 
du  plan.  Un  point  quelconque  du  plan  peut  être  consi- 
déré comme  un  foyer  de  ce  système  de  deux  points 
{HvMBEin,  American  Journal,  1888),  et  ainsi  les  fojers 
d'une  courbe  quelconque  peuvent  Être  considérés  comme 
des  foyers  d'une  courbe  du  faisceau.  On  obtient  alors  le 
théorème  de  Laguerre,  dont  le  théorème  (3)  eat  un  cas 
particulier.  Entiu,  il  est  clair  que  le  théorème  (3)  est 
une  forme  particulière  du  théorème  (4). 

3.  Nous  avons  ainsi  une  série  de  théorèmes  dans  les- 
quels un  système  de  droites  varie  en  eonservaut  une 
orientation  constante.  Soient  P(,Pj,  ...,  P„  les  points 
où  les  /(  droites  de  ce  système  variable  rencontrent  la 
droite  de  l'iniini,  A  et  B  les  poinU  cycliques,  et  C  le 
point  à  l'iniini  de  ta  droite  fixe,  quelconque  d'ailleurs, 
qui  sert  d'origine  des  angles.  D'après  la  formule  de 
Laguerre,  qui  permet  d'exprimer  l'angle  de  deux  droites 
par  le  rapport  anliarmouiquu  de  ces  deux  droites  avec 
les  droites  isotropes  de  leur  point  de  rencontre,  ou  voit 
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(juc  le  produit  des  n  rapports  aiihartiionîqucs  (P/CAB) 
a  une  valeur  constaiilc. 

Sous  celle  forme  projeclivc,  on  peul  supposer  que  les 
points  A  et  11  sont,  non  plus  les  points  cycliques,  mais 
deux  points  quelconques  du  plan.  Supposons  alors  que 
le  point  B,  jusqu'à  présent  distinct  du  point  A,  vienne 
se  confondre  avec  le  point  A  sur  la  droite  qui  les 
joint.  D'après  le  principe  que  j'ai  établi  au  début,  on 
voit  que  le  système  des  points  variables  P,,  Pj,  ..  .,P„ 
varie  de  façon  que  son  pôle  harmonique  par  rapport  au 
point  A  soit  un  point  fixe.  Mais,  les  deux  points  A  et  K 
étant  confondus,  la  droite  qui  les  joint  devient  une 
di-oite  ai'ltilraire  passant  par  lu  point  A.  On  voit  aiuM 
«|ue  le  système  des  droites  variables  devient  un  système 
de  droites  variant  de  façon  que  sa  polaire  Larniouîquc 
par  rapport  au  point  A  soit  une  droite  Hxe. 

Dans  cette  dégénérescence,  les  tangentes  communes  à 
deux  courbes  restent  les  tangentes  communes  à  deux 
courbes  ;  mais  les  n  foyers  réels  d  une  courbe  de  classe  /i 
doivent  être  remplacés  par  les  points  de  contact  des  n 
tangeiiies  menées  du  point  A  à  la  courbe.  Trausfoi— 
mous  maintenanl  par  polaires  réciproques  de  façon  que 
le  point  A  devienne  la  droite  de  l'infini.  Les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  à  une  courbe  du  point  A 
se  changent  en  les  asymptotes  de  la  courbe  transformée. 
Si  nous  remarquons  que  le  pôle  harmonique  d'un 
système  de  points  par  rapport  à  la  droite  de  l'iiilini 
n'est  autre  que  le  centre  des  moyennes  distances  de  ees 
points,  nous  voyons  apparaître,  comme  dégénéi-escence 
d'un  théorème  où  un  système  de  droites  variables  a  une 
orientation  constante,  un  autre  ibéoi'ènieoù  un  système 
du  points  variables  a  un  centre  des  nioycnnes  distauces 
lixe. 

Les  cinq  théorèmes  que  nous  avons    énoncés  uous 
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donnoiil  ainsi  ciiicj  autres  tliéorèmus  que  l'on  n'a  pas 
encore  pensé  à  rapproclicr  des  premiers. 

(i')  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
de  rencontre  de  deux  coui-bes  atgéèiù/ues  ne  varie 
fias  quand  on  remplace  l'une  des  deux  par  une  autre 
qui  a  les  mêmes  asymptotes.  (Liouville,  Journal  de 
Aiathématiques,  1 84 1  -) 

(a')  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  courbe  algébrique 
coïncide  avec  le  centre  des  moyennes  dislances  des 
points  de  rencontre  de  celte  droite  avec  les  asymptotes 
lie  la  courbe. 

(3')  Les  centres  des  moyennes  distances  des  deux 
systèmes  de  points  de  rencontre  de  deux  courbes  algé- 
briques par  une  asymptote  d'une  courbe  du  faisceau 
ponctuel  qui  contient  les  deux  courbes  coïncident. 
(HuMBEitT,  Journal  de  Mathématiques,  1887.) 

(4')  Le  centre  des  moyennes  disfniiccs  d«s  points 
communs  à  une  courbe  fixe  et  à  une  courbe  variable 
d'un  faisceau  ponctuel  reste  fixe,  si  chaque  asymptote 
de  la  courbe  est  asymptote  à  une  courbe  de  faisceau. 
(HuMBERT,  Journal  de  Mathématiques,  i88j.) 

(5')  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  fixe  et  ù  une  courbe  variable 
d'un  faisceau  ponctuel  reste  fixe,  si,  parmUes  courbes 
du  faisceau,  il  en  est  une  qui  admette  pour  asymptotes 
toutes  les  asymptotes  de  la  première  courbe.  (Hum- 
BEUT,  loc.  cit.) 

Le  tliéorènie  (<(')  peut  se  deduîi-e  des  théorèmes  (1') 
v\  (3'),  comme  le  théorème  (4)  peut  se  déduire  des 
iliéorèmes  (■)  et  (3).  On  ])eut  aussi  regarder  les 
théorèmes  (1'),  (a'),  (3')  et  (5'),  cotinne  des  tas  parti- 
culiers du  théorème  (4')- 
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i.  Je  signalerai,  )Hiur  terminer,  une  correspondance 
analogue  entre  le  théorème  (a),  que  nous  avons  énoncé, 
et  le  théorème  suivant,  dû  à  Chasles  : 

Le  centre  det  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  parallèles  à  une  même  direction, 
menées  à  une  courbe  algébrique,  reste  Jîxe  quand 
cette  direction  varie. 

J'ai  rappelé,  en  eJl'et,  sans  y  insister,  que  Poncelet 
avait  déduit  le  théorème  de  Càtes  sur  la  polaire  harmo- 
nique d'un  point  par  rapport  à  une  courhe  algébrique 
comme  une  forme  dégénérée  du  théurèuie  de  Caruot, 
sur  les  transversales,  dans  le  cas  où  le  polygone  trans- 
versal se  réduit  à  un  triangle.  Or,  si  l'on  transforme 
par  [lolaires  réciproques  le  théorème  de  Càtes,  de  façon 
que  le  point  se  change  en  la  droite  de  l'inlîni,  on  ob- 
tient justement  l'énoncé  du  théorème  de  Chasles,  cl  si 
l'on  transforme  le  théorème  de  Carnot  par  polaires  ré- 
ciproques, de  façon  que  deux  des  côtés  du  triangle 
transversal  deviennent  les  points  cycliques  du  plan,  ou 
obtient  l'énoncé  du  théorème  (2)  de  Laguerre.  Le 
théorème  de  Chasles  est  donc  une  forme  dégénérée  du 
lliéorème  de  Laguerre,  comme  le  théorème  (2')  est  une 
dégénérescence  du  théorème  corrélatif  du  théorème  de 
Laguerre. 


[Q4b] 


CAItRËS  MAGIQUES  SUPÉttlBURS; 

Pab  m.  Gaston  TARRY. 


Dans  les  cases  d'un  échiquier  dont  la  base  n  est  un 
nombre   impair  composé,  on    peut  toujours    répartir 
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les  /i'  premiers  nombres  de  telle  sorte  que  la  somme 
des   n  nombres  compris  dans  chaque  rangée  horizon- 
tale et  dans  chaque  colonne  verticale  soit  consUnte,  et 
qu'il  en  soit  de  même  de  la  somme  de  leurs  carrés. 

De  plus,  ces  carrés  peuvent  être  divisés  en  n  rec- 
Ungles  égaux  tels  que  les  n  nombres  de  chacun  d'eux 
donnent  les  mêmes  constantes  au  premier  et  au  second 
degré. 

Je  me  contente  ici  de  donner  un  exemple,  où  n  =  1 5  : 


13   ta   91  »»  iK 

Z1     ei     113    1»  HR 

a   0)  \s,  >»  m 

•^  n  •}^  mm 

6     U    9«    M  190 

36  U  12»  m  lu 
78    «3  W6  lei  un 

m  »i  lu   1   iG 

lîo  le?  m  »   90 

W  IM  !00    »    7S 

11*  w  a»  18  SI 

m  w   »  iK  1» 

ÎI3  i>    H   13!   m 
im    8    !*    WO  1.1 

zn  3a  M  130  111 
Bs  le   ;i  m  itj 

10  m  m  îQj  I* 

6!    110  1U  M    1» 

es  1»  ira  zia  m 

.1    M   1W  W    1. 

7!  ne  iM  196  î6 

■eo  lit  u  so  ot 

16S  198   n   «s    lis 
«*  Kl    M    M    tî3 

ISl   M»    ÎI     73    lOB 
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KOTI  UCTlriClTJVE,' 
Fab  m.  p.  lefebvre. 


Danj  une  Noie  insérée  au  numéro  de  novemiire  des 
JVomell^s  AnmJcs  (p.  5a8;  .899),  j'ai  indiqué  l'exis- 
tence d'une  division  de  n  poiuu  sur  une  droite  généra- 
lisant la  division  liarmonique.  M,,  M,    M,  M* 


Ann.  dt  Maihémat.,  .1- 
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Mit^.i ,  ■  ■ . ,  M„  étaul  eus  II  poÏDls,  il  (.-xi^lc  vulre  dtux  de 
ces  points,  Ma,  M^^i,  et  deux  points  fixes  imaginaires  de 
la  droile,  E,  F,  la  relation 

M*^-,F"M*F  ~     ' 
K  étant  une  racine  n^*"'  primitive  de  )'uuitI^ 

La  division  harmonique  correspondrait  au  cas  où 
n  =  1 ,  K  =  d=  /. 

Une  inadvertance  m'a  fait  dire  que  «  quatre  des 
n  poiois  ont  pour  rapport  anhannonique  une  racine 
r''"*  (le  l'uuilé,  dans  les  mêmes  conditions  où  les  quatie 
points  d'une  division  harmonique  ont  pour  raji^tort 
auhanuoiiique  —  i  ».  Il  est  clair  que  le  rapport  anhar- 
moni'que  de  4  des  n  points  est  toujours  réel. 

Le  rapport  auharmontquc  de  4  des  n  points  peut  tou- 
jours être  mis  sous  la  forme 

sin-(a+6)sin-(A-i-o) 

ll„^  — !L. — ^ , 

a,  b,  c  étant  Irois  notnhres  entiers  positifs  ou  négatifs 
plus  petits  que  n  en  valeur  absolue,  et  tels  qu'aucun  des 
nomhrea  n  +  i,  J-t-ceta-l-A-i-c  ne  soit  égal  à  n. 

Inversement  toute  expression  de  cette  forme peutéire 
regardée  comme  rapport  anharmonique  de  4  des  n  poiats. 
C'est  le  cas  pour  2  cos  —  et  4  cos*  —  quel  que  soit  le 
nombre  entier  p.  Toutefois,  l'expression  ne  devra,  bien 
entendu,  être  ni  nulle,  ni  infinie,  ni  égale  à  i . 

Hn  n'admel  jamais  la  valeur  —  i  si  ra  impair,  l'admet 
toujours  si  n  pair.  A  celle  valeur  correspondent  des 
groupes  de  4  des  n  points  formant  division  harmonique. 

Si  n  n'est  pas  premier,  Ha  adtnrt  évidemment  toutes 
les  valeurs  admises  par  les  exprnssions  H,,  Hp,  Hy,  ..  . 
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correspondaiii  à  st:s  facteurs  a,  ^,  y.  ■  ■  ■  autres  que  3  cl  3. 
Il  y  aurait  doDC  lieu  de  distinguer  ce  que  l'on  pourrait 
appeler  les  valeurs  primitives  de  H„. 

Si  n  est  premier,  le  nombre  de  valeurs  distinctes 
admises  par  Hu  est  égal  an  sextuple  du  nombre  pyra- 
midal de  côté  ^î^^;  c'est  donc  ^"~^'J "'"'*■  Elles 
a  8 

correspo&deni  6  par  6  aux  divers  groupes  que  l'on  peut 
former  avec  4  des  n  points  (4  points  donneront  6  rap- 
porU  anharmoiiîques). 

Pour  n  1=  5,  on  trouve  un  groupe  de  valeurs  ;  ce  sont 

Pour  n  ^=  6,   trois  groupes  de  valeurs  :   — i)  u,  -; 
I     ,    I     3    a.        ,  I      ,    I     4     î 

-»'  —  V  ^'  3-  V  V  -  ^'  -  3"*'  V  ï'  4 

Pour  n  =  7,  quatre  groupes  de  valeurs^  il  sulîGra  d'en 

citer  une  de  chacun  de  ces  groupes  acos  — ^acos — ^i 

9cos-^  et  acos--  (Le  dernier  groupe  contient  à  la  fois 

2eos-i  acos— ^>  acos — etieun  inverses:  l'équation  du 

■7                7                7                   (aA-i-iW 
troisième  degré  qui  donne  acos se  transfor- 
mant en  elle-même  en  remplaçant  x  par  ■■■— ■  ■  j 


AGRlGATIOX  BIS  SCIENCES  MATUfiNATIQlIBS  (CONCOURS 
IS  1899).  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMA- 
TIQUES ÉLÉMENTAIRES; 

Pab  h.  a.  vagquam, 

Proresseur   au    \ytèc   de   Nancy. 


1°  On  considère  les  coniques  ayant  une  direction 
fixe  D  et  passant  pnr  deux  points  fixes  A  et  B.  Deux 
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de  ces  coniques  passent  par  un  point  donné  M  ei  se 
coupent  en  un  nouveau  point  M'  qui  est  dit  associé  au 
point  M. 

On  demande  d'étudier  cette  association  et  plus  par- 
ticulièrement : 

a.  De  déterminer  les  points  M  tels  que  les  points  M' 
associés  soient  indéterminés; 

b.  De  trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  chacun 
d'eux  soit  confondu  avec  son  associé. 

a'  Montrer  que  si  le  point  M  décrit  une  droite 
quelconque  A,  le  point  associé  M'  décrit  en  général  une 
hyperbole  V  dont  on  cherchera  les  asymptotes.  Indi- 
quer les  régions  de  la  droite  A  qui  correspondent  aux 
deux  branchesde  l'hyperbole. 

3°  On  suppose  que  la  droite  A  est  placée  de  telle 
sorte  que  la  conique  T  devienne  une  parabole  et  l'on 
propose  de  trouver  le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole 
lorsque  la  droite  A  se  déplace  en  satisfaisant  à  cette 
condition. 

4"  On  suppose  que  la  droite  A  se  déplace  de  telle 
sorte  que  les  hyperboles  T  correspondantes  aient  une 
asymptote  commune.  On  demande,  dans  ces  conditions, 
de  déterminer  la  courbe  enveloppe  desaxes  desymétrie 
de  ta  conique  P. 

I.  Considérons  les  coniques  S  a^ant  uoe  directrice 
fixe  D  et  passant  par  deux  points  fixes  A  et  B;  soient  C 
le  poini  de  rencontre  de  D  el  AB,  C  le  conjugue  har- 
moni()ue  de  C  par  rapport  à  A  et  B.  Si  F  est  le  fo^er 
d'une  coni<]ue  S,  on  sait  que  la  bissectrice  de  l'angle 
AFB  el  celle  de  son  supplément  sont  FC  et  FC  ou  PC 
et  FC;  l'angle  CFC  étant  droit,  on  voit  que  F  se  trouve, 
dans  les  deux  cas,  sur  le  cercle  de  diamètre  CC.  De 
même,  si  AM  rencontre  D  au  point  E  et  si  E'  est  le  con- 
jugué harmonique  de  E  par  rapport  à  A  et  M,  le  foyer 
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d'une  conique  S  passant  par  A  et  M  se  trouve  sur  le 
cercle  de  diamètre  EE'.  Ces  cercles  CC,  EE'  se  coupent 
en  deux  points  F,  F,  réels  ou  imaginaires.  Donc  il  existe 
deux  coniques  ayant  D  pour  diriictrice,  pour  foyer  cor- 
respondant F  ou  F,   et  passant  par  A,   B,  M.   Ces  co- 


i 

Pis.  .. 

•^---"A 

r'^^j)^ 

H 

D 

niques,  que  je  supposerai  d'abord  tUstinctet,  se  coupent 
en  un  quatrième  point  M';  les  axes  de  ces  coniques  sont 
l'un  parallèle,  l'autre  perpendiculaire  à  D  et  par  suite 
sont  respectivement  parallèles;  il  en  résulte,  d'après  une 
propriété  bien  connue,  que  les  quatre  points  A,  B,  M, 
M'  sont  sur  un  cercle  et  que  MM' est  parallèle  à  la  droite 
Di  symétrique  de  AB  par  rapport  à  D. 

On  peut  donc  trouver  le  point  M'  de  la  façon  sui- 
vante : 

Par  les  trois  poinu  A,  B,  M,  on  fait  passer  un  cercle; 
par  le  point  M,  on  mène  une  droite  parallèle  à  D|  rcn- 
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contrant  le  cercle  ABM  au  point  M'  qui  sera  dit  associé 
au  point  M. 

On  peut  encore  dire  :  Soient  AM'  parallèle  k  la  symé- 
trique de  BM  par  rapport  à  D  et  BM'  parallèle  à  la  symé- 
trique de  AM  par  rapport  ù  D,  les  droites  AM'  et  BM' 
ainsi  obtenues  se  coupent  en  M'. 

Inversement,  l'associé  de  M'  est  M.  On  voit  que  la 
directrice  D  ne  sert  qu'à  fixer  la  direction  D( . 

L'association  ainsi  définie  des  points  M  et  M'  suppose 
que  les  deux  coniques  S  et  S|  qui  passent  en  M  sont  dis- 
tinctes. Si  elles  sont  confondues,  le  point  M',  associé 
à  M,  est  indéterminé,  et  le  point  M  décrit  une  courbe 
de  (juairièine  ordre  qui  se  décompose  en  une  cubique  et 
la  droite  AB.  Pour  le  voir,  nous  allons  déterminer  les 
points  Al  situés  sur  une  droite  AE  passant  par  A  et  ren- 
contrant D  en  K.  Pour  un  point  M  cberclié,  le  cerclede 
diamètre  EE'  est  tangent  en  F  au  cercle  GC  ;  or  le  cercle 
F.E'  est  tangent  en  E  à  la  perpendiculaire  ET  à  AE,  au- 
trement dit  passe  par  deux  points  de  cette  perpendîcn- 
laire  confondus  avec  le  point  E;  or  on  sait  qu'il  y  a 
deux  cercles  passant  par  deux  points  et  tangents  à  un 
cercle;  donc  sur  une  droite  quelconque  AE  il  y  a  deux 
points  M,  M,  que  nous  pouvons  construire  et  autre* 
que  A.  Je  dis  maintenant  i|u'il  y  a  deux  positions  par- 
ticulières de  la  droite  mobile  AE  pour  lesquelles  un  des 
deux  points  M,  M|  vient  se  confondre  avec  le  point  A. 
Le  point  M,  ou  M,  ne  peut  venir  en  A  que  si  E'  y  vient 
aussi  \  le  cercle  de  diamètre  EE'  devient  le  cercle  de  dia- 
mètre EA  passant  par  la  projection  A'  de  A  sur  D;  il  y 
a  donc  autant  de  droites  cherchées  AE  qu'il  y  a  de 
cercles  passant  en  A,  A'  et  tangents  au  cercle  fixe  CC, 
c'est-à-dire  deux;  l'un  de  ces  cercles  est  évidemment 
AA'C  tangent  en  C  au  cercle  CC;  l'autre,  qu'on  déduit 
ininiédia tentent    du     nrécédent,     n'ncontre    J>    en    un 
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deuxième  po!iil  H.  On  voit  donc,  en  faisant  variiT  la 
droite  AE,  qne  le  lieu  des  pninls  M  pour  lesquels  les 
coniques  S  et  S|  sont  confondues  est  une  ligne  du  qua< 
trièiue  ordre,  admettant  un  point  double  en  A,  les  tan- 
gentes en  ce  point  double  étant  AC  et  AH.  On  voit  de 
même  que  la  tourbe  admet  un  point  double  eu  B,  l'une 
des  tangentes  en  cit  [wintétaiitBC^  la  tangente  double  AU 
rencontrant  la  courbe  en  six  points  appartient  au  lieu, 
ce  qu'on  v^rilîe  d'ailleurs  immédiatement,  car  si  M  est 
un  point  quelconque  de  AB,  C|  te  conjugué  barutonique 
de  C  par  rapport  n  AM,  le  cenle  de  diamètre  CC(  est 
laugfnt  en  C  au  cercle  fixe  CC;  le  foyer  de  la  conique 
double  correspondanie  est  C  et  cette  conique  se  décom- 
pose en  la  droite  AB  et  sa  symétrique  par  rapport  à  D. 
Le  reste  du  lieu  est  um-  cubique  passant  eu  A  et  B,  les 
tangentes  en  ces  points  étant  Ail  et  BK.  qu'on  trouve 
comme  AH. 

Revenons  maintenant  au  cas  général  où  les  deux  co- 
niques S,  Si  sunt  distinctes  et  clierclions  : 

a.  Les  points  M  tels  que  les  points  M'  associés  soient 
indéterminés.  Un  point  M  étant  cboisi,  lus  droites  AM' 
et  BiM'  sont  déterminées  en  même  temps  que  les  droites 
B.M  et  AM.  Une  de  ces  dernières  ne  peut  devenir  indé- 
terminée que  si  M  est  en  A  ou  B  :  si  M  est  en  A,  AM 
est  parallèle  :i  D,  et  BM'  est  inilétermiaée;  si  M  est  en  B, 
BM'  est  parallèle  à  D)  et  AM'  est  indéterminée;  il  y  a 
dope  deux  points  M,  savoir  A  et  B,  donnant  lieu  à  une 
inlîuité  de  poiuts  M'  situés  sur  les  parallèles  menées  par 
A  et  B  à  D, . 

b,  Cke'rebons  maintenant  le  lieu  des  points  M  tels 
que  cbacun  d'eux  soit  confondu  avec  son  associé  M'; 
comme  AM'  devient  AM,  les  droites  AM  et  BM  sont 
symétriques  par  rapport  à  D  et,  inversement,  s'il  en  est 
ainsi.  M'  est  confondu  avec  M  ;  on  a  donc  à  cbercber  le 
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lieu  des  points  M  tels  qae  AM  et  BM  soient,  en  direction, 
symétriques  par  rapport  à  D.  Les  faisceaux  AM  et  BM 
^tant  homographiques,  le  lieu  de  M  est  une  coniqtie 
passant  par  A  et  B;  ses  directions  asymptotiques  sont 
l'une  parallèle,  l'autre  perpendiculaire  à  O;  cette  conîqne 
est  donc  une  hyperbole  ëquilatëre;  son  centre  est  le 
milieu  de  AB,  comme  on  le  voit  en  achevant  Je  parallé- 
logramme ayant  pour  côtés  consécutifs  MA  et  MB. 
D'après  la  première  manière  de  définir  M',  on  voit  que 
ce  lieu  est  le  même  que  celui  des  points  de  contact  des 
tangentes  aux  cercles  passant  par  A  et  B  et  parallèles 
àD,. 


II.  Si  le  point  M  décrit  une  droite  A,  les  faisceaux  AM 
et  BM  sont  homographiques  ;  les  faisceaux  AM'  et  BM', 
respectivement  homographiques  aux  faisceaux  BM  et 
AM,  sont  aussi  homographiques;  donc  le  lieu  de  M'  est 
une  conique  F  passant  par  A  et  B.  Cherchons  les  direc- 
tions asymptotïques  de  F  :  quand  AM'  et  BM'  sont  paral- 


lèles, AM  et  BM  sont  parallèles  ou  confondus  et  inver- 
sement. Or  AM  et  BM  sont  parallèles  quand  M  eut  i 
]'iu6ni  sur  A,  alors  une  première  direction  asymptotîque 
est  la  symétrique  &t  de  i  par  rapport  à  D  ;  d'autre  part, 
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AM  et  BM  soni  confondus  quand  M  est  au  point  de  ren- 
contre I  de  AB  et  A;  par  suite,  la  deuxième  direction 
asymptotique  est  la  symétrique  D|  de  AB  par  rapport 
à  D;  de  plus,  quand  M  vient  en  I,  te  point  M' étant  à 
l'infini  sur  la  droite  MM'  de  direction  D| ,  le  point  I  est 
un  point  de  l'asymptote  de  direction  Di  (  '  )  ;  on  a  donc 
une  première  asymptote  IL  parallèle  à  D,  ;  l'autre, 
de  direction  A|,  s'obtient  d'après  une  propriété  bien 
connue  d'une  corde  AB  d'une  hyperbole,  savoir  :  le  seg- 
ment de  droite  porté  par  AB  et  ayant  ses  extrémités 
sur  les  asymptotes  a  même  milieu  que  le  segment  AB. 
On  prendra  donc 


et,  pari',  on  mènera  une  droite l'L'  parallèleà  A,. 

Comme  cas  particulier,  quand  la  droite  A  passe  par 
l'un  des  points  A,  B,  l'hyperbole  F  se  décompose  en  deux 
droites  AA'  parallèle  à  D,  et  BB'  parallèle  a  At  *,  on  peut 
dire  qu'elle  se  réduit  à  ses  deux  asymptotes. 

Le  cercle  ABM  rencontre  la  droite  A  en  un  deuxième 
point  N  ayant  pour  associé  N'.  Les  régions  de  A  où  doit 
se  trouver  M  pour  que  M'  reste  sur  une  même  branche 


<  '  )  Ceci  prouve  il  Douveau  que  D,  est  uoe  directiao  asymptotique 
mais  Don  que  IL  «st  l'asytnptoie  correspond  sa  te.  Pour  prouver  que 
IL  csi  l'asymptote  de  directioa  D,  il  Uui  observer  qu'à  deux  droite» 
A  et  A'  il  corregpoad  deux  coniques  r  et  r'  ayant  quatre  points 
communs,  dont  trois,  A,  B  et  le  point  i  l'iaani  snr  D,,  sont  fixes; 
de  sorte  que  le  quatrième  point  correspond  i  t 'intersection  de  à  et 
de  A'.  Supposant  alors  que  A'  soit  l'asymptote  en  question,  la  co- 
nique r'  se  décompose  eo  deux  droites,  savoir  :  i'  et  AB.  Les  points 
commuas  à  r  et  à  T'  sont  A,  B  et  le  point  à  l'infini  sur  D,  compté 
deux  fois,  puisque  A'  est  tangente  à  r  en  ce  point.  Il  en  réanlte  que 
le  point  à  l'infini  sur  D,  correspond  au  point  de  rencontre  de  A  et 
de  A';  mais  le  point  associé  au  point  i  l'infini  sur  D,  est  indf  termini 
sur  AB;  donc  A  et  A'  se  coupent  sur  AB  et  l'asymptote  cherchée  est 
bien  lU,.  (X.  A.) 
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duV  siinlles  demi -droites  lA,  1&'.  Il  y  a  deux  cas  à  exa- 
miner :1e  point  1  esl  extérieur  au  segment  Ah  ou  appar- 
tient À  ce  segment. 

Quand  I  est  extérieur  au  segment  AB,  les  points  M 
et  iV  décrivent  en  même  temps  les  demi-droites  I&,  lA' 
en  vertu  de  la  relation 

IM,IN  =  IA.IB; 
les  points  M',  N'  restent  sur  la  même  brantlie;  en  ell'et, 
la  corde  M'N'nc  rencontre  pas  l'asymptote  IL  de  direc- 
tion D|  et  par  suiie  ne  rencontre  aucune  asymptote. 

Quand  I  appartiint  au  segment  AB,  les  points  M 
et  iV  sont  l'un  sur  I A,  l'autre  sur  lA';  les  points  M'et^' 
sontsurdcs  branches  dlIFérentes,  car  la  corde  M'M'  deP 
rencontre  les  deux  asymptotes,  puisqu'elle  rencontit: 
évidemment  l'asymptote  IL  de  direction  D).  Dans  les 
deux  cas,  on  voit  que  les  régions  eliercliées  sont  lA 
ellA'. 

III.  Pour  que  la  conique  Y  soit  une  parabole,  il  faut 
et  il  ttuflit  que  ses  deux  directions  asyinptotiques  soient 
les  mêmes,  c'esl-A-dIre  A,  parallèle  à  l),  et  par  suite  A 
parallèle  à  AB.  La  parabole  relative  à  une  droite  A  paral- 
lèle à  AB  a  son  axe  parallèle  à  Dr,  sa  directrice  D'  est 
perpendiculaire  à  D, .  Soient  F  le  foyer  de  cette  parabole, 
AA'  et  BB'  les  perpendiculaires  abaissées  de  A  et  B  sur 
la  directrice  I^.  On  a 

AF  =  AA',        BF  =  BB' 
et,  par  suite, 

FB-FA  =  BB'- AA'=cons[.=  I«  projection  de  AB  sur  D,. 

De  là  résulte  que  si  A  se  déplace  parallèlement  à  AB,  le 
lieu  du  foyer  F  de  la  parabole  T  est  une  hyperbole  ayant 
pour  foyers  A  ei  B  et  pour  longueur  d'axe  Irausverse  la 
projection  de  AB  sur  D,. 
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IV.  Si,  à  litiux  droites  A,  correspondent  deux  hyper- 
boles F  ajanttme  asymptote  commune,  celle-ci  est  néces- 
sairement parallèle  à  D|,  direction  asyrapto tique  com- 
mune aux  deux  hyperboles,  uar,  autrement,  les  deux 
hyperboles  ayant  deux  points  communs  A,  B  auraient 
Fig.  3. 


leurs  Jeux  asymptotes  communes  et  coÏDcideraient;  les 
droites  A  correspondantes  coïncideraient  également.  On 
conclut  de  U  et  aussi  de  ce  qui  précède  (III)  que  les 
droites  A  donnant  lieu  à  des  hyperboles  ayant  une  asym- 
ptote commune  doivent  rencontrer  la  droite  indéfinie  AB 
en  un  même  point  I  et  que  Tasymplote  commune  est  IL 
parallèle  à  D,.  t,es  asymptotes  IL  et  l'L'  d'une  hyper- 
bole r  se  coupent  au  cqntre  ii>  de  F  qui  a  pour  axes  de 
symétrie  les  bissectrices  cdP,  uQ  des  angles  formés  par 
les  asymptotes.  Le  milieu  m  de  l'u  décrit  une  droite  D', 
parallèle  à  IL,  équidistante  de  I'  et  IL,  rencontrant  les 
axes  en  Pet  Q.  Le  quadrilatère  l'PwQ  est  un  rectangle; 
en  effet,  les  triangles  umP,  wmQ  sont  isoscèles,  par 
suite 

les  diagonales  du  quadrilatère  se  coupent  en  parties 
égales  ;  c'est  donc  nu  parallélogramme  qui  est  rectangle. 
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puisque  l'angle  P<oQ  est  droit,  L'eaveloppe  des  axes 
(oP,  uQ  est  doDC  une  parabole  ayant  pour  foyer  I',  pour 
tangente  au  sommet  D', ,  pour  directrice  IL. 


RECLAMATION  A  PROPOS  DU  THfiORBME  HT  •  W  ROUGIÉ  ' 

Pkh  m.  g.  FONTENÉ. 


U  est  d'usage  de  donner  le  nom  de  théorème  de 
Rouché  k  la  discussion  d'un  système  d'étjuationsdu  pre- 
mier degré.  Bien  qu'on  ait  mauvaise  grice  à  parler  de 
soi,  je  crois  pouvoir  rappeler  que  j'avais  remis  au  mois 
de  septembre  iS^S  à  Gerono  l'Article  qui  a  paru  au  mois 
de  décemlire  de  U  même  année  dans  les  Nouveltes 
Annales,  et  qui  donnait  cette  discussion  :  cela  résulte 
d'nneNotede  Gerono  insérée  dans  le  numéro  de  janvier 
suivant,  en  réponse  à  une  réclamation,  d'ailleurs  bien- 
veillante, de  M.  Roucbé.  Or,  la  Note  de  M.  Rouché  à 
l'Académie  est  du  mois  de  novembre  de  la  même  année. 
On  pourrait  donc,  comme  l'a  fait  M.  H.  Laurent  dans 
son  Traité  d'Algèbre  (1879),  dire  sans  injustice  :  le 
théorème  de  MM.  Fontené  et  Rouché.  Je  crois  que  cela 
ne  conlrarierait  pas  M.  Rouché,  dont  le  bagage  scîenli- 
lique  est  d'ailleurs  considérable. 


«UBSTIONS. 

S73.  (1801,  1 13).  —  Soit  la  fractioD 


^l/Z 
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M.N  =  n. 

S83.  (1861,  i4o).  —  ËtBDt  données,  dans  ua  plan,  deu\ 
coarbes  géométriques,  l'une  de  degré  m  et  l'autre  de  la 
datte  n;  si  une  tangente  roule  sur  celle-ci  et  que  par  les 
points  où  elle  rencontre  la  courbe  Cn  on  mène  à  cette  courbe 
dts  tangentes  et  des  normales  : 

I*  Les  tangentes  se  coupent  deux  A  deuK  sur  une  courbe  de 

degré  lffl«(/«-i)(a/M-3); 

a'  Les  normales  se  coupent  deux  A  deun  sur  une  courbe  de 
degré  -  mn{m  —  \){-im  —  i).  (E.  de  JoNoniâiiEB.) 

S8S.  (1861.  lio).  —  Trois  coniques  étant  données  dans  un 
même  plan,  il  y  a  vingt  points  d'où  elles  sont  vues  sous  le 
même  angle  ou  sous  des  angles  supplémentaires. 

(Faube.) 

SB9.  (1841,  i4i).  —  Un  polygone  d'un  nombre  pair  de  cAtés 
étant  inscrit  dans  une  conique,  si  l'on  mène  par  son  centre  des 
parallèles  à  chaque  cAté  du  polygone,  de  manière  A  former 
OQ  parallélogramme  en  chacun  de  ses  sommets,  la  somme  des 
ioTerses  des  parallélogrammes  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  inverses  des  parallélogrammes  de  rang  impair. 
(Fauis.) 

592  (1861,  ai6).  —  Soit  un  cylindre  circonscrit  à  une  surface 
de  révolution;  de  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  l'axe;  on  obtient  une  surface 
gauche;  circonscrivons  à  cette  surface  un  second  cylindre; 
coupant  les  deux  cylindres  par  an  plan,  la  section  du  second 
cylindre  est  la  développée  de  ta  section  du  premier  cylindre. 

(Maxime  DunseifE.) 

593  (1861,  at6}.— Un  cylindre  étant  circonscrit  à  une  surface 
de  révolution  engendrée  par  une  sinusoïde,  la  courbe  de  con- 
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tact  est  une  hélice  dont  la  projection  sur  un  méridie»  est  aussi 
une  sinusoïde  semblable  à  la  courbe  méridienne;  le  rapport 
de  similitude  est  |;  la  section  du  cylindre  par  un  plan  est  une 
cycloïde;  opérant  comme  dans  la  question  précédente,  la 
coifrbe  de  contact  sur  la  surface  gauche  est  encore  une  hélice 
égale  à  la  première  hélice.  (Maximb  Dunesiib.) 

S96  (1861,  391)).— Cette  question  fait  double  emploi  avec  S89. 

307  (1861, 399). —  Si  l'on  prend  les  polaires  des  points  milieux 
descdtés  d'un  triangle,  relativement i  une  conique  quelconque 
inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un  triangle 
qui  a  une  surface  constante.  {rAURK.  ) 


1839.  Soient 

AA', 

3B' les  axes  d'une 

ellips 

e  telle  que 

langle 

BAB' 

soit  égal 

à^ 

t  et  rt  étant  premiers 

entre  eux 

P,  us 

point 
ligne 

de  AA' 

brisée  re 

)U   de 
tangu 

ses  prolongements;  P 
aire  dont  tes  éléments 

MoP,M,. 
font  avec 

A  A'  les 

angle 

±î,d 

nt  les  sommets  P„  P,, 

sont  sur  AA',  les 

sommets  M«,  M 
deux  sommets 
rapport  A  AA' 
si  k  est  impair 

Po  c 

sont  sur  l'ellipse 
ifsM„iM,+,  nesoi 
ïncîde  avec  P,  s 

t  tellement  placés  que 

nt  pas  symétriques  par 

k  est  pair;   avec    P,, 

(Lkheiat.) 

18W.  On  décrit  un  cercle  ayant  pour  diamètre  un  rayon  de 
courbure  d'une  conique  donnée  et  l'on  mène  les  tangentes  com- 
munes à  ces  deui  courbes.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la  corde 
de  contact  de  ces  tangentes  et  du  cercle,  lorsque  l'on  prend 
successivement  lous  les  rayons  de  courbure  de  la  conique? 
(Manmibih.) 

1841.  Dans  un  quadrilatère  complet,  les  quatre  orthocentrei 
et  les  points  où  la  ligne  de  ces  orthocenlres  est  coupée  par  lei 
quatre  c&tés,  sont  huit  points  en  iuvolution. 

(C.  Bl*nc.) 

1842.  Sur  la  diagonale  extérieure  d'un  quadrilatère  inscrit, 
les  intersections  de  cette  diagonale  avec  les  diagonales  inté- 
rieures, les  intersections  des  côtés  opposés,  tes  points  où 
passent  les  perpendiculaires  menées  an\  diagonales  intérieure 
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par  l'orthocentrc  du  triangle  ayant  pour  sommeil  les  extré- 
mités de  la  diagonale  extérieure  et  le  croisement  des  diago- 
nales intérieures,  sont  sis  points  en  involution. 

{C.  Blanc.) 

1843.  Appelons  second  centre  de  courbure  d'une  courbe  en 
un  point  M,  le  centre  de  courbure  de  la  développée  au  point 
où  elle  est  touchée  par  U  normale  en  M.  Le  Heu  des  seconds 
centres  de  courbure  des  courbes  triangulaires 

AX"'-t-BY'«-t-GZ'"  =  o. 

tangentes  en  M  à  une  droite  donnée  MT,  lorsque  m  varie,  est 
une  parabole  passant  par  M  et  admettant  MT  pour  diamètre. 
(A.  Pellet.) 

18M.  Les  axes  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
circonscriptible  à  un  cercle  sont  tangents  à  une  parabole  qui 
touche  les  trois  diagonales  du  quadrilatère. 

(A.  Pellbt.) 

184S.  Les  plans  principaux  des  quadriques  inscrites  dans  la 
développable  définie  par  une  sphère  et  une  quadrique  quel- 
conque sont  tangents  à  une  développable  circonscrite  à  des 
paraboloides  qui  louchent  les  quatre  faces  du  tétraèdre  con- 
jugué par  rapport  A  la  sphère  et  à  la  quadrique. 

(A.  Peixbt.) 

1S46.  Si  0  el  O,  sont  les  fovers  d'une  conique  inscrite  à  un 
triangle  ABC,  on  sait  que  les  projections  de  ces  points  sur  les 
c&tés  de  ABC  appartiennent  au  cercle  homographique. 

L  Si  le  point  O  décrit  une  droite  &,  le  point  0|  décrit  une 
conique  circonscrite  à  ABC. 

II.  Construire  la  conique  A,  B,  C,  D,  E,  et  déterminer  gra- 
phiquement sa  nature. 

III.  Le  lieu  des  points  I)  et  0|  pour  lesquels  la  droite  00, 
passe  par  un  point  (i\t:  P,  auquel  en  correspond  un  autre  P,, 
est  une  cubique  r  dont  on  obtient  aisément  douze  points  et 
sept  tangentes.  Trouver  les  asymptotes. 

IV.  A  la  cubique  r  en  correspond  une  autre  r,,  relative  à  P], 
et  ayant  avec  r  neufs  points  communs.  (P.  Somoat. ) 

1847.  Un  ni  homogène  de  longueur  l,  dnnt  le  poids  par  unité 


jh,Googlc 


<  '9^  ) 
de  longueur  est  m,  est  attaché  par  une  de  ses  extrémités  i  un 
point  lixe,  tandis  que  l'extrémité  libre  porte  un  poids  p. 

Ce  ni  est  soumis  à  l'action  du  vent  soufflant  horiEontalement 
avec  une  intensité  et  dans  une  direction  constantes.  On  admet 
que  la  pression  du  vent  sur  chaque  élément  infiniment  petit 
du  fil  est  proportionnelle  au  carré  de  la  composante  normale  de 
la  vitesse  et  l'on  demande  de  déterminer  la  forme  d'équilibre 
du  61. 

Examiner  ce  que  devient  cette  forme  d'équilibre  dans  le  eu 
où^  =  o.  (M.  It'OcàGNE.) 

1S4S.  Si  une  cubique  unicursale  tritangente  à  une  conique 
découpe  sur  chacune  des  tangentes  aux  trois  points  de  contact 
un  segment  qui  soit  vu  de  l'un  des  foyers  de  la  conique  soui 
un  angle  droit,  l'un  des  segments  déterminés  par  cette  cubique 
sur  une  tangente  quelconque  i  la  conique  est  vu  du  même  fojer 
sous  un  angle  droit.  (M.  b'Ocagnb.) 

\S4S.  Étant  donnés  une  couronne  circulaire  de  centre  0 
comprise  entre  les  cercles  C  et  C,  et  un  point  A  en  dehors  de 
celle  couronne  (c'est-à-dire  intérieur  au  plus  petit  cercle  ou 
extérieur  au  plus  grand),  on  appelle  B  et  B'  les  points  des 
cercles  C  et  C  situés  sur  U  perpendiculaire  à  OA  élevée  en  A 
si  ce  point  est  intérieur,  sur  les  tangentes  issues  de  A  si  ce 
point  est  extérieur  et  du  même  cAté  de  OA,  et  l'on  pose  dans 
les  deux  cas  : 

AOB  =  u,        X0B'  =  iu'. 

Si  le  rayon  situé  du  même  cOté  que  B  et  B',  sur  lequel  l'épaiS' 
seur  de  la  couronne  est  vue  de  A  sous  le  plus  grand  angle  S, 
fait  avec  OA  l'angle  f,  on  a 

lang"  =  tang—  lang  —, 


(M.  d'Ocagkb.) 
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[KU] 
MiXllNB  GONCOVRS  DIS  «  ^OUYELLES  ANNALES  (')  ' 
POUR  1899; 

Par  m.  E.  DUPORCQ. 


1.  La  projeclion  stéréographique  permet,  comme  on 
sait,  de  ramener  l'étude  des  cercles  d'un  plan  à  celle  des 
sections  planes  d'une  sphère  :  les  quatre  coordonnées 
homogènes  qui  définissent  l'équation  d'un  plan  peuvent 
donc  être  envisagées  ainsi  comme  quatre  coordonnées 
homogènes  d'un  cercle  du  plan. 

Considérons,  par  exemple,  ta  sphère  S  qui  a  pour 
équation  homogène,  relativement  à  trois  axes  rectangu- 
laires OjTtiOx,,  Oxj, 


désignons  par  (■>  le  point  de  cette  sphère  qui  admet  les 
coordonnées 

et  soit  m  un  point  quelconque  du  plan  Xt  Oxi  de  coor- 
données 

^1  =  xa:t,      .  3-,  =  jfXi,         X,  =  o. 

Les  coordonnées  homogènes  du  point  fi,  où  la  droite 
(urti  perce  la  sphère  2,  peuvent  s'écrire 

-r,=x,    xj  =  y,    x,=  -.(ic'+^'-t-i),    Ti=-(i— a-»  — j''). 

Par  suite,  après  substitution  de  ces  valeurs,  l'équa- 
tion 

(')  Voir  X'inaaci  du  suji-l,  même  Inme.  p.  ''(.'>. 

Aitn.de  .ifathemal.,  3- si» rie,  t.  Xl\.  |Mai  lyon-l  l3 
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représente  la  projection  stéréographique  A  du  cercle 
suivant  lequel  la  sphère  S  coupe  le  plan  polaire  P  au 
point  a  de  coordonnées  u,,  Uj,  U|,  u^. 

Le  centre  du  cercle  A  est  d'ailleurs  le  point  où  la 
droite  (oa perce  le  plan  x^Oxa- 

2,  Si  le  point  A  appartient  à  ta  spbëre  Z,  le  plan  P 
la  touche  en  ce  point,  et  le  rayon  du  cercle  A  devient 
nul  ;  par  suite,  l'ensemble  des  cercles  de  rayon  nui  se 
trouve  représenté  par  l'équation 


Si ,  au  contraire,  le  point  a  est  dans  le  plan  n  tangent 
à  S  en  CD,  le  plan  P  passe  par  le  centre  de  projection, 
et  le  cercle  A  se  réduit  à  une  droite;  ainsi  L'équation 

représente  l'ensemble  des  droites  du  plan. 

3.  Nous  utiliserons  souvent  uue  propriété  importante 
do  la  projection  stéréographique,  que  nous  nous  con- 
tenterons de  rappeler  :  elle  consiste  en  ce  que,  P  étant 
le  plan  polaire  d'un  point  a  par  rapport  à  une  sphère, 
les  projections  stéréograpliiques  des  points  où  celle 
sphère  rencontre  une  sécante  issue  de  a,  sont  deux 
points  symétriques  par  rapport  au  cercle  A  suivant 
lequel  se  projette  la  section  de  la  sphère  par  le  plan  P; 
autrement  dit,  à  deux  figures  en  /?erspectiwe  sur  la 
sphère  correspondent  deux  figures  symétriques  par 
rapport  à  un  cercle. 

Soient  par  exemple  Pi  et  Pi  deux  plans  dont  les  sec- 
tions par  la  sphère  S  sont  en  perspective  du  point  de  vue 
a  :  les  projections  de  ces  sections,  A,  et  A^,  sci-onl 
syniéiriques  pat*  rapport  au  cercle  A. 
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Or  les  pftles  a,  kI  a^  des  plans  P,  et  P^  sont  sur  une 
même  droite  issue  de  a,  ei  ils  sont  conjugués  liainio- 
niqucs  relativement  au  point  a  et  au  point  où  celte 
droite  coupe  le  plan  P.  Ainsi,  à  deux  points  honio- 
togues  de  l'homologie  particulière  (a,,<ii)  corres- 
pondent deux  cercles  symétriques  par  rapport  au 
cercle  A . 

•4.  Si  le  pointa  de  l'espace  décrit  une  surface  algé- 
brique d'oi-dre  n,  le  cercle  Aqui  lui  correspond,  comme 
nous  l'avons  indiqué  plus  haut  (n°  \  ),  engendrera  un 
réseau  du  n'^""  ordre.  Les  cercles  points  forment  donc 
un  réseau  du  second  ordre,  et  les  droites  un  réseau  du 
premier  ordre. 

Si  le  point  a  décrit  seulement  une  courbe  d'ordre  p, 
le  cercle  A  engendrera  de  même  une  série  du  pi''"' 
ordre.  On  voit  donc  immédiatement  que  : 

Les  cercles  communs  à  deux  réseaux,  d'ordres  m  et 
n,  forment  une  série  d'ordre  mn. 

Enfin,  les  cercles  communs  à  trois  réseaux  corres- ■ 
pondent  aux  puîuts  communs  à  trois  surfaces,  et  leur 
nombre  est  égal  au  produit  des  ordi-es  des  r 


5.  On  sait  que,  lorsque  deux  plans  sont  conjugués  à 
une  sphère,  ils  la  coupent  suivant  des  cercles  orthogo- 
naux; cette  propriété  n'étant  pas  altérée  par  la  projec- 
tion stéréc^raphique,  on  voit  que  si  a  et  a'  désiguenl 
deux  points  de  l'espace  conjugués»  S,  les  cercles  corres- 
pondants A  et  A'  se  coupent  ortbogonalement ;  t'ortho- 
gonaiité  de  deux  cercles  s'exprime  donc  par  la  rcla- 
iiou 
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On  voit  (le  plus  i|ue  : 

Tout  réseau  linéniie  est  formé  par  les  cenles  ortho- 
gonaux à  un  cercle  Jixe. 

Ce  cerelv  T,  que  nous  appellerons  la  hase  du  réseau 
linéaire,  est  d'ailleurs  évidemment  la  projection  du  cercle 
de  la  sphcreS  situé  dans  le  plan  que  décrit  alors  le  pointa. 

Cette  base  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  points  du 
réseau,  et  les  droites  qui  ap[>artiennent  au  réseau  pas- 
sent par  sou  centre.  Elle  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  un 
point  ou  à  une  droite. 

Enfin,  on  voit  immédiatement  qu'un  réseau  linéaire 
est  défmi  par  trois  cercles  qui  n'admettent  pas  un  même 
aie  radical. 

6.  Les  cercles  communs  à  deux  t-éseau\  linéaires 
forment  une  série  linéaire.  I^e  point  a  décrit  alors  une 
droite  A  et  son  plan  polaire  P  pivote  autour  de  la  conju- 
guée de  A  par  rapport  h  J.;  les  cercles  A  ont  doue  un 
même  axe  radical  ;  ils  coupent  orthogonalement  tous  les 
cercles  suivant  lesquels  se  projettent  les  sections  de  Z 
par  les  plans  issus  de  A.  Nous  aurons  parfois  à  consi- 
dérer ces  deux  séries  linéaires  réciproques,  qui  corres- 
pondent ainsi  â  deux  droites  conjuguées  à  S  :  nous  dirons 
qu'elles  sont  orthogonales. 

Si  la  droite  A  passe  par  tii,,  les  cercles  correspondants 
deviennent  concentriques,  et  la  série  orthogonale  est 
formée  par  les  droites  issues  de  leur  centre  commun. 

7.  Le  nombre  des  cercles  communs  à  une  série  linéaire 
el  à  un  réseau  quelconque  est  (u°  4)  égal  à  l'ordre  de 
ce  réseau  ;  autrement  dit  : 

Par  deux  points  arbitraires,  il  passe  m  cercles  d 'un 
réseau  d'ordre  m. 
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De  même,  un  réseau  d'ortire  m  admet  généralement 
ni  cercles  de  centre  donné.  Ils  correspondent  aux  pointa 
où  la  sarfacc  S,  à  laquelle  correspond  le  réseau,  coupe 
uue, droite  issue  de  u.  II  y  a  exception  si  S  passfî  par  u  : 
la  droite  de  l'inlinl,  envisagée  comme  une  droite  double, 
appartient  alors  au  réseau,  et  son  centre  est  indéterminé, 
de  sorte <|u'il  oe  reste  plus  en  réalité  que  (m  —  i)  cercles 
ayant  un  centre  donné  :  nous  dirons  alors  ijue  le  réseau 
est  parabolique  (  '  ). 

8.  Âvantde  passer  à  l'étude  spéciale  des  réseaux  qua- 
dratiques, nous  allons  indiquer  quelques  propriétés  com- 
munes i  tous  les  l'éseaux,  d'ordre  quelconque,  et  d'où 
découleront  immédiatement  d'importantes  propriétés 
des  réseaux  quadratiques. 

A  tout  réseau  se  trouvent  atucliées  deux  courbes 
remarquables;  la  première  est  le  lieu  des  centres  des 
cercles  poiuts  du  réseau;  nous  l'appellerons  sa  base;  la 
seconde,  que  nous  uomraerons  sa  directrice,  est  l'enve- 
loppe des  droites  du  réseau. 

Soit  S  la  surrace  à  laquelle  correspond  un  réseau 
d'ordre  m;  la  base  de  ce  réseau  est  évidemment  la  pro- 
jection stéréograpliique  de  la  section  de  S  par  S;  les 
génératrices  de  S  qui  se  croisent  en  <d  renoontreul  cha- 
cune S  en  m  points  dont  les  projections  sont  confondues 
en  un  point  cyclique;  donc  : 

La  base  d'un  réseau  d'ordre  m  est  en  général  une 
courbe  d'ordre  am,  yat  admet  les  points  cjrcUijues 
comme  points  multiples  d'ordre  m. 


a   esl   alon  constitué   pur   te«  cercles  uyint  leur» 
îourhc  {FoMiP  ni. 
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Quant  à  la  directrice,  elle  correspond  à  la  section 
de  S  par  le  plan  II,  qui  touche  S  en  (o;  elle  est  donc  la 
trace  d'un  cône  de  m'**"  classe.  Ainsi  : 

La  directrice  d'un  réseau  est  généralement  d'une 
classe  égale  à  l'ordre  de  ce  réseau. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  est  en  défaut  dans  le  cas 
d'un  réseau  parabolique  (n"  7)  :  l'ordre  de  la  base  est 
diminué  d'une  unité,  ainsi  que  l'ordre  de  multiplicité 
des  points  cycliques.  Quant  à  la  directrice,  elle  touche 
alors  la  droite  de  l'iafini. 

9.  La  base  et  la  directrice  d'un  même  résean  ont  entre 
elles  untf  relation  remarquable.  Pour  la  mettre  en  évi- 
dence, désignons  par  a  un  des  points  où  S  coupe  une 
des  génératrices  de  S  issues  de  u;  la  tangente  en  ce 
poiut  à  l'intersection  de  S  et  S  est  évidemment  dans  le 
plan  tangent  à  S  en  ce  pôiut;  or  ce  plan  passe  par  la 
génératrice  tua,  et  il  est,  d'autre  part,  le  plan  polaire  de 
a  par  rapport  à  S. 

Sa  trace  sur  le  plan  du  réseau  est  donc  une  droite 
isotrope  tangente  à  la  base  en  un  point  cyclique,  et  qui 
touche  en  même  temps  la  directrice.  On  en  déduit 
que  : 

hes  foyers  de  la  directrice  coïncident  avec  les  foyers 
singuliers  de  la  base. 

iO.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  à  tout 
réseau  s'en  trouve  rattaché  un  autre  dont  les  propriétés 
sont  intimement  liées  à  celles  du  premier. 

Soit  en  effut  A  un  cercle  quelconque  d'un  réseau  cor- 
respondant à  un  point  a  d'une  surface  S  ;  considérons  le 
plan  P  tangi-nt  en  n  n  S,  et  soit  A'  la  projection  de  sa 
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aection  par  S.  A  tout  cercle  A  du  r<!seau  on  peut  asso- 
cier aÎDsi  un  cercle  A'.  On  voit  que  Us  cercles  A  et  A' 
sont  orthogonaux  et  l'on  peut  montrer  aisément  que 
ie  centre  de  A'  est  l'enveloppe  des  axes  radicaux  du 
cercle  A  avec  tous  les  cercles  infiniment  voisins  du 
réseau. 

Soit  a'  le  point  de  l'espace  qui  correspond  à  A'  :  c'est 
le  pAte,  relativement  à  S,  du  plan  P'  tangent  en  a  à  S*. 
Le  réseau  [A']  correspond  donc  à  la  surface  S',  polaire 
réciproque  de  S  par  rapport  à  S. 

Les  réseaux  [A]  et  [A']  sont  réciproques. 

Nous  dirons  que  l'un  est  le  réciproque  de  l'autre. 

1i.  Toute  génératrice  de  S  se  correspond  évidemment 
à  elle-même  par  polaires  réciproques  relativement  à 
cette  sphère;  il  en  résulte  que  les  génératrices  de  2  qui 
touchent  la  surlace  S  touchent  aussi  sa  polaire  réci- 
proque S*  ;  autrement  dit,  les  courbes  suivant  lesquelles 
S  coupe  les  surfaites  S  et  S'  sont  tangentes  aux  infimes 
génératrices  de  S;  leurs  projections  stéréographiques 
ont  donc  les  mêmes  tangentes  isotropes,  et  l'on  voit,  par 
suite,  que  : 

Les  bases  de  deux  réseaux  réciproques  sont  homo- 
focales. 

13.  Il  est  bien  évident  que  la  directrice  dn  réseau  [A] 
n'est  autre  que  le  contour  apparent  de  la  surface  S'; 
comme,  d'ailleurs,  le  lieu  des  centres  des  cercles  d'une 
série  quelconque  du  réseau  [A^  est  la  projeciîoa  d'une 
caurbfe  tracée  sur  S',  on  voit  donc  que  : 

Lorsqu'une  série  de  cercles  appartient  à  un  réseau, 
le  lieu  des  centres  de  eus  cercles  et  la  directrice  du  vé- 
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seau  réciproque  du  réseau  considéré  te  touchent  en 
leurs  points  communs. 

En  particulier  : 

in  base  d'un  retenu  et  la  directrice  du  réseau  réci- 
proque se  touchent  en  leurs  points  communs. 

On  peut  également  se  rendre  compte  aisément  de  la 
pi-opriété  suivante  : 

Les  directrices  de  deux  léseaux  réciproques  ont  lei^rs' 
asymptotes  deux  à  deux  rectangulaires. 

13.  Si  ta  surfaces  contient  une  droite,  la  sur  face  S' 
passe  par  la  droilv  conjuguée^  on  en  déduit  que  : 

Si  une  série  linéaire  fait  partie  d'un  léseau,  la  série 
orthogonale  appartient  au  réseau  réciproque. 

En  particulier  : 

Si  un  réseau  est  engendré  par  une  série  linéaire,  la 
série  orthogonale  engendre  le  réseau  réciproque. 

Dans  ce  cas,  la  directrice  de  chaque  réseau  est  l'enve- 
loppe de  l'axe  radical  de  la  série  linéaire  qui  l'engeDdre, 
et  les  points  communs  aux  cercles  de  cette  série  ont 
pour  lieu  la  base  du  réseau  réciproque. 

14.  La  correspondance  de  deux  réseaux  réciproques 
est  facile  à  interpréter  analytiquement.  Si  un  réseau  [A] 
a  pour  équation 

•f{Ui,Ui,U„  U(>  =  0, 

au  cenile  A  de  ce  réseau,  de  coordonnées  U|,  Ui,  Uj,  Ut, 
correspond  le  cercle  A'  du  réseau  réciproque,  de  coor- 
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Cette  correspondance  réciproque  peut  ne  pas  être  uni- 
voque;  cette  circonstance  se  produit  si  te  réseau  j|A] 
correspond  à  une  surface  développable  :  à  chaque  série 
linéaire  de  ce  réseau  correspond  alors  un  seul  cercle  A', 
et  l'ensenible  des  cercles  A'  se  réduit  à  une  aérie.  Enfin, 
si  {|A]  est  un  réseau  linéaire,  tous  les  cercles  A'  cotn- 
cident  avec  la  base  de  ce  réseau. 

i5.  Abordons  maintenant  i'étnde  spéciale  des  réseaux 
quadratiques,  c'est-à-dire  tels  (n°  7)  que  par  deux  points 
arbitraires,  il  passe  deux  cercles  de  chacun  de  ces  ré- 
seaux. La  surface  S  est  alors  nue  quadrique  qui  coupe  S 
suivant  ane  biquadralique  sphérîque;  Ja  projection  de 
cette  intersection  est  une  quartique  bictrculaire,  c'est- 
à-dire  une  cyclique.  Ainsi  : 

La  hase  d'un  réseau  quntiratiqtie  est  en  général  une 
çycfiçue. 

Une  cjciique  est,  comme  on  sait,  symétrique  par  rap- 
port à  quatre  cercles  deux  à  deux  orthogonaux,  car  elle 
est  la  projection  siéréographique  d'une  courbe  sphé- 
rîque située  sur  quatre  cônes,  dont  les  sommets  ii, ,  Uj, 
ui  et  u,  déterminent  le  tétraèdre  conjugué  à  la  fois  à  la 
sphère  S  et  à  la  quadrique  S.  Les  quatre  cercles  direc- 
teurs de  la  cyclique  sont  les  projections  des  sections  de  S 
par  les  quatre  faces  de  ce  tétraèdre.  Or,  la  quadrique  S 
se  correspond  évidemment  à  elle-même  dans  la  transfor- 
mation homologique  qui  associe  à  tout  point  a  de  l'es- 
pace le  point  a'  de  la  droite  U|a  tel  que  le  segment  an' 
soit  divisé  harmoniquement  par  le  point  u,  et  par  le 
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plati  U]U}H4,  II  en  ré-<ulte  donc,  en  tenant  compte  du 
résultai  obtena  plus  haut  (n°  3}  que  : 

Un  réseau  (quadratique  est  en  général  symétrique 
par  rapport  aux  quatre  cercles  directeurs  de  sa  base. 

16.  Les  résultats  généraux  obtenus  précédeimnent 
Soumissent  tes  propriétés  suivantes  daus  le  cas  des  ré- 
seaux quadratiques  : 

La  directrice  d'un  réseau  quadratique  est  en  géné- 
ral une  conique,  homofocale  aux  déférentes  de  la  base 
du  réseau. 

Si  la  qoadrique  S  passe  par  le  centre  de  projection  u, 
le  réseau  quadratique  est  parabolique. 
On  voit  que  : 

La  base  d'un  réseau  quadratique  parabolique  est 
une  cubique  circulaire;  la  directrice  est  alors  une  para- 
bole homofocale  et  coaxiale  aux  quatre  paraboles  dé- 
férentes de  cette  cubique. 

17.  Un  réseau  quadratique  est  défini  par  sa  base  et  sa 
directrice.  Il  est  par  exemple  fncile  d'obtenir  la  conique 
qui  constitue  le  lieu  des  centres  des  cercles  du  réseau 
oriliogonaux  à  un  cercle  fixe  T;  en  effet,  les  tangentes  à 
la  directrice,  issues  du  centre  de  T,  et  les  quatre  points 
où  r  coupe  la  base,  peuvent  être  considérés  comme  sit 
ccrclt^s  de  la  série  considérée  :  la  conique  cherchée  passe 
donc  par  les  points  communs  à  F  et  à  la  base,  et  ses 
asymptotes  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  à  la  di- 
rectrice issues  du  centre  de  r.  La  compatibilité  de  ces 
six  conditions  constitue  uu  lliéorème  sur  les  c;ycliques; 
on  peut  renoncer  ainsi  : 

Les  cordes  communes  à  une  cyclique  et  à  un  cercle 
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sont  lieux  à  deux  également  inclinées  sur  les  droites 
qià  Joignent  le  centre  du  cercle  aux  foyers  orincioaux 
de  la  cyclique. 

18.  La  polaire  réciproque  S' de  S  par  rapporta  2  étant 
aussi  une  quadrique,  ou  voit  que  : 

Le  réseau  réciproque  d'un  réseau  quadratique  est 
aussi  quadratique. 

Tout  cercle  du  réseau  [A'],  réciproque  du  réseau  [A], 
est,  comme  daus  le  cas  généra),  la  projection  stéréo- 
graphique  d'un  cercle  de  S  situé  dans  un  plan  tangent 
à  S.  U  en  r^iiite  que  le  lien  des  centres  des  cercles  de  [A] 
orthogonaux  à  un  cercle  quelconque  de  [A']  se  com- 
pose de  deux  droites,  et  que  ces  cercles  forment  deux 
séries  linéaires. 

La  directrice  du  réseau  [A']  n'est  autre  que  le  contour 
apparent  de  la  surface  S;  elle  touche  en  quatre  points 
la  base  du  réseau  [A],  et  ces  points  sont  les  projections 
de  quatre  points  de  la  sphère  situés  dans  le  plan  polaire 
Q  de  (1)  relativement  à  S;  les  points  de  contact  en  ques- 
tion sont  donc  sur  un  cercle,  dont  le  centre  es[  la  pro- 
jection du  pôle  K  du  plan  Q  par  rapport  à  2.  Or  la 
droite  wK  est  la  conjuguée  par  rapport  à  S  de  l'intersec- 
tion du  plan  Q  et  du  plan  D,  langent  à  S  en  (o,  ou  en- 
core de  la  polaire  du  point  u  par  rapport  à  la  section  9 
de  S  par  le  plan  U;  la  droite  uK.  est  donc  la  polaire  du 
plan  n  par  rapport  au  cûne  du  second  degré  qui  est  le 
polaire  réciproque  de  la  conique  v  par  rapport  à  la 
sphère  £,  cône  dont  la  trace  sur  le  plan  des  réseaux  est 
justemeut  la  directrice  du  réseau  (A).  Ou  voit  donc 
que  : 

La  directrice  d'un  réseau  quadratique  touchf  la  base 
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du  i-éseau  réciproque  en  quatre  points  équidistants  du 
centre  de  la  direcirice  de  ce  dernier. 

19.  Du  thi-orènie  général  du  n°  11,  il  résulte  que  : 

Les  bases  de  deux  réseaux  quadratiifues  réciproques 
sontdeux  cycliques  homojbcales. 

Ces  deux  bases  se  coupent  donc  orthogonalement  en 
huit  points  :  il  est  facile  de  se  rendre  compte  que  ces 
points  sont  les  projections  des  points  de  contact  de  U 
sphère  S  avec  les  huit  génératrices  de  S  qui  touchent 
cette  sphère,  et  ces  génératrices  ont  justement  pour  pro- 
jections les  tangentes  en  ces  points  h  la  base  du  réseau 
[A].  Or  ces  projections  doivent  évidemment  toucher  le 
contour  apparent  de  S,  c'est-à-dire  la  directrice  du  ré- 
seau [A'].  On  voit  donc  que  : 

Les  tangentes  à  la  base  d'un  réseau  quadratique 
aux  points  où  elle  coupe  la  base  du  réseau  réciproque 
touchent  la  directrice  de  ce  dernier. 

On  peut  choisir  arbitrairement  les  deux  cycliques  ho- 
niofocales  qui  sont  les  bases  de  deux  réseaux  quadra- 
tiques récipi-oques  ;  les  réseaux  sont  alors  déterminés,  et 
l'on  a  huit  tangentes  de  chacune  de  leurs  directrices;  il 
eu  résulte  la  propriété  suivante  des  cycliques  homofo- 
cales  : 

Les  huit  tangentes  à  une  cyclique  aux  points  où  elle 
coupe  une  cj  clique  homofocale,  sont  tangentes  à  une 
même  conique,  qui  touche  la  première  cyclique  en  quatre 
points,  et  a  pour  foj  ers  les  foyers  singuliers  de  la 
seconde  cj  clique. 

20,  Si  la  quadnijiic  S  passe  par  le  centre  dr  projiT- 


jh,Googlc 


(    205    ) 

tîon  M,  If  l'éscau  [A]  devient  parabolique;  le  contour 
apparent  de  S  se  réduit  alors  à  deux  points,  a.  et  ^,  qui 
sont  les  traces  des  génératrices  de  celle  quadrique  issue» 
de  (I).  On  en  déduit  que  : 

Si  un  réseau  quadratique  e.\t  réciproque  d'un  réseau 
parabolique,  sa  direction  se  réduit  à  deux  des  foyers 
singuliers  de  sa  base,  et  réciproquement. 

D'autre  part,  toute  courbe  de  S  se  projette  suivant 
une  courbe  passant  para  et  ^;  la  base  de  [A],  qui  est 
une  cubique  circulaire,  jouit  donc  de  cette  propriété, 
et,  comme  la  base  du  réseau  conjugué  est  une  cy- 
clique quelconque,  homofocale  ii  cette  cubique,  on  voit 

Lorsqu'une  cubique  circulaire  esl  homoj'ocale  à  une 
cyclique,  elle  passe  par  deux  des  foyers  singuliers  de 
celle-ci. 

Or,  à  tout  faisceau  de  cycliques  homofocales,  appar- 
tiennent, comme  on  sait,  deux  cubiques  circulaires.  Par 
suite  : 

Ce  lieu  des  foj  ers  singuliers  des  cycliques  d'un  sys- 
tème homofocal,  se  compose  des  deux  cubiques  du  sys- 
tème. 

D'ailleurs,  les  foyers  singuliers  coïncidant  avec  les 
foyers  des  déférentes,  et  cliacnne  de  celles-ci  passant  par 
quatre  foyers  appartenant  à  un  même  cercle  directeur, 
on  voit  que  : 

Lelieudes foyers  des  coniques  qui passentpar quatre 
points  d'un  cercle,  se  compose  des  deux  cubiques  cir- 
culaires qui  admettent  ces  points  pour  foyers. 
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Les  axes  de  ces  coniques  ont,  comme  on  sait,  des  di- 
rections fixes;  chaque  ctibique  correspond  à  l'uuc  de  ces 
directions,  qui  est  d'ailleurs  celle  de  son  asymptote 
réelle.  En  associant  à  ces  résultats  veux  du  paragraphe 
précédent,  on  voit  donc  que  : 

Étant  donnée  une  cubiifue  circulaire  et  une  corde  ab 
parallèle  à  son  asymptote  réelle,  si  l'on  mène  les  tan- 
gentes à  la  cuhique  par  les  points  a  et  b,  leurs  points 
de  contact  sont  les  huit  points  oii  la  cubique  coupe  la 
cyclique  homofocale,  ayant  aetb  i>our  foyers  singu- 
liers. Les  normales  à  la  cubique  en  ces  huit  points  tou- 
chent une  parabole  homofocale  et  coaxialo  aux  défé- 
rentes de  cette  cubique. 

âl.  Examinons  encore  le  cas  où  laquadrJqueS  touche 
en  w  la  sphère  2;  l'inierseciion  de  ces  surfaces  présente 
alors  en  u  un  point  double,  et  la  base  du  réseau  [A]  se 
réduit  alors  à  une  conique.  Nous  dirons  alors  que  ce 
réseau  est  biparaholique.  Dans  ce  cas,  en  dehors  du 
cane  de  sommet  u  qui  passe  par  la  bic^uadra tique  com- 
mune à  5  et  à  £,  il  n'existe  que  deux  cônes  du  second 
degré  contenant  cette  courbe,  et  leurs  sommets  sont  dans 
le  plan  tangent  en  m  aux  deux  quadriqucs  ;  ils  sont  d'ail- 
leurs, comme  on  le  voit  aisément,  sur  les  bissectrices  de 
l'angle  formé  par  les  tangentes  au  point  double  u  ;  il  eo 
résulte  que  : 

Tout  réseau  biparaholique  est  symétrique  par  rap- 
port aux  axes  de  sa  conique  hase. 

La  surface  S',  polaire  réciproque  de  S  par  rapport  à 
S,  touche  aussi  S  en  u;  par  suite  : 

La  réseau  réciproque  d'un  réseau  bi/tarabolique  test 
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En  vertu  des  théorèmes  généraux  démontrés  précé- 
demment : 

Les  bases  de  deux  réseaux  réciproques  hiparaho- 
liques  sont  deux  coniques  homofocales. 

La  directrice  de  chat/ue  réseau  est  formée  par  les 
points  à  l'infini  des  normales  menées  à  la  base  de  ce 
réseau,  aux  points  oit  elle  coupe  la  base  du  réseau  ré- 
ciproque. 

32.  La  base  d'uu  l'éseau  quadratique  peut  se  déconi- 
poser  en  deux  cercles  :  ce  cas  se  produit  lorsque  S  et  S 
sont  bitangentes;  S' et  S  le  sont  alors  aux  mêmes  points. 
On  voit  donc  que  : 

Lorsque  la  base  d'un  réseau  quadratique  se  décom- 
pose en  deux  cercles,  il  en  est  de  même  de  celle  du 
réseau  réciproque. 

On  voit  de  plus  que  : 

La  directrice  de  chaque  réseau  est  alors  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  centres  des  deux  cercles  qui  con- 
stituent sa  base,  et  bitangente  aux  cercles  bases  du 
réseau  réciproque.  Les  quatre  cercles  considérés  ont 
d'ailleurs  même  axe  radical. 

Les  qiiadriques  S  et  £  ont  alors  une  infinité  de  pôles 
doubles,  situés  sur  la  droite  joignant  leurs  points  de 
contact.  Par  suite  : 

Les  réseaux  quadratiques  envisagés  sont  symétriques 
par  rapport  à  tous  les  cercles  orthogonaux  à  leurs 
cercles  bases. 

On  peut  toujours,  par  une  inversion  convenable, 
amener  les  cercles  bases  n  être  concentriques  ;  ou  a  alors 
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des  réseaux  da  révolution.  Les  cercles  du  réseau  ayant 
leurs  centres  sur  un  diamètre  des  cercles  bases  forment 
alors  une  des  séries  de  cercles  hitangents  à  une  cyclique 
à  centre,  qui  admet  pour  foyers  les  points  où  ce  dismètie 
coupe  les  cercles  bases. 

23.  L'un  des  deux  cercles  en  lesquels  se  décompost:  la 
base  d'un  réseau  peut  être  un  cercle  point  on  la  droite 
de  l'inânî.  Le  premier  cas  se  ramène  d'ailleurs  au  second 
par  une  inversion  ayant  pour  origine  le  cercle  point  en 
question.  On  obtient  alors  encore  un  léseau  de  révolu- 
tion, dont  celle  fois  la  série  méridienne  est  formée 
d'un  des  deux  systèmes  de  cercles  bitangenis  à  une 
conitfue,  comme  on  peut  aisément  s'en  rendre  compte. 

Enfin  la  base  peut  se  réduire  à  deux  cercles  points. 
Dans  ce  cas,  par  une  inversion  ayant  pour  cenli-e  l'un 
de  ces  points,  on  transforme  le  réseau  en  un  réseau  de 
révolution,  formé  pur  les  cercles  vus  d'un  point  fixe 
sons  un  angle  donné. 

Le  réseau  est  alois  déterminé  par  ses  deux  points  de 
base  et  par  un  cercle  quelconque,  et  l'on  peut  en  déduire 
tous  les  cercles  en  remarquant  que  le  réseau  est  alors 
symétrique  par  rapport  à  tous  les  cercles  ifuî  passent 
par  les  points  de  base  et  aussi  par  rapport  aux  cercles 
orthogonaux  à  ces  derniers. 

Les  cercles  d'un  réseau  de  celte  nature  sont  circon- 
scrits Q  des  triangles  circonscrits  à  la  conique  directrice. 
Réciproquement,  les  cercles  circonscrits  aux  triangles 
circonscrits  à  une  même  conique  forment  un  réseau  qua- 
drati<{ue  jouissant  des  propriétés  précédentes;  cette 
remarque  facilite  beaucoup  l'étude  des  problèmes  rela- 
tifs à  CCS  cercles. 

24.  Lorsque  S  et  S  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre, 
la  base  se  réduit  à  un  cercle  dtmhie. 
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Le  réseau  est  alors  symétrique  par  rapirartà  tous  les 
cercles  ortliogonaux  à  sa  base,  et  l'on  eu  déduit  que  let 
cercles  du  réseau  coupent  la  base  sous  un  même  angle. 
Cet  angle  ^leut  être  itui  :  Itfs  cerclât  tangents  à  un 
cercle  donné  forment  donc  un  réseau  quadratique, 
S  est  alors  un  cône  cifconseiit  à  S. 

Un  cas  par  lieu  Hère  ment  intéressant  est  celui  où  ïa 
hase  se  ivduit  à  ta  droite  de  l'infini;  symétrique  par 
rapport  à  une  droite  quelconque,  le  réseau  est  alors 
formé  par  les  cercles  égaux  à  iip  cercle  donné. 

â5.  Les  surfaces  du  second  degré  étant  réglées,  il  en 
résulte  des  propiiétés  des  réseaux  quadratiques  (11°  13); 
ils  peuvent  être  engendrés  de  dcuK  manières  par  une 
série  linéaire  variable. 

De  ce  que  deux  gëuéialriees  de  systèmes  dillerents 
d'une  même  quadriquese  rencontrent,  il  résulte  que  : 

Si  l'on  con^'âère  deux  séries  linéaires  de  systèmes 
différents  d'un  même  réseau  quadratique,  ces  séries  ont 
nn  cercle  c 


Si  l'on  se  donne  mu:  tangente  à  la  directrice  d'un 
réseau  quadratique  et  la  base  du  réseau  réciproque,  la 
quadriquc  à  laquelle  correspond  ce  réseau  se  trouve 
définie  par  la  donnée  d'une  biquadraiique  gaucbe  et  d'un 
plan  tangent,  et  elle  a  donc  trois  délerminalions.  Il  est 
facile  d'obtenir  les  trois  réseaux  cori-cspondants.  En 
efTet,  la  di-oJte  et  la  c^'clique  données  se  coupent  en 
quatre  points  qu'on  peut  diviser  en  couples  de  trois 
manières. 

A  chacun  de  ces  gt-otipeinenis  correspond  un  des 
reseaux;  tous  les  cercles  qui  passent  pai'  les  deux  points 
formant  l'un  ou  l'autre  des  couples  considérés,  appar- 
tiennent au  réseau;  chacun  d'eux  coupe  la  cyclique  en 

Ann.  de  Vathéniat.,i-  îérie,  l.  XIX,  (Mai  1500.)  l4 
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deux  nouveaui:  points,  et  tous  les  cercli^s  qui  |>ass(-iil  [lar 
ces  deux  points  appai'lieiiuent  également  an  réseau;  la 
droite  déterminée  par  ces  deux  poiaL^  est  d'ailleurs  tAii> 
gente  à  la  directrice  du  reseau  obtenu. 
Ainsi  : 

Étant  donnés  deux  points  Jixes  a  fit  h  sur  unf 
cjctitfue,  l'enveloppe  des  cordes  cd  de  cette  courbe 
telles  ^ue  les  quatre  points  a,  i,  c,  d  soient  sur  un  même 
cercle,  est  une  conique  quadruplement  tangente  h  la 
cj  clique. 

On  pourra  encore  déterminer  un  réseau  (|ua<lrali(|ur 
en  se  donnant  trois  séries  linéaires  de  ee  réseau;  .soii-iii 
na',  bb'  et  c*/ les  cordes  communes  aux  rcrcles  de  «vs 
séries. 

Soient  m  et  m' les  points  communs  aux  ci;n;les  d' 

série  de  système  diOerent  des  séries  données  ;  ces  pitiuis 
forment  avec  aa',  bb'  et  ce'  trois  tjuadrangles  iiiscrip- 
tibles  à  des  cercles,  et  sout  d'ailleurs  aussi  su  r  I  a  cyclique 
base  du  réseau  réciprotjue  du  réseau  oherclié.  Ou  l'u 
déduit  quo  : 

Etant  donnés  trois  couples  de  points,  aa',  bb'  et  rc'; 
le  lieu  des  points  m,  tels  que  les  cercles  maa',  rnbb'  et 
mec'  aient  un  second  point  commun,  m',  se  compose 
d'une  cyclique,  qui  est  aussi  le  lieu  de  m',  et  In  droite 
mm'  enveloppe  une  conique. 

26.  Des  propriétés  précédentes  et  descelles  du  n' 211 
résulte  que  tout  réseau  réciproque  d'un  réseau  jMirabo- 
lique  est  formé  par  les  cercles  tels  que  l'une  de  leurs 
cordes  communes  avec  une  cubique  circulaire  doiméc 
passe  par  un  point  lixe  de  celte  courbe.  Il  c:i  esl  alors 
de  même  de  l'autre  corde  ('X)muiuue. 


jh,Googlc 


(a,.   ) 
Eitfin,  uit  réseau    bi parabolique    i.'st    Turmé    par  les 
(cercles  tels  que  l'uJie  de  leurs  cnidits   communes  avci: 
une  conifjuc;  fixti  ait  iiiic  direi-tioit  donnée. 

27.  On  poiiirail  nuilliplier  les  exemples  d'application 
de  ce  procédé  de  transformallon  di-s  propriétés  des  qua- 
driques.  Ainsi,  au  ihéorème  d'après  lequel  toutes  les 
quadriques  qui  passent  par  sept  points  passent  par  un 
liuilième,  se  li-ouve  associée  la  propriété  suivante  : 

Tous  lex  ré.ffaiij-  f/uaifralir/nes  qui  cninprennent  sept 
cercles  en  coinprennent  un  huUièmp. 

La  ronstriiclion  des  huit  cettttes  comniuus  A  trois 
réseaux  quadratiques  revient  ii  celle  des  liuît  pointa  cam- 
muiis  à  trois  qiiadriques.  Ce  problème  se  ramène  au 
second  degré  si  les  trois  quadriques  sont  circonscrites 
h  S;  on  [wurra  donc,  avec  la  règle  cl  le  compas,  eoii- 
slruire  tes  liuit  cereles  qui  coupent  respectivement  sous 
des  angles  donnés  trois  cerdes  donnés,  0|,  Cj  et  C,. 
Développons  ee  point.  - 

Considérons  d'abun)  les  <rereles  qui  coupent  sous  des 
angles  donnés'deux  cercles  donnés  C,  et  C^  ;  ils  corres- 
pondent aux  points  communs  à  deux  quadriques  circon- 
scrites à  2;  celles-ci  se  coupent  suivant  deux  coniques. 
Les  eercles  envisagés  forment  donc  deux  séries,  les  cer- 
cles de  chaque  série  étant  orthogonaux  à  un  cercle  fixe. 
Quatre  diamètres  de  ces  deux  cerdes  fixes  sonl  faciles  à 
obtenir  :  ce  sont  les  droites  qui  coupent  respectivement 
les  deux  cercles  donnés  sous  les  angles  donnés;  or  les 
droites  qui  coupent  un  cercle  sous  un  angle  donné  enve- 
loppent un  cercle  concentrique  ;  les  centres  (oj  et  u^  des 
deux  cercles  cliercbëa  sont  donc  les  centres  d'homothéiie 
de  deux  cercles  T,  et  T,  concentriques  à  Ci  et  à  Cj.  Ces 
cercles  (Wi)et  {b>\)  ont  d'ailleurs  même  axe  radical  que 
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Cl  ei  Cl.  On  <li't«rinincraîl  de  mèitie  les  reirles  (ui), 
(cii',),  (ua)  et  (*»'j).  Ces  lix  cercles  sont  les  projections 
sléréogiapliiques  des  sections  de  S  par  les  plans  des 
courbes  communes  à  deux  des  quadriques  Q, ,  Qj  et  Qi. 

Or  ces  six  plans  passent,  cumme  on  sait,  par  le 
point  fl,  commun  aux  plans  des  courbes  de  contact  de  - 
avec  ces  trois  surfaces,  et  ils  se  coupent  trois  à  trois  sui- 
vant quatre  droites  issues  de  a  :  cliacune  de  ces  quatre 
droites  passe  par  deux  des  points  communs  aux  trois 
quadriques;  il  en  résulte  que  les  cercles  cliercliés  sc 
cou|)eront  deux  k  deux  .«ur  le  cercle  qui  correspond  an 
pointa,  c'est-à-dire  sur  le  cercle  A  orthogonal  aux  cercles 
donnés  C,,  Cg  et  Ct. 

D'autre  part,  les  cercles  cherches  doivent  coupt-T 
orthogonalemeut  un  cercle  de  chacun  des  couples  (u,  ) 
et  («ii'i  ),  (wj)  et  (Wj ),(<.)))  et  (c)',),  qui  peuvent,  en  vllél, 
d'après  ce  qui  précède,  être  groupés  trois  à  trois  de 
quatre  manières,  de  manière  à  avoir  même  axe  radical; 
chaque  groupement  correspond  n  chacun  des  axes  d'ho- 
molhétic  des  trois  cercles  T,,  Tj  et  Fj.  Les  point*  où 
cliacun  de  ces  axes  coupe  le  cercle  A  sont  donc  les 
points  communs  aux  cercles  de  chacun  tïes  quatre  con- 
ples  formés  par  les  cercles  cherchés;  ia  détermination 
des  cercles  de  chaque  couple  est  alors  ramenée  â  celle 
d«s  deux  cercles  qui  passent  par  deux  points  donnés  et 
coupent  un  cercle  donné  sous  un  angle  donné,  problème 
qui  se  résont  sans  difficulté. 


28.  On  oblient  comme  cas  particulier  une  construc- 
ti<m  des  huit  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés  : 
comme  on  voit,  ces  huit  cercles  forment  quatre  couples 
de  cercles  qui  se  coupent  sur  le  cercle  orthogonal  aux 
cercles  donnés  et  ad  meitent  pour  axes  radicaux  les  axes 
d'homothéiie  de  ceux~<^i.  Celte  coustruetion  n'est  pas 
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nouvelle;  elle  esl  due  à  Poncelet.  Facile  à  établir  direc- 
leinent,  elle  semble  être  plus  simple,  ei  elle  esl  cerui- 
nement  plus  suggestive  que  celle  Je  Oergoiitie  ;  elle  est 
iiéaniiioins  beaucoup  moins  connue. 

29.  Des  constructions  anal<^ues  s'étendraient  à 
l'espace. 

D'ailleurs  les  coordonnées  que  nous  venons  d'étudier 
dans  le  plan  pour  les  cercles  sont  analogues  aux  coor- 
données peu Usphéi'icfues  dan»  l'espace.  Celles-ci  peuvent 
s'interpréter  aisément  dans  un  espace  à  quatre  dimen- 
sions, et  tous  les  théorèmes  que  nous  avons  obtenus  sur 
les  cycliques  sont  susceptibles  d'être  étendus  aux  sur- 
faces cyclides. 


»OTE  SUR  m  PBRNIITANTS; 

P*n  M.  H.  BILE:NKI. 


Considérons  un  Tableau  rectangulaire  de  q  lignes  et 
de  p  colonnes  et  représentons,  suivant  l'usage,  par  la 
notation  a^  l'élément  écrit  dans  la  ligne  de  rang  x  et 
dans  la  colonne  de  rang  $ 


Développons    ce  Tableau    couronné  ment  aux   règles 
suivantes  : 

i'  Chaque  terme  al\,  a'i',   , . . ,  ai'',y-[  du  développe- 
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iiU'iil(:opuieiii;»  + (/ —  I  clémeitls  du  Talileau,  cli.a»|ui 
éléinviit  n'enti-aiit,  bien  isnleiidii ,  ([ii'uiiu  fois  dan 
clia<|i]e  lerine. 

a"  La  somiiK'ê,  +  61 +■ .  .  +  6^4,^_,  dos  indices  su- 
|i*ii'k'iirs  [leut  prendre  les  p +■  f/ —  t  valeurs   suivante 

«    ,  ^  /'Ap_±v  ,  , 


3°  La  somme  a  i  +  «^  -t-  - .  ■  +  ^p+i- 1  «l*^»  indices  in- 
férieurs prend  alors  les /' -H  ^  —  t  valeurs  correspon- 
dante» 


,  +  lil_±l!  ^ , 


p^,^îll^ 


de  sorte  que  l'cxeès  de  la   pi'etuière   summe  : 
condc  est  constant  et  égal  à 


Il  est  faeile  de  s'assurer  tjne  ce  développement,  au- 
iiuel  je  donnerai  te  nom  de  permutant,  enntient  un 
nombre  de  termes  égal  11 

P(P  +  ')-  ■  -IP, 2~. ?  —  ''■>, 
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(À-la  )>0!<é,  i-niisidéi'Otis  le  peniiutaiil 


^(î-i)-- 


-t-qr  p-t-(q~-i)r 

dans  lequel  p  et  r  sont  qtit^l conques,  mais  où  tf  est  un 
enlîur  positif;  la  dillereuce  N  —  p  est,  en  outre,  entière 
et  positive  :  c'est  une  fonction  de  r  que  je  représenterai 
par  le  symbole  <i»-;(r). 

J'ai  trouvé  la  formule  suivante 


(N-p)!    ti  +  qrH-i-(q-i)r 


+  (-.)-■«- 


T^'C-)- 


On  peut  en  déduire  une  foule  d'autres  en  faisant  ccr- 
lahies  lij'potliêses  sur  les  nombres  p,  q,  r. 

Dans  le  cas  très  particulier  où  le  pennutanl  consi- 
déré n'a  que  deux  lignes,  c'est-n-diie  quand  N  =  />  4-  i , 
on  obtient  l'identité  suivante,  aisée,  d'ailleurs,  k  dé- 
montrer directement  : 


p-^l-i-qr 

p  +  j^iq  — 

'^-. 

P  — 

p-hqr 

p+(q-l) 

P 

1 

.   p-*-l-^q 
p  +  qr 

I 

p  +  qr 

p^ 

W-' 

.   P  + 

l-^qr  p  +  i 

-^Iq 

-ilr 

P 

■hqr           /.-t- 

(1" 

i,r     / 

pA. 

,-^qr  p^, 

+  <7 

—  IW 

f 


(  »'6  ) 

Si  r^  0,011  a  Urormiilc  suivaiilu  que  j'aî  déjà  donnéu 

(  Intermédiaire  des  Mathématiciens,  juin  1  Stjg,  p.  1 37)  : 

vlHaiis  laijucll(t)uayiul>ole\'»  leprésciile  une  foDclion 

Iiomogène  complète,  du  degi-é  n,  dont  tous  les  cDeHi- 
i:ients  sont  égaux  à  l'unité,  de  la  suite  des  nombres 


formule  qui  est  elle-même  assez  générale  et  qui  contient, 
entre  autfes,  celle  des  progressions  géométriques. 

Enfin,  si  r  ^  I,  on  obtient  plusieurs  formules  d'ana- 
lyse combiiialoire. 

La  foiiclion  ^q  (r)  juuîl  eucore  de  nombreuses  pro- 

pnétés;  j'ignore  ai  on  les  «étudiées. 


SUR  U  RÈGLE  DU  RUBK  OU  RÈGLB  RS  RUHAUL; 

Par  m.  g.  de  LONGGHAMPS. 


0)1  peut  donner  de  cette  règle  un  énoncé  qui  nous 
parait  faciliter  son  application  et,  en  même  temps,  la 
démonstration  qui  l'accompagne. 
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(  »i7) 
Void  t'ciioiité  ijtiu  nous  projMMOiis  : 

Considérons  la  série  (V), 

(V)  =  .',  +  V,  +  ...-f-l',-4-..., 

et  posons 

(<)  ^'  =  — '— ; 

i'  Aï  /'wi  «  3  <  o,  ou  ^  =  o,  la  série  {\)  est  diver- 
gente ; 

a."  Si  n^  (i  une  limite  k,  pour  n  =  ix,  la  série  est 
convergente. 

Cette  concluiion  subsiste  si  n^  croit  sans  limite; 
mais  il  y  a  doute,  si  k  =  o. 

i"  Si  l'on  sup|iosc  p  =  o,  t|ut:I  r|u«  suit  n,  alors 


La  9éi-it!(V),  à  un  facteur  constani  près  i,,  commun 
à  tous  ses  termes,  représente  la  série  liarmonifjue.  La 
série  est  donc  divergente. 

Si  l'on  suppose  p  <  O,  alors,  ou  a 
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(  '<»  ) 

l.a  si'i  ie  hai'iii(>iiii|uo  clanl  divergciHi:,  un  tliéorème 
oiiiiu  iii<li<|ue  (|iii!  (V)  esl  aussi  une  serin  divergenle. 
a"  Supposous,  maintenaul,  ^^  o.  L'égalité  {i)doiiui' 

^u|i|)ust>us  (|ii(j  n^  ail  une  liinilv  A.  diiTéreiile  de 
(iro,  pour  n^oc,  ou  cjue  n  ^  croisse  indéfinimenl 
ïir  n.  Alors,  ou  peul  trouver  un  nombre/',  difl'érenl 


.  T 


el  que  soil  n 


l,Vg;dilé(a)donue 


.,-31.,  X'i.,, 


nr. -(/.  +  !)«„,  >JV.„, 
el,  par  conséquent, 

(I  4-  *■)!■,-(»  +  1  )  .„,  >*■(»,  +  ..,  +  ...  +  r„, ), 

Ci'tie  ioégalUé  prouve  que  la  somme Sn  des  n  premiers 
urmps  de  la  série  (V),  (juantiié  croissante,  inférieure  à 
un  iiotiibrc  fixe ,,       .  a  une  limite;  la  séneest  donc 
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toaq] 

SIR  LES  ADJOI\TES  [>;FI\ITÉSIH tU!i  B'II\E  COURBE  PL^G; 

P\H  M.  M.  nOCAG\R. 


Kluiit  ttuniiéfï  uni;  courbu  plane  (M)  ^lu.'looiiquv,  on 
|)KUt.  d'une  inilnilé  de  rnanièi-fs,  lier  n  la  foU  à  chacun 
lit!  s«s  points  M  t:L  à  la  tangente  MT  en  c«  point,  un 
|H>iiit  .M'  tvl  que  les  élémeals  infinilésimaux  d'ordre 
«  -h  I  de  la  courbe  (M)  dépendent  de  cetur  d'ordre  n 
de  la  courbe  (M')  et,  plus  particulit^iement,  que  les 
<;<-nti-es  de  courbure  de  la  courbe  (M)  dépendent  des 
tanguntvs  de  la  courbe  (M').  Nous  appelons,  pour  cette 
raison,  la  courbe  (M')  une  adjointe  infinitésimale  de  la 
courb.r(>I). 

St  Ton  parvient  à  mettre  le  mode  de  liaison  entre  les 
ceiiti-es  de  courbure  de  (M)  et  les  tan^jciites  de  (M')  sous 
une  forme  simple,  il  sulïit  de  uliercbw  les  courbes  (M) 
pour  les(|uelles  (M')  se  réduit  à  une  droite  ou  à  un  cercle 
pour  obtenir  nue  classe  de  courbes  dont  les  centres  de 
«ourbiiru  se  construisent  aisément. 

Celle  idée  se  trouve  appliquée  dans  un  Mémoire  que 
nous  avons  publié  naguère  dans  Y  American  Jounialof 
Afathematict  (')  (t.  Xr,  p,  55,  1888;  t.  XIV,  p.  227, 
i84)-2),  où  les  adjointes  infinilésimales  considérées  sont 
détînies  comme  le  lieu  du  point  de  rencontre  M'  du 

<')  Voir  iuiii  noire  Court  de  Géométrie  deteriptive  et  de  Géo- 
métrie injiiiiléiimate  (n-  !66  â  269).  Les  courbes  envisagées  ré- 
cemment par  M.  H.  Brocard  dans  les  mémoire*  de  la  Société 
/loyale  des  Sciences  de  Liège  (3*  série,  t.  T;  1S99),  rentrent  dann 
la  catégorie  de  mu  adjointes  dei  direction*  tangentielles,  lorsque 
le  premier  des  p«les  servant  à  les  dclinir  esl  rejeté  i  l'inlinî. 
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rayon  vociciii'  0_M  de  la  courbe;  (M)  la  da  la  |>at'a)lèlt.-  à 
la  normale  {atljoinle  des  direciions  normales),  ou  à  la 
(aiigci)te  {adjointe  des  directions  tangentiel/es),  issnc 
d'un  second  pôle  P. 

On  |ieul  ratlaulier  au  même  poiul  d«  vue  l'étude  pu- 
bliée réceinnicn l,  dans  le  présent  Recueil,  par  M.  Col- 
lignon  (*),  l'adjointe  infînitésimalt;  élant  alors  eelle 
qu'engendre  l'extrémité  M'  du  segment  MM'  de  la  nor- 
male, qui  est  vu  sous  un  angle  eonntaut  du  |>oint  T  où 
la  tangente  en  M  rencontre  une  droite  ûxe  quelconque 
Ox,  et  celte  adjoinle  se  réduisant  â  une  droite. 

Or,  dans  ce  cas,  il  est  bien  facile  d'obtenir  le  centre 
de  courbure  m  répondant  au  point  M,  c'est-à-dire  le 
point  uû  MM' touche  son  enveloppe.  La  considération 
des  centres  instantanés  I  et  J  répondant  aux  angles  de 
grandeur  constante  MTM'  et  MM'T  donne,  en  effet, 
immédiatcnienl  la  construction  suivante  : 

Du  point  de  rencontre  I  de  MM'  et  de  la  perpendi- 
culaire élevée  en  T  à  Ox.  abauser  sur  M'T  une  per- 
pendiculaire qui  coupe  en  J  la  normale  au  lieu  décrit 
par  M'  :  le  centre  de  courbure  m  est  la  projection  del 
sur  MM'. 

On  trouvera  d'autr«is  exemples  d'adjointes  îufiuilési- 
males  dans  diversi's  Notes  (|ue  nous  avons  publiées  dans 
les  Nouvelles  Annales  {'S'  série,  t.  I,  p.  4o,  i883; 
t.  VII,  p.  438,  1888)  et  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques spéciales  (5'  série,  t.  Il,  p.  aÔ,  jJOi  7^,  97,  lai; 
1888;  t.  IV,  p.  3i,  49;  i8yo.  ()' série,  t.  IV,  p.  3,  a5; 
iSg5).  IjCs  exemples  traités  géouiétriquemeni  dans  la 
première  des  Notes  de  ce  dernier  groupe  sonl  due  à 
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M.  Uiiaiil  i|iii  \a  I 

(  ■"'  ) 
vait  tcailés  aiial^'lic)iifînii-iit  en  vue 

de  raaieiier  U  coiist 

rui-tiuii  (lu  cenli-d  de  couihiirc  des 

cuurbiis  grapltit/ues 
Lorsquoii  piue 

à  rcdle  d'uite  laiigeule  {Xoiivellei 
.  \ill,  p.  3r,7;  .874). 

les  l'orinule.i  déteiiniiiaril  tes  cooi-doniiëes  y  el  jk'  du 
poiut  M' «Il  fonclîoiide  celtes  x  et _y  du  poîul  M  peuvent 


s'écni-« 

x'=/(x,y.P),      y=?(^.j 

etIWa, 

en  jiosaiil  encore  ^  =;^) 

<0 

1)0       ^          d^  dp 

Ox  .     Oy"'^  Op  dr 

•  Commis  d'autre  pari,  la  dérivée  -^  est  liée  au  rayoïi 
lie  eoMi-bui-e  o  de  ta  eourbe  (M)  par  l'éfiualion 

oti  voit  que  l'équation  (i)  étaljlii.  un  lieu  entre  leeoeRl- 
cicnt  angulaire  /;'  de  ta  tangente  de  la  courLc  (M')  et  le 
rayon  de  eourbure  p  de  la  courbe  (M). 

«  La  uiéltiodc,  dit  M.  Laisant  en  parlaiil  de  ces  for- 
mules {loc.  cit.,  p.  3-0),  peut  exceplionnetleinent  se 
trouver  en  défaut  si,  pur  suite  de  réductions  de  calcul, 
l'expression  -fi  se  trouve  éliminée  de  l'équatioii  (i)-  ■ . . 
Mais  il  n'y  a  que  certains  procédés  particuliers  de  con- 
siriiction  (|ui  puissent  roniluîre  à  un  semblable  ré- 
sultat. ...» 
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Et,  ]>arini  I«s  exemples  qu'il  traite,  ils'eii  Irouvi-  |ilii- 
sïcurs  dai)snecas.  I.e  plus  simple  est  cului  qu'oHVeiit  lis 
courbes  parallùles.  Si,  en  eflet,  le  point  M'  fst  ('«'xiiv- 
tnîlé  (l'un  segment  constant  MM'  porté  sur  la  normale 
«■n  M,  la  conrbe  ainsi  obtenue  a  nn-nie  nonnalo,  par  snili- 
ni^me  centre  di-  courbure  que  la  proposée,  et  ne  roii- 
siitue,  par  suite,  pas  pour  celle-ci  une  adjointe  inliiii- 
tésiniale. 

Il  nous  a  paru  intéiessant  de  préciser  dans  quels  r»s 
une  construction,  fatsanl  correspondre  un  point  M' an 
point  M  el  à  la  tangente  MT  eu  ce  poinl,  fouinit  cliê.- 
tivenient  une  adjotnie  inliuitésiniale. 

1,'équation  (i)  donne  aisénuMit  [a  réponse  à  cellf 
question.  £n  elîet,  pour  que  p  soît  indépendant  de  ■—-  ■ 
il  faut  el  il  sutlit,  d'après  la  l'oinie  même  de  c:etie  équa- 
tion, que  l'on  ait 

'"  dy  ^  _  ^ 
'^    à<ù  ' 
dp 

X'IUï  dernière  équation  r<'- 
etle  la  tangente  à  la  courir' 
;,  f)  étant  constant,  on  fait 
varier  :c  ety,  c'est-à-dire  lorsipie,  la  tangente  MT  res- 
tant fixe,  le  point  M  se  déplace  sur  cette  tangente;  de 
même,  le  second  membre  représente  le  coeHïcient  angu- 
laire de  la  tangente  à  la  courbe  que  décrit  le  point  M', 
lorsque,  X'  et  y  étant  constants,  on  fait  varier  p,  c'est- 
à-dire  lorsque,  le  [>oint  M  restant  llxc,  la  tangente  Ml' 
jiivoie  autour  de  ce  point.  De  là  le  critérium  demandé: 

f/iif  construction  faisant  correspondre  le  poinl  M' 
au  poinl  M  ift  à  la.  tangefntf  MT  t-n  ca  point  donne  nais- 
situer  à  iiiip.  adjointe  injiiiilèsinialu  si,  it  partir  df.  c/iii- 


Oi-, 

le  premier  i 

leuibre  de 

piéseï 

le  le  coeflici 

ntangulaii 

■|U.  d. 

crit  le  poil 

t  M' Inrsqu 
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(  "3  ) 
ciuw  tlft  .tes  posilionn,  te  point  iM'  déciil  deux  t-IèinfiHs 
non  en  contact,  lorsque  :  i  "  on  fait  glisser  le  point  M 
sur  la  tiinffenltt  MT  rendue  Jixe  ;  s"  on  fait  tourner  In 
langftnlf!  MT  ntilour  du  point  M  rindufixe. 

Ce  rt^suttal  [>vut  d'ailleurs  îtti-e  établi  tliieeieiuiiiit  par 
II'  raison iiemeitl  bien  siiniile  qn<!  voici  :  Si  la  constructioit 
i-onsidéréi;  fournit  une  adjointe  iiiliniiesimaN-,  à  chaque 
^aleui'  du  rayon  de  courbure  en  M  correspond  une  di- 
ivction  diiTéieiitu  pour  la  tangenlt-  en  M'.  Il  suffît  doue 
du  s'assurer  que,  pour  doux  valeurs  quelconques  de  ce 
ravon  de  courbure  on  oblieiit  bien  deux  directions  dis- 
tinctes pour  la  tangente  eu  M'.  On  jieut,  en  pailiculier, 
clioisir  |}our  ne  rayon  de  courbure  une  valeur  infinie  el 
une  valeur  uulle.  A  la  proniièie  conespond  la  droite  MT, 
à  la  seconde  le  point  M  eonsJdérc  coniini'  cerelu  de  rayon 
nul. 

On  voit,  eu  outre,  que,  si  les  éléuients  décrits  par  M' 
dans  ces  deux  cas  sont  en  <:ontact,  leur  direction  com- 
mune est  celle  de  la  tangente  en  IVI'  pour  une  valeur 
quelconque  du  rayon  de  courbure  eu  M. 

L^applieation  du  criteriuui  |H'é<'édent  est,  en  général, 
lies  plus  aisées.  Par  exemple,  dans  le  cas  des  adjointes 
des  directions  soil  normales,  suit  tangentielles,  rappelées 
plus  haut,  le  premier  des  deux  éléments  considérés  à 
partir  de  M'  est  dirigé  suivant  l'M',  le  second  suivant 
OM',  el  ces  deux  éléments  ne  sont  évidemment  pas  en 
couiact;  taudis  que,  dans  le  cas  des  courbes  parallèles, 
signalé  ci-dessus  comme  i>\i-niple  de  la  circotislance  con- 
traire, le  premier  élément  est  dirigé  suivant  la  paral- 
lèle à  MT  menée  par  M',  le  second  suivant  le  cercle  de 
centre  M  et  de  rayon  MM',  et  ces  deux  éléments  sont 
bien  en  contael. 

Jl  faut  remarquer  que,  si  la  construction  fait  dépendre 
K'-lKtiiit  M'  de  la  tangente  MT  à  l'exclusion  du  poiul  M, 
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(  ^M  ) 

au<|uel  <'as  le  prciiiior  membre  de  (a)  prend  la  Torme -i 
le  premier  des  deux  éléments  ci-dessus  définis  se  réduit 
à  un  point,  le<]uel  peut  toujours  être  considéré  comme 
en  contact  avec  toute  ligne  cjui  en  est  issue.  Il  est  d'ail- 
leurs bien  facile  de  reconnaître  a  priori  t]ue  la  courbe 
obtenue  n'est  pas,  en  ce  cas,  une  adjointe  infînitésiuialc. 
Comme  exemple  d'une  telle  circonstance,  on  peut  citer 
les  polaires  réciproques  et  tes  podaires. 

[KUe] 

COKCOLRS  DB  L'ÉCdLB  DSS  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (UM). 
fiBOXÉTRIE  ANtLYTIOUE; 

Solution  gkoxktriqvb  par  M.  A(J,A\  JERttOl.D. 


Lieu  des  centres  des  cercles  tfui  passent  par  un  point 
donné  a  et  détachent  sur  une  droite  donnée  L  un 
segment  pq  de  longueur  constante. 


Soient  apq  un  c 


clei 


•pondant  à  la  question  et  c  son 


centre.  Décrivons  un  second  cercle  concentrique  au^re- 
niier  et  tangent  en  h  à  la  dioite  L.  Joignons  le  |ioinl  n 


an  point  h  et  le  centre  c  au  point  g,  seconde  int^-rsection 
de  ah  avec  le  petit  cercle. 

La  di'oîle  cg  ainsi  obtenue  rencontre  la  perpcudiru- 
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laire  ao,  abaissée  de  a  sur  L,  en  un  point  /^qui  est  (ixe. 
queJIe  que  soit  la  position  du  centre  c. 

En  effet,  si  l'on  mène  du  a  la  tangente  at  au  petit 
cei-cle,  cette  tangente,  égale  h  ph.  a  une  longueur  con- 
stante, et,  par  suite,  le  produit 

est  aussi  constant. 

Le  lieu  du  point  g  est  donc  un  cercle,  transformé  par 
inversion  de  la  droite  L;  et  comme,  par  raison  de  symé- 
trie, le  centre  de  ce  cercle,  qui  passe  par  a,  se  trouve 
sur  ao,  il  doit  coïncider  avec  le  point  /,  à  cause  des 
triangles  afg,  gch,  qui  sont  semblables  et  isoscèles. 

La  distance  du  centre  c  au  ^oiut  Qie^se  compose 
donc  du  rayon  cg,  augmenté  de  la  longueur  constante  g/. 
Si  donc  on  prolonge  ch  d'une  longueur  hk  égale  à  gj' 
les  points  tels  que  k  appartiennent  à  une  droite  D  pa- 
rallèle à  L,  et  l'on  voit  que  le  lieu  du  point  c  est  une 
parabole  ayanl/comme  foyer  etD  comme  directrice. 

Remarque.  —  On  voit  immédiatement,  sur  la  fîguie, 
que  le  paramètre  de  la  parabole,  égal  à  d/el,  par  suite, 
à  oa,  est  indépendant  de  la  grandeur  du  segment  pq. 

CBBTJFICATS  D'ÉTUBES  SUPÉMSIRBS 
DES  PiCULTfiS  DES  SCIENCES. 

SESSION    DE    JUILLET  1899.    -    COMPOSITIONSt 
BesBoçon. 

A.VALVSIi. 

Épreuve  écrite.  — ■  Question  de  cours.  Exposer  la 
théorie  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales 
doubles. 
Ann.  de  Mal/tcrnal-,  î*  série,  t.  XIX.  (Mui  lywi.)  i5 
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Btant  donné  un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires Oxy  Oy,  Oz,  on  considère  le  parabolotde  et  le 
cylindre  représentés  par  les  équations 


où  a  est  une  constante  positive;  calculer  le  volume  de 
la  partie  du  cylindre  intérieure  au  paraboloUde. 

Oii  a  à  elTt-ctuer  l'inl^rale  double 


en   la  calculant  d'après   les   méthodes   classiques,  on 
trouve  -lïa*. 

Epieuve  pratique.  —  l/ne  surface  de  révolution 
engendrée  par  une  cycloïde,  tournant  autour  de  sa 
base,  est  représentée  par  les  deux  équations 

calculer  les  aires  comprises  entre  les  parallèles  de  la 
surface  correspondant  aux  valeurs  suivantes  du  para- 


Oaaà  (calculer  l'intégrale  8-n  j  sin*  -du,cn  prenant 
pour  limites  inférieures  et  supérieures 


'     6'     6       4'     4       a 

Mbcaniqoe  rationnelle. 

Épreuve  écrite.  —  Un  point  pesant  est  attaché  à 

l'extrémité  d'un  fil  inextensible  suspendu  à  un  point 
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fixe  :  trouver  la  coiube  sur  laquelle  le  fil  doit  s'enrou- 
ler, pour  que,  dans  le  mouvement  de  ce  pendule,  la 
tension  reste  constante.  Trajectoire  du  point  M.  Loi 
du  mouvement. 

£u  iirenant  pour  axe  des  ^  une  vertioale  dirigée  vers 
lu  bas,  désignant  par  ce  l'angle  de  la  vitesse  avec  une 
horizontale,  on  a  pour  équations  du  mouvement 


d'y 


mg  —  T  cosa, 


T  étant  une  constante.  Ou  déduit  de  ces  équations  l'équa- 
tion des  forces  vives.  De  plus,  en  les  combinant  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  —  ~-  et  -7-  >  et 
en  déaîgnaot  par  c  la  vitesse,  l'on  a 

m.^=™^cos— T, 

et,  en  combinant  cette  é<]uatiou  avec  celle  des  forces 
vives,  l'on  a 


J      -r-      (T-mfco8a)>  (T-m^co»«)'' 

les  équations  permettent  de  discuter  la  trajectoire  <]ui 
est  comprise  entre  deux  korizontaies  fixes  si  T  >■  mg  et 
se  compose  alors  d'une  suite  de  boucles.  Si  T  <;  ms^  la 
trajectoire  se  compose  d'une  boucle  avec  deux  branches 
inGuies  et  d'une  courbe  rappelant  une  hyperbole.  La 
courbe  sur  laquelle  le  fil  doit  s'enrouler  est  la  développée 
de  celle-ci.  L'aiv  de  celle  développée  est  égal,  à  une 
constante  près,  à  ^;  on  déduit  de  là  facilement  les  dilTé- 

Tt 
rcDtielles  des  coordonnées  d'un  de  ses  points  par  rapport 
à  l'angle  a,  ce  qui  permet  de  la  discuter.  Quant  à  la 
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iiaturc!  du  moiiveinenl,  l'équation  des  forces  vives  monlre 
que  ia  vitesse  ue  peut  jamais  s'annuler. 

Honcy. 
Calcul  dippérbntibl  kt  Calcul  intégbal. 

Épreuve  éckite.  —  i"  Intégrer  y"' + y"  =tgx. 

2°  Equation  différentielle  des  lignes  de  courbure. 

3"  Lignes  de  courbure  de  la  surface  engendrée  par 
les  tangentes  à  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  cir- 
culaire. Si  un  point  décrit  une  ligne  de  courbure  dif- 
férente des  génératrices  rcctilignes,  l'un  des  centres 
de  courbure  principaux  correspondants  décrit  une 
ligne  géodésiffue  du  cylindre. 

Epeeuve  pratique.  —  Aive  d'une  zone  de  parabo- 
loïde  de  révolution  comprise  entre  le  sommet  et  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe.  Déterminer  ce  plan  de  façon 
que  l'aire  de  la  zone  soît  te  double  de  l'aire  latérale 
du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur,  et  ré- 
soudre numériquement  l'équation  trouvée. 

ASTRON'OHIE. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Question.  Détermination  de 
la  densité  moyenne  de  la  Terre  et  de  la  constante  f  du 
système  solaire  au  moyen  de  la  balance  à  doubles  pla- 
teaux. 

Valeur  numérique  de  f:  i"  dans  lesystèmeC.G.S; 
2"  en  prenant  pour  unités  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil,  In  maise  du  Soleil  et  l'année  tropique. 

2°  Question.  On  considère  le  lieu  géométrique  des 
points  de  la  surface  terrestre  pour  lesquels  une  étoile  E 
se  lève  ou  se  couche  au  moment  oii  elle  passe  au  méri- 
dien su/rérieur  à  A'ancj  . 
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i"  Equation  de  ce  lieu  en  coordonnées  rectangu- 
laires, 

2"  En  coordonnées  géographiques  {longitude  l  et 
latitude  «  ). 

3°  Distinguer  sur  le  lieu  les  points  qui  correspondent 
au  lever  et  au  coucher  de  l'étoile  E. 

On  cannait  le  grand  axe  ax  et  l'excentricité  e  du 
méridien  elliptique  de  la  terre;  on  connaît  aussi  la 
longitude  l^  de  yanfyr  et  la  déclinaison  Dde  l'étoile  E, 
jtes  longitudes  seront  supposées  comptées,  à  partir  du 
méridien  de  Paris,  de  o"  à  36o°  vers  l'Est. 

Epreuve  pràtiqde.  —  La  durée  de  la  révolution 
sidérale  de  la  planète  découverte  par  M.  Witt,  le 
i3  aoàt  1898,  est  de  642^108;  l'excentricité  de  son 
orbite  est  0,31  iSg. 

Calculer  le  temps  qui  s'écoule  depuis  le  passage  de 
la  planète  à  son  périhélie  Jusqu'au  moment  où  son 
rayon  vecteur  est  perpendiculaire  au  grand  axe. 

Algèbre  svpsniEURB. 
Eprextve  écrite.  —  !"■  Questioa.  Démontrer  que  ta 
fonction 


oit  V  est  un  argument  constant,  satisfait  à  chacune  des 
équations  différentielles 


a*  Qaeslion.   i"  Si  les  coordonnées  d'un  point  va- 
riable d'une  courbe  sont  définies  par  les  égalités 

^= ^.        y  =  pu  —  p(u-i-v), 

■>       nu  —  no  •'        '^  '  " 
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OÙ  u  désigne  un  paramètre  variable  et  v  une  constante, 
montrer  que  l'équation  de  la  courbe  est  de  ta  forme 

_j'»=  ii-(-6aia<+4aiT-(-Œi, 

et  que,  réciproquement,  on  peut  choisir  les  invariantes 
gx  et  g]  de  la  fonction  p  et  ta  valeur  de  la  constante  v 
de  façon  quêtes  coefficients\<Xi,  aj,a,  aient  des  valeurs 
données  à  l 'avance. 

2"  £"71  supposant  que  l'on  effectue  sur  x  une  trans- 
formation rationnelle  linéaire  qui  ramène  le  polynôme 
du  quatrième  degré  précédent  à  la  forme 

former  l'équation  qui  donne  tes  ^>aleurs  de  h,  et  en 
déduire  les  valeurs  de  ce  paramètre  pour  lesquelles  les 
quatre  racines  du  polynôme  forment  une  proportion 
harmonique. 

Épreuve  pratique.  —  Réduction  à  la  forme  cano- 
nique de  Legendre  des  deux  intégrales 


"i: 


1/43^(3;'- 9)  .-',     /Sa-(r'-H9) 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1899.  —  COMPOSITIONS. 


Besançon. 
Analïsb. 
Épreuve  écrite.  —  Un  angle  droit  OMP,  dont  le 
côté  MP  a  une  longueur  constante  a,  se  meut  de  telle 
sorte  que  son  côté  OM  passe  par  un  point  fixe  O  et  que 
le  point  P  décrire  une  droite  fixe  Ox  passant  par  O. 
Le  point   M  décrit  alors  une  courhe  passant  par  O. 
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Evaluer  l'aire  comprise  entre  cette  courbe  et  une 
corde  0M|  faisant  l'angle  a  ayec  l'axe  Qx.  Calculer 
le  volume  engendré  par  cette  aire  tournant  autour 
deOx. 

L'aire  demandée  a  pour  valeur — (  cola  4- »  —  -  ); 

I         1           ,            , ,                    ,         îira*(  I  —  sina)* 
le  volume  demandé  a  pour  valeur —-. ~  • 

Épreuve  pratique.  —    i"  Suchant  tfue  l'on  a 

_X  II»  I  ,  3    37' 

calculer  arc  sin^  à  un  millième  près. 

a"  On  considère  l'hypocyclolde  à  trois  rebrousse- 
ments  engendré  par  un  point  d'un  cercle  de  rayon  \ 
qui  roule  intérieurement  sur  un  cercle  de  rayon  i . 
Calculer  la  longueur  totale  de  cetlt  courbe  à  un  cen- 
tième près. 

Pour  la  première  question,  on  calcule  les  quatre 
premiers  termes  de  la  série  à  un  dix-millième  près.  On 
ajoute  et  on  laisse  de  c6té  la  quatrième  décimale. 

Pour  la  seconde  question,  la  longueur  de  la  courbe 
est-^,  aoit  5,33  avec  l 'approximation  demandée. 

Caen. 

Calcul  dippérgntiel  et  intégral. 
ÉpRBtivE  Éciiie.  —  I.  Trouver  l'intégrale  générale 
de  l'équation 

d*z  ^^  ^„. 

dxdy  rix  dy  ' 

chercher,  parmi  les  surfaces  représentées  en  coordon- 
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nées  rectangulaires  par  cette  intégrale,  celle  ffui  con- 
tient à  la  fois 

1°  La  droite  X  =^  î ,  3=y+i. 

a"  Le  cercle  y  =o,  x'-i-  z^  —  2X  =  o. 

Équation  de  la  surface  -  =    ,  ^—  ■ 

II.  Déterminer  les  surfaces  de  révolution  telles  i/u'en 
chacun  de  leurs  points  te  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  aient  une  valeur  donnée  a  ;  quelle  doit 
être  la  forme  de  a  pour  que  l'équation  de  la  surface 
ne  dépende  ijue  des  fonctions  circulaires  ou  logarith- 
mitjues?  Etudier  le  cas  de  a  =  —  i . 

La  question  est  classique  :  l' intégration  n'amène  qac 
des  fonctions  élémentaires  quand  a  est  l'inverse  d'un 
entier. 

Pour  a  ^  —  I ,  la  surface  est  une  alysséidc. 

EpftEtVE  phatiqtie.  —  Intégrer  l'équation 

dx^  dx^  dx>       ■>  '3x*       '  dx* 

j'=(A  +  Bx-(-C3:>)e-*-i-(D-i-li3f)cosar 

+  (F  +  G3-)sin3:-t-3;»— r.T*-t-6a^-H  '^-^. 


Clermont. 

Analïsk. 

Épreuve  écrite.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la 
polaire  d'un  point  M  de  la  courbe  par  rapport  à  un 
cercle  donné  passe  par-  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  au  point  M  ;  en  second  lieu,  telles  que  la  polaire 
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d'un  point  M  par  rapport  à  un  cercle  donné  divise  le 
rayon  de  courbure  du  point  M  dans  un  rapport  donné. 


Épreuve  paàtique.  —  Calulerà-^ 
de  l'intégrale  définie 


^  près  la  valeui 


MÉCANIOL'B. 

Epreuve  échite.  —  L'extrémité  A  d'une  barre  rec- 
tiligiie,  homogène,  pesante,  gUsse  sans  frottement  sur 
un  plan  horixontal.  Trouver  le  mouvement  de  cette 
barre.  Calcul  de  la  réaction  en  A. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  l'aire  plane 
homogène  ASEB  limitée  par  un  arc  SE  de  parabole,  la 
partie  AS  de  l'arc  tfui  va  du  sommet  à  la  directrice, 
une  portion  AB  de  la  directrice  et  la  parallèle  BE  à 


l'arc.  Calculer  les  distances  du  centre  de  gravité  de 
l'aire  aux  droites  AS  et  AB,  ainsi  que  les  moments 
d'inertie  de  cette  aire  par  rapport  aux  droites  AS 
et  AB  en  supposant 


=  90, 


Densilé  de  l'ai 
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Dijon. 

CtLCDL  DIFPÉHBNTtBL  ET  INTÉGRAL. 

ÉpREtîTË  ËcniTE.  —  Assigner  les  -valeurs  des  con- 
stantes a,  è,  c  pour  lesquelles  il  existe  quelque  surface 
jouissant  de  la  propriété  que  sa  normale  au  point 
(x,y,  s)  passe  toujours  par  le  point  (ay,  bx,  cz);  for- 
mer l'équation  générale  de  ces  surfaces  dans  l'hypo- 
thèse c^  i,et  examiner  le  cas  oà  l'on  a  c  =  i . 

MÉCANIQUE. 

Épbeove  écrite.  —  Deux  tiges  articulées  AB,  AC 
homogènes,  pesantes,  sont  assujetties  à  rester  dans  un 
plan  vertical  sans  frottement.  Les  extrémités  libres^ 
et  C  glissent  sans  frottement  sur  une  horizontale. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  la  déviation  pro- 
duite par  la  force  centrifuge  composée  due  au  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Terre  dans  la  chute  d'un  corps. 

Données  ; 

Hauteur  de  chute Soo" 

Aceéléralian  de  la  pesanteur. ...  g, 8088 

Latitude 48°5o'  1 1' 

Durée  du  Jour  sidéral 8616J  secondes  de  lempi 

moyen. 

AeTRONOHIE. 

Épreuve  écrite.  —  Établir  la  fonction  de  s  qui 
représente  la  probabilité  pour  qu'une  erreur  soit  coif 
prise  entre  o  et  s.  Définition  de  l'erreur  moyenne,  de 
l'erreur  probable. 

Épreuve  pratique.  —  Evaluer  la  probabilité  pour 
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qu'une  erreur  soit  comprise  entre  ±  a,  a  étant  égal 
aux  ^  de  l'erreur  probable. 

On  sait  que  l'erreur  probable  r,  et  la  constante  h 
sont  liées  par  la  relation  hi\  =  o,  4769363. 

Qrenoble. 

CaLCUI.  DlPP^RBNTIEL  ET  INTÉGIIAL. 

Epheuve  Écrite. —  Une  surface  réglée'^  est  engen- 
drée par  le  mouvement  d'une  droite  G  qui  se  meut 
d'une  façon  déterminée  en  rencontrant  constamment 
une  courbe  directrice  D,  et  l'on  demande  quelle  con- 
dition doit  être  remplie  pour  que  lu  courbe  D  soit  la 
ligne  de  striction  de  la  surface  S.  On  détermine  la 
normale  à  la  surface  S  en  un  point  de  la  ligne  D. 

Montrer  que,  dans  le  cas  oit  la  droite  G  rencontre 
constamment  la  courbe  D  sous  un  angle  constant,  cette 
courbe  est  une  ligne  géodésique  de  la  surface  Y. 

Application.  —  l/n  cercle  étant  donné,  trouver  une 
surface  réglée  dont  ce  cercle  soit  la  ligne  de  striction, 
les  génératrices  rencontrant  celte  courbe  sous  un  angle 
constant. 

Ëpkevve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 
m  et  a  étant  réels  et  positifs. 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  Un  point  matériel  non  pesant  M, 
mobile  sans  frottement  sur  un  paraboloïde  de  révo- 
lution dont  l'équation  r  ^ —  .  est  soumis  à  l'ac- 
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tion  d'une  force  parallèle  à  Or  et  fonction  connue  de 
la  distance  r  du  point  au  plan  tangent  au  sommet 

Z  =  mf{r)  (m  masse  du  poinl) 

1°  Trouver  le  mouvement  du  point,  la  projection 
de  sa  trajectoire  sur  le  plan  xy,  et  la  réaction  de  la 
sur/ace; 

2°  Traiter  complètement  la  question  quand 

3°  Déterminer  la  fonction  f{r)  de  telle  sorte  qu  on 
puisse  disposer  des  données  initiales  de  façon  que  lu 
réaction  soit  constamment  nulle. 

iÉPBEuvE  PRATIQUE.  —  Un  tétraèdre  komogèneOAÎiC, 
de  densité  p,  est  tel  que  le  trièdre  O  est  Irireclanglf 
et  les  trois  arêtes  OA,  OB,  OC  sont  égales  à  une  même 
longueur  a.  On  prend  les  trois  droites  OA,  OB,  OC 
pour  axes  xyr  et  l'on  demande  : 

1°  De  former  les  sommes  Iimx'',  ïm/*,  Swr'.SnyT. 
Smrx,  !^Tnxy,  m  étant  un  élément  de  la  masse  da 
corps  au  point  xjr\ 

2°  Écrire  l'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  du 
corps  relativement  au  point  O  par  rapport  aux  axes 
xyr; 

3"  Rapporter  cet  ellipsoïde  à  un  système  d'axts 
principaux  d'inertie  et  trouver  les  valeurs  des  mo- 
ments principaux. 

ASTRONOUIE. 

Epreuve  écrite.  —  Établir  les  formules  des  correc- 
tions de  parallaxe  : 

i"  Pour  les  coordonnées  équatoriales; 
2°  Pour  les  coordonnées  nzimutales. 
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Épreuve  pratique.  —  Étant  donnés  las  trois  côtés 
a,  i,  c  dun  triangle  sphérique,  calculer  les  angles  A, 
B,  C  et  les  variations  qu'éprouvent  les  angles  A,  B,  C 
quand  les  côtés  éprouvent  des  accroissements  ôa,  55, 
oc. 

Données  numériques  : 

a  =  I  i3''a'56',64,  b  =  8a''i9'a8',4o,         c  =  74'5i'3i',o6. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Les  corde»  communes  à  l'ellipse  et  à  ses  eerclei  oscula- 
teurs  en  deux  points  conjugués  se  rencontrent  sur  une 
courbe  ayant  même  aire  que  l'ellipse. 

(Ë.~N.  Bahisibn.) 


Par  M.  A.  DBOI-FiRNV. 

Soient  X  =  acos^,  y  =  &sin^  les  coordoonées  d'un  point  P 
de  l'ellipse.  La  corde  commune  à  l'ellipse  et  à  son  cercle  oscu- 
latear  au  point  P  coupe  la  conique  en  un  second  point  P'  de 
coordonnées  x  t=  acosia,  ^  — —  6sin3<p,  conséquence  d'un 
théorème  bien  connu  sur  la  somme  des  angles  excentriques  des 
points  d'intersection  d'un  cercle  avec  une  ellipse. 

La  corde  PP'  aura  donc  pour  équation 

bxcosf  —  a^sinv  =  abcosif. 

On  trouvera  la  corde  correspondant  à  un  point  conjugué  de  P 
en  remplaçant  o  par^a  +  f,  d'où 

â^sinç  +  o^cosç  =  aicosay. 

Ces  deuv  droites  se  coupent  en  un  point  de  coordonnées 

»_<.(coi»  +  sin,)co.jo. 
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Pour  évaluer  la  surface  limitée  pour  celte  courbe,  utitiwas 
la  formule 

d'où  après  quelques  rédactioos 

S  =  iab  j     cos'ao.rf» 


Dartf  un  quadrangle  quelconque  ABCD,  toient  : 
a  le  cercle  pauant  par  les  projections  de  A  tur  let  côttt 

du  triangle  BCD; 
fl  le  cereU  pattant  par  les  projections  de  B  sur  les  côtéi 

de  CDA; 
f  le  cercle  postant  par  les  projections  de  G  sur  les  c&tit 

de  DAB  ; 
S  le  cercle  passant  par  les  projections  de  D  sur  les  eàtét 

de  XBC. 

Démontrer  que  les  cercles  a,  p,  "f,  S  passent  par  le  méaf 
point,  qui  est  le  point  commun  aux  cercles  d'Bulerdtt 
triangles  BCD.  GDA,  DAB,  ABC.  (G.  Galluccu) 

SOLDTIOM 
Par  M.  A.  Droi-Farny. 

Le  théorème  proposé  est  une  cooséquence  directe  des  deui 
propositions  bien  conDues  : 

1.  Les  projections  orthogonales  d'un  point  quelconque  d'une 

hyperbole  équilatère  sur  les  côléa  d'un  triangle  inscrit  déter- 
minent une  circonférence  qui  passe  par  le  centre  de  la  courbe 
(voir  Nouvelles  Annales,  H'  série,  t.  IV,  p.  5i5). 

2.  Le  lieu  géométrique  des  centres  des  hyperboles  liquila- 
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téres  circonscriteii  à  un  triangle  donnÉ  est  le  cercle  d'Euler  de 

Les  huit  circonférences  proposées  se  coupent  au  centre  de 
t'Iiyperbole  équilatére  circonscrite  au  quadrangle  ABCD. 

QsMtion  17M. 

(IN*,  p.  ■>!.) 

Démontrer  la  formule 

(— i)*G*,.,  =  i  — Ci,-t-G',-C)i,  +  ...-F(— i)*Cl^, 

0(1  Gj;  désigne  le  nombre  des  combinaisons  simplet  de 
m  lettres  k  à  k.  (A.  CaiAHIAN.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Dhoi-Parut. 

On  a  la  relation  bien  connue 

Ci,  =  C^l',-t-GÎ;,_,. 
En  faisant  varier  X  de  o  à  Ar  on  a  la  suite  d'égalités 

C^     =  I         +  Gi,_„ 

g;;,   =  Gi,_,  +  c»,_,  , 
c*r'  =  G5rJ,  — Gfc.',, 

C*,    =  GjST-'i  +  Gîi-i  ■ 
Additionnons  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  (—1)',  (—1)',  (— )'i  •■■!  (—')*;  on  ' 


(-,)*C*..,=2(-'>^C^. 


QUISTIONS. 


ISîSO.  Soient,  dans  la  circonférence  circonscrite  au  triangle 
ABC,  a,  p,  Y  les  points  diamétralement  opposés  auxaommeis 
A,  B,  C; 
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ft-r  coupe  AC 

t  ABe 

n/ct/'; 

a-j  coupe  BA  e 

t  BCe 

n  m  et  m'; 

ap  coupe  CB  e 

iCAe 

n  n  el  n'. 

On  mène  ^0|,  mO],  »0|  respectivemeot  perpendiculaires  à 
GO,  AO,  BO,  de  même  /lOt,  miOi,  niO»  respeclivemeol  p«^ 
pendiculaires  à  BO,  CO,  AO. 

Démontrer  que  : 

i"  Les  Irois  droites  /O],  md,  nOi  se  coupent  en  un  mlm 
point  0|; 

2°  Les  trois  droites  /|0,,  /fiiOt,  /i|Oi  se  coupent  en  ua 
niéme  point  0*; 

3"  Les  trois  points  0|,  O,  Ot  sont  en  ligne  droite  el 


1  droite  de  Brocard  du 

(A.  Dboe-Farnï.) 
ine  coQÎqae  circonscrjic 
donnés. 

Les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  A  ren- 
contrent, pour  la  seconde  fois,  £  en  a  et  «'.  Les  cordes  il', 
P^'i  Tt'  ^^  coupent  en  un  même  point  P. 

Si  la  conique  £  passe  par  un  quatrième  point  Itxe  D,  qutl 
sera  le  lieu  de  P  pour  toutes  les  coniques  du  faisceau  A6CD? 
(A.  Droz-Farht.) 


3*  série,  Tome  XVHI,  1899,  p.  580,  dernière  colonne,  bijfe=  1790 
{voir  mtme  t.,  p.  53î). 


00i  =  00,; 

4'  La  droite  0,0,  es 

t  parallèle  à 

triangle  ABC. 

1^1.  Soient  ABC  un 

triangle  cl  £ 

e  colonne,  ajoutes  à  6a  place  alpkabêtiqut 
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UtIXIBHB  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNILES  » 
POUR  1900. 


SitJet. 

Les  axes  Oxy  Oy,  O  z  étant  supposés  rectangu- 
laires, on  donne  dans  le  plan  yOx  te  cercle  (C) 
et  la  droite  (D)  définis  par  les  équations 

(G)  ^*+«»-c'«  =  o, 

<D)  z-c     =o, 

puis  on  considère  une  hyperbole  êquilatère  (H) 
située  dans  un  plan  {S\)  {fig.  i)  passant  par  Oz 


et  dont  les  sommets  réels  A  et  A'  sont  situé$,  le 

premier  sur  la  droite  (D),    le  second  sur  le 

cercle  {C)  {le point  A' étant  distinct  du  point  O).- 

1°  Lorsque  le  plan  H  tourne  autour  de  Os, 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  i.  XIX.  (Juin  igoo.)  i6 
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(  H^  ) 
l'hyperbole  (H)  engendre  une  sur/ace  du  troi- 
sième ordre  (S)  tangente  au  plan  des  xy  tout  le 
long  de  l'axe  Ox. 

1°  On  considère  une  droite  variable  (A)  assa- 
jettie  à  s'appuyer  sur  Qx  et  sur  la  droite  (D),e/ 
le  point  M  {fig.  2),  non  situé  sur  Ox  ou  sur  (D), 


intersection  de  la  droite  A  et  de  la  surface  cu- 
bique (S). 

Montrer  que  les  coordonnées  du  point  M  s'ex- 
priment rationnellement  en  fonction  des  deux 
coordonnées  variables  du  point  [a,  trace  de  la 
droite  A  sur  le  plan  z  =  %c. 

3°  Quand  le  point  M  décrit  la  section  de  la 
surface  (S)  par  un  plan  (P),  le  point  fx.  décrit 
une  cubique  (F)  quand  le  plan  (P)  varie,  la 
cubique  (F)  passe  par  six  points  fixes  qui  sont 
les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 

4°  Trouver  toutes  les  droites  tracées  sur  Ut 
surface. 

5"  Quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  sur- 
face (S)  c^c  façon  que  le  plan  tangent  en  M 
passe  par  un  point  fixe  de  l'espace,  Q,  le  point  fi. 
décrit  une  conique. 
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Où  doit  se  trouver  le  point  fixe  pour  que  cette 
conique  se  décompose  en  deux  droites  ou  se  ré- 
duise à  une  droite  double? 

Que  peut-on  conclure  de  là  pour  le  cône  cir- 
conscrit à  la  sur/ace  (S)  e/  dont  le  sommet  est 
le  point  Q? 

6"  Étudier  le  lieu  du  point  M  quand  le  point  [jl 
décrit  une  droite  situer'  dans  le  plan  z  =  ic. 

Gonditioiis. 

Le  Concours  est  ouvert  à  tous  les  lecteurs  des  Nou- 
velles Annales  tle  Malhémaliijucs. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
projjosé  donnera  dioil,  au  prolît  de  l'auieur  : 

i"  A  un  crédit  de  loo*^  d'Ouvrages  à  clioisii'  dans  le 
CaialoguedeM.  Gauthier- Villars; 
'A°  A  la  publication  du  Mémoire; 
3°  A  un  lirege  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Tjes  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  Rédaction 
AVANT  LE  i5  NovEMBKK  1900,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  iniraédiate- 
ment  connaitre,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  uue 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  I a  nii^me  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  novembre  el  api^s  le  Jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  dn' 
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(  ^44) 
reaii;  que  l'insertion  d'un  Travail  trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

E^  jugement  <lu  Concoars  sei-fi  prononcé  avant  le 
1 5' décembre  1900,  et  lu  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associes  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1'  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  menlion- 
nées,  au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  eu  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  Immédiate- 
ment connaitres'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteuhs. 


[Klo] 

POUR  LA  0É9NÉTRIE  RÉCENTS  ; 

Par  m.  GiAcoMo  CANDIDO,  i  Pis. 


Cette  Note  est  une  continuation  d'un  précédent  ar- 
ticle ('  )  ;  pour  abréger,  je  ne  reproduirai  pas  les  formules 


(')  Formait»  pour  l'étude  d'une  figure  i-emarqaable  {N.  A., 

■899,  P-  3i). 
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que  j'y  ai  indi(|uées.  J'cii  aî  ajouté  d'autres,  quelques- 
unes  tirées  de  l'article  de  M.  le  professeur  Ferrari  (men- 
lionné  loc.  cil.);  et  d'autres  qui  résultent  de  la  combi- 
naison de  celles-ci  et  ili!  celles  trouvées  par  moi  daus 
l'article  dont  je  viens  de  parler. 

Voici  les  matières  qui  y  sont  développées  : 

Point  de  Lemoiiie  et  sa  généralisation,  indication 
sur  le  cercle  de  Lernoine;  angle,  point,  cercle  de  Bro- 
card; tLéorèine  d'où  découle  comme  cas  particulier  le 
point  de  Gergonne;  quelques  points  qui  proviennent 
d'un  théorème  de  M.  Terquem;  formules  générales  sur 
le  triangle  podaire  et  sur  le  triangle  pédal  d'un  point, 
et  quelques  observations  [Htuvant  être  d'une  certaine 
utilité. 

Les  formules  fondamentales  dont  je  me  suis  servi 
peuvent,  à  mon  avis,  rendre  des  services  dans  les  ques- 
tions de  (iéomélrie  récente. 

Indiquons  par  a:,  y,  z  les  distances  de  P  à  a,b,c, 
respectivement  ;  ou  a  alors 


I  t  =  APsine  =    Ap  sinA  V^d +g)i<'_'P_+.  ^'j  -  °V  . 

(I  +/J  -H  pq  )  y/fi'/»'-*-  ='+  ^*<^  ="*■* 


t  j'  =  APsin(A— 6)- 


j'^GPsinî 
T=CPsin(G-;)  = 


\a^.yf(l■^-p)(b■'p^c*)  —  a>p 
pg  I  ^ù'p*  ■+■  c'  -1-  -ifcccosA 

Ct/(i  +  /re)(a'/7t-h-A')-w 


(i  -f-  m-+-  mp)  •/a^rri'  -t-  é'  -I-  iabm  ea 

_        b  gin  C  /(i  +  /K)(a'/n  +  6')  —  me' 
(H-nn-ni/>)/a'm'-i-  6'  -\-iabm.coi 

_       cy  sin  B  ^{i  -^  y  )  (  c'  g  ■+d'  )—"*'"?__ 
(H-  y  +  niq)  /c*ç'-b«'  -H  lacq  COsB 


=  BP  .in(  B  -  ,)  -       ■'><-i<Hl^^_ES"-"")-l-"l 


(I  4-  5  +  mq)  yc'f^'-H  a'-i-  lacq  cosB 
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Supposons  maintenant  qu'on  dernaude  queiles  sont 
les  valeurs  de  m,  p,  y  pour  lesquelles  ou  a 


Égalisant  alors  deux  n  deux  les  valeurs  da  x,y,  t  que 
nous  avons  données,  ou  a 

bpimh.  =  ca\v.K,       am sîd C  =^  6 sinC,       yesiaB  =  osiaB, 
d'où  l'on  tire 


On  voit  tout  de  suite  que  dans  ce  cas  le  point  P  est 
le  centre  du  cercle  inscrit. 

Supposons  qu'on   demande  que  le  point  P  soît  tel 
qu'on  ait 

alors  répétant  U  même  opération  que  cj-dessus,  on  a 

pbc  sinA  =£csinA, 
mab  sinC  =  afcsinC, 
qac  sinB    -acsiaB, 


et  le  point  demandé  est  le  barycentre  du  triangle. 

Supposons  «ncore  que  l'on  veuille  savoir  quel  est  1« 
point  pour  lequel  on  a 


il  résulte  toujours  de  nos  fon 


n,g,t,7rJh,G00glc 
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et  le  point  demandé  est  précisément  le  point  de  Le- 
moine. 

Enfin  supposons  qu'on  demande  les  valeurs  de  m,  p, 
1}  pour  lesquelles  on  a 


Ce  point  a  été  étudié  par  MM.  G.  Longcliamps,  TKiry, 
Lugli,  etc.;  nous  l'indiquerons  par  K,,.' 
La  formule  du  professeur  Ferrari 


<B)    PQ 


I  -1-  ni  -t-  mq  (l  -I-  m  -^  mp)* 


que  le  lecteur  interprétera  aisément,  permet  d'éubtïr 
l'existence  du  cercle  de  l.emoine;  on  peut  voir,  pour 
le  développement  de  ces  idées,  le  beau  Mémoire  de 
M.  TbirjdéjÀ  cité.  Ou  observera,  en  outre,  que  la  for- 
mule (B)  comprend,  clans  sa  généralité,  des  résultais 
obtenus  pour  le  calcul  des  distances  particulières. 

2.   Construisons  par  nos  formules 

laogî  =  lange  =  tangip  =  tangw  ; 
ou  a 

bpixuk       _       cqûoh       _       am  sinC       _ 
^'     c-f-ft/>cosA       o-t-cjcosB       A+amcosC  ^    ' 

On  a  alors  aussi  l' équation 

i(conu  — colA)(cotw  — cotB)(cotu.-cotC) 
~  sioAsioBsinC' 
d'où 

(lot  10  =  cotA  +  cotB  +  rolC  =    ■-■■     ■■■■  ■ 
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De  (i),  substituant  ] a  valeur  trouvée  pour  tangu, 


'^       *3iiiA(cotB  +  rtitC) 

_  a 

^  ~  csinB(coiA+coiC)' 


IVous  indiquerons  par  û  le  point  déterminé  |)ar  ces 
valeurs  de  m,  />,  q. 

Construisons,  de  même, 

iang(A  — 6)=lang(B  — <p)  =  tang(G  — !:)  =  laRg<u'; 

on  obtient 

csinA        _       asinB       __        ftsinC        _ 
^^^      V  +  ccoïA  ~  cy-i-«coaB  ~  ann- ftcosG  ~   ^"^"' 

d'où  résulte  une  équation  identique  à  (i  '),  et,  par  suite, 

Sa' 
(3)  cotti>  =  cot(u'=  S  col  A  =  -j— - 

Le  point  déterminé  par  les  valeurs  de  wi,  /»,  q  Indi- 
quées dans (s) sont 

7n=  -  amC(colA+colB), 

p  =  T8inA(cotB  +  cotC), 

q  =  ~  sinB(cotA-hcotC), 


p  — 
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Noua  indiquerons  par  Qf  le  point  déie'rininé  par  ces 
valeurs  de  m,  p,  g. 

L'angle  w  indiqué  dans  (3)  est  l'angle  de  Brocard. 

Les  deux  points  Q  et  0'  sont  les  points  de  Brocard. 

Au  moyen  de  la  formule  (B)  et  en  tenant  compte  de 
ce  qu'on  a  trouvé  auparavant,  on  calcule  facitemeut  les 
dislances  UK^,  OQ,  KjU,  où  O  est  le  centre  du  cercle 
c-îrconscrît  au  Irîanglej  Kj  et  Û  sont  respectivement  les 
points  de  Lemoine  et  de  Brocard.  On  a 

Ôïti' =  R>(|  —  3  tang'u), 


UO     =  R«- 


UK,  =4R*siii'(.>-3R*tang'w, 
n'ft'c' 

d'on  l'on  tire 

OK,'  =  UK,'  +  OÛ*, 

et  de  là  on  conclut  que  : 

ie  point  Q  se  trouve  sur  le  cercle  qui  a  pour  dîa~ 
mètre  OK,. 

Par  analogie,  on  démontre  que  Û'  se  trouve  sur  la 
même  circonférence. 

La  circonférence  sur  laquelle  se  trouvent  û,  Of,  K,, 
O  est  celle  qu'on  appelle  circonférence  de  Brocard. 

3.  Proposons -nous  le  problême  suivant  : 

Quels  sont  les  points  tels  que  les  droites  qui  joignent 
leurs  projections  sur  les  côtés  avec  les  sommets  du 
triangle  soient  concourantes  ? 

De  nos  formules  on  déduit,  en  indiquant  i>ar  Pa,  P*, 


jh,Googlc 


(  .3o) 
P«  les  projections  de  P  sur  a,  b,  c  respecUvement 


a  +  cyco*B 

v'(n-î)(ctç-.-a«)-é'g 

/c'y'+û'-t-aacyc 

JS&                  i  +  g  +  mç 

am  +  fccosC 

v/(i-l.m)fa*/n+fr>)-mc' 

v'(i'm'-i-à'+2acjc 

osB               i-l-m+m/. 

ft  +  omcosG 

v/(i  +  m)(«'m+ê>)-mc' 

</^lr. 


bp-i- ccoiK 

v/(n-/»(ô'/>'+c»)-.''/' 

^/b^pt^c'-,-2bcpc 

OSA                 i-hp+pq 

6/.-+-CCOSA 

V'(n-/')(6>i»'-+-c»)  — ■•'/> 

^b^p^-¥-  c'-t-  aie/»  Cl 
cq-^a  cosB_ 


t  iH-  î  -t-  m? 


Puisque  APa,  BPa.  CPe  concourent  eu  un  point,  on 
doit  avoir 

SK.bp^.gpL  =  pTb.pIÔ.p^, 

vijualioo  qui,  par  les  foiinuies  prétédenies,  devient 

(»)     «(^-6'^)(cosBcosC-cosAj 

^b(~  —  c'jVcosApoçC  — cosB) 

..(^-a.„)<e..»co.B-„.C,  =  ., 

el  aux  valeurs  de  m,  />,  ^  qui  satisfout  à  cette  équiÛOD 
corcespond  un  point  demandé. 


L't'qualioii  (x)  i-st  vériHét;  par 
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ce  qui  nous  donne  comme  point  P'  le  point  de  Ger- 
goiii.e. 

On  pcui  dii'c  la  niètno  cliosc  du  point  conjugue  isotO' 
inique  de  P.  Le  point  (Je  Ger^onne  peut  s'obtenir  encore 
(l'une  autre  manière,  que  nous  indiquerons  brièvement. 

Le  théorème  suivant  est  bien  connu  ('  )  : 

En  joignant  un  point  T,  aux  sommets  d'un  tri- 
angle, le  cercle  t/ui  passe  par  les  trois  points  T,a,  Tf*, 
T,c  déterminés  sur  les  côtés  a,  h,  c  par  les  droites  hT,, 
BT|,  CT,  coupe  les  côtés  en  trois  autres  points  T^gy 
Taj,  Tjc  tels  e/ue  les  droites  qui  les  joignent  aux  som- 
mets opposés  sont  concourantes  en  un  point  Tj. 

Nous  appel leions/;oin(irfe7e/-^Hem  les  pointsï|,Ts. 
Relativement    à    ces  points,   indiquons   le   théorème 
suivant  : 

Si  le  point  T,  est  déterminé  par  les  rapports  m,  p, 
(/,  le  point 'ïi  est  déterminé  par  les  rapports 


-^ 

''9 

î!i? 

_  +  _£_?-  +  ? 


Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  cette  pro- 
position. 
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Si  l'un  des  points  de  Terquem  est  le  barycenlre,  on  ■ 
ilora  m  =  p  =  q  ^  '  1  et,  en  corre.ipondance , 


o'-l-  b*- 


on  voil  que  le  second  point  de  Terquem  est  l'orlUo- 
ceiitre  du  triangle.  Au  moyen  des  formules  établies  dai» 
les  paragraphes  précédents,  on  trouve  même  le  ras 
où  m' ^  m,  f/  :=  p,  tj'=^f},  ou  bien  le  cas  où  les  deux 
points  de  Terquem  sont  coïncidents,  et  de  cette  manière 
on  a  de  nouveau  le  point  de  Gergounc. 

4.  Surface  t  du  triangle  pédal  du  point  P.  —  Par 
nos  formules,  on  a 


/»?»/(' 

-\-p)(c^p-\-b*)'-a^l> 

(!+/<)((+/> -*-/>?) 

m^A" 

-^q)(c*q^a')~b>g 

(n-9)(n-9+/«î) 

mpy/( 

-m)(a'm-^l>^)  —  c*m 

PF=, ■ 

sin  EPD  =  sioe  co3(  B  —  ç)  -f-  cos9  9io(B  —  «p), 
sinDPF'  =  sinï  cos(A.  — 6)  ^-cosï  sin(A-6), 
sin  FI^  =  sioycoï(G  —  î)  -H  tosif  sin(C  —  î). 

De  celte  manière,  on  connaît  tous  les  éléments  néces- 
saires pour -le  calcul  de  la  surface  a;  calcul  que  nous 
omettons,  pour  abréger,  et  qui  donne  la  formule  très 
simple 

0-=   — — r     (aS  =  surface  du  irîaacie  ABC)- 

(.■-t-/'J(n-m)(i-^î) 
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Si  le  point  P  est  le  point  K»,  on  a 


Observons  paniculièremeut  que  de  cette  formule  on 
déduit  »jue  :  Les  surfaces  des  triangles  pédals  (  '  )  des 
points  de  Leinoine  et  de  Brocard  sont  données  par 
l'unii/ue  formule 


De  la  formule  générale  <]uî  donne  t,  on  déduit  que 

La  suif  ace  i^  du.  triangle  pédal  du  point  isotomîçue 
du  point  P  est  précisément  <t. 

5.  Surface  Sp  du  triangle  podaire  du  point  P.  — 
De  nos  formules  (A),  on  déduit  aussi  la  surface  du  tri- 
angle podaire  du  point  P,  qui  est  ; 

S   =      pS[(i +/.)(&'/>+ c')-«V]sin'A 
'      (i  +  p  +  pqy{à*p*-hc'-h  tbcpcasX) 

(,  4- OT-t- m/))>  (a'm'-h  6»-i- aaèmcosC) 

yS[(i  +  g)(c'g  +  a')-^'yJ5.n'C 
(  iH-  m  +  my  )*  (  c'  y»  4-  a»  +  a  acg  eos  B  ) 

Si  le  point  P  est  le  barycentre  du  triangle,  on  a 

_  S(a*  +  fi'+c') 
=>" (6R)«         - 

Si  le  point  P  est  le  point  de  Leinoine,  on  a 


n  joiftoant  deux  à  deux  tes 
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6.  Remarque,  —  Il  faut  observer  que  l'interpréution 
géoinétri(|ue  de  quelques  identités  algébriques  entre 
les  m,  p,  t}  est  parrois  utile.  Nous  en  donnerons  uu 
exemple  :  Ou  vérifie  aisément  l'identité 

r\\  '"P  i  Pf  ;  '"g  =1 

I  -H  ffi  -H  mp       i-*-/>-+-/jj"^n-y  +  mq 

L'ÏDterprétatîou  géométrique  résultant  de  nos  formules 
est  U  suivante  : 

■Si  trois  droites  tirées  par  les  sommett  d'un  triangle 
se  coupent  en  un  même  point  P,  on  a  In  relation 

DP       PE       PF 


De  la  relation  (I),  on  déduit  aussi  les  autres  identités 
algébriques 

(11)     ! 1 ! \ ! =1, 

t-{-m-\-mp       i-i-p-i-pç        i-+-q-i-mq 

(IH)    ^ + ^ + ? =,, 


qui,  sommées,  donnent 


I  -*-  nu-  mp        I  -t-p  -^P^        ■"t~9  -H'"? 

relation  dont  rinierprétatioii  géométrique  est  la  sot- 
vante  :  Si  trois  droites  menées  par  les  sommets  d'un 
triangle  se  coupent  eu  un  point  P,  on  a  : 

AP       BP       CP  _ 
AD  ^  BË  ■*"  CF  ~  ^' 

Compic  on  le  voit,  les  trois  identités  (I),  (JI),  (IIJ)s« 
déduisent  les  unes  par  les  autres  ;  mais  il  y  a  |>lus  :  Si 
Tune  de  ces  identités,  par  exemple  (111),  appartient  au 
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point  P,  alors  une  de  celles  (|ni  restent,  et  eit  ce  cas  la 
relation  (Il)i  appartient  au  point  conjugué  isotomique 
de  P.  C'est  ce  que  le  lecteur  vérifiera  aiiéinent. 


[F8f]  [Hlld] 

8XP0SITI0K  GBOMÊTRIQIE  ÉLÉNBNTAIRK  DR  QUSLOUES 
PROPRIÉTÉS  POKDANEIVTALES  DES  FONCTIONS  ELIIP- 
TIOUES  DB  PRENIBRK  BSPfiCB; 

Pau  m.  E.-M.  LÉMERAY. 


C'est  par  le  calcul  intégral  que  les  fonctions  ellipti- 
ques se  sont  introduites  dans  la  Science,  et  t'est  dans  le 
calcul  intégral  qu'il  faut  puiser  les  démonstrations  de 
leurs  propriétés  et  les  méthodes  de  calcul  si  l'on  veut  de 
la  rigueur  et  de  la  généralité.  Mais  l'emploi  des  inté- 
grales prises  entre  des  limites  imaginaires  fait  appel  à 
des  connaissances  peu  familières  au  début;  et,  tout  en 
laissant  de  càté  les  méthodes  de  calcul  des  fonctions 
elliptiques,  il  y  a  prolil  à  se  rendre  compte  auparavant, 
par  des  moyens  plus  simples,  de  leurs  propriétés  prin- 
cipales et  en  particulier  de  leur  double  périodicité.  C'^sl 
ce  qu'on  a  essayé  de  faire  dans  ce  Travail  au  moyen 
d'une  représentation  géométrique  qui  fût  la  gènéiali- 
salion  d'une  représentation  convenable  des  Jonctions 
circulaires. 

Nous  considérerons  les  anciennes  fonctions  elliptiques 
an,  en  et  dn,  en  nous  bornant  niùine  n  la  première  à 
laquelle  les  deux  antres  se  rainénenl  facilement,  puis 
nous  dirons  quelques  mots  de  la  fonction  p  de  Wcier- 
slrasR. 
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Comme  sn  dégénère  soît  en  sinus,  soit  en  tangente 
hyperbolique,  nous  examinerons  d'abord  ces  deux  fonc- 
tions et,  avec  plus  de  détails,  la  première,  la  plus  fami- 
lière, pour  laquelle  la  représentation  géométrique  sera 
bien  facile  h  comprendre.  La  métliode  s'étendra  ensuite 
tout  naturellement  à  la  seconde  et  au  cas  général  de  un. 

Notre  point  du  départ  sera  le  théorème  d'addition. 

I.  —  Sinus. 

1.  Considérons  d'abord  une  fonction  de  />  que  nous 
appellerons  sin^  telle  que  l'on  ait 

I'        sin  (.p-i-^)=  sin  p  /r  —  ain'q  +■  sinq  y/i  — sinV. 
a-  sittO  =  o, 


(■Jsin/)\       _^ 
dp  J,=r 


Nous  admettrons  ici  qu'une  telle  fonction  existe  ('). 
Supposons  }>  constant  et  q  variable;  posons 

sin/>  =  a,        i,mq=x,        sin(/.-i- y)  =^. 
on  a 

(i)  y  =  a  ^T~^x^  -t-  x^T^^^. 

Nous  supposerons  a  réel  positif  plus  petit  que  i,  et 
:>:  réel  et  plus  pçtitque  i  en  valeur  absolue. 

(■)  Alwl  a  donat  (fEuvret  compléta,  t.  I,'p.  64;  iSSi)  Imcod- 
dilioDS  Décc$Mires  et  suffisantes  pour  qu'une  relation  donnée 


entre  P(^)  et  V{q)  représente  un  théorème  d'addition.  Il  faut  que 
ne  change  pas  quand  on  permute  p  et  q.  Il  faut  de  pins  qiic>  ^i  ''< 
remplace  ¥(q)  par  £[F<9),  P('')]  la  fonction 


SlFp.S[F(y).F(r))j 
e  change  pas  quand  on  permute  p,  q  et  r. 
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Sur  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  {Jig-  i)  con- 


siruisons  la  courbe  représenlée  par  l'équation  (i).  C'est 
une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  dirigé  suivant  la  bissec- 
trice positive  de  l'angle  xO^;  elle  est  tangente  aux 
quatre  droites  x  =  ±  i ,  y  ^=±  t .  Les  deux  racines  de 
l'équation  y  =  x,  sont  plus  petites  que  i  t-n  valeur 
absolue. 

3.  Cela  posé,  partons  du  point  Pg  où  l'ellipse  coupe 
la  partie  négative  de  l'axe  Ox  et  traçons  la  ligne  brisée 
PoOPtM.Pj —  dont  les  côtés  sont  tour  à  tour  paral- 
lèles à  Ox  et  àO^;  dont  les  sommets  sont  alternati ve- 
inent sur  l'ellipse  et  sur  la  bissectrice  positive  OB  de 
l'angle  xOy,  et  en  ayant  soin  de  prendre  parmi  les 
deux  intersections,  quand  elles  sont  distinctes,  d'une 
verticale  avec  l'ellipse  celle  qui  n'est  pas  symétrique 
(  Pi  par  exemple)  du  point  précédent  (  P|  )  par  rapport 
àOB. 

D'autre  part,  sur  deux  axes  rectangulaires  O^,  O^, 
construisons  une  courbe  C  de  la  manière  suivante  : 
Marquons  sur  Oz  les  points  d'abscisses  S,  a  3, ...  S  étant 
une  longueur  arbitraire,  puis,  aux  ordonnées  correspou- 
dauies,  les  points  P', ,  P^,  ...  ayant  mt^mes  ordonnées 

.4nn.d<,tfnMema/.,  3-sétif,l.  XIX. (Juin  .,ino.)  17 
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que  M,,  M2,  .  -  -  ou,  ce  qui  revient  a 
l'a,  . . .  {fig-  2)  et  faisons  passer  j: 


points  une  courbe  continue  C.  Menons  la  tangente  OT 
à  l'origine,  mesurons  le  cocfBcient  angulaire  t  de  celte 
tangente;  puis  traçons  une  courbe  T  d'ordonnées  égales 
à  celles  de  C,  mais  d'abscisses  t  fois  plus, grandes.  La 
courbe  F  représente  la  fonclion  sin  z  comme  on  le  verra 
tout  à  l'heure, 

11  faut  avant  tout  donner  un  sens  précis  à  l'opéralio" 
qui  consiste  à  faire  passer  une  courbe  continue  par  1rs 
points O,  P',,  l'i 


3.  Montronsd'abordqu' 
telle  que  l'ellipse 


I)  peut  trouver  u 


r/r=7;7 


permette  d'obtenir  un  nombre  de  points  deux  fois  plus 
grand  que  la  première;  je  veux  dire  qu'elle  fournisse 
les  points  donnés  par  la  première,  et  de  plus  d'autres 
points  situés  chacun  entre  deux  des  premiers.  Soifol 
Q,,  Qï,  ...  les  points  ohicnus  sur  la  seconde  ellipse: 
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t^,.  y^soiil  les  analogues  de  P,,  P^,  ...  on  a 

ordonnée  Qi=  a,,         ordonnée  Qt—  ïOi  y/i  —  a\. 

En  écrivant  que  les  ordonnées  de  Pi  cl  Qt  sont  égales, 
ou  a  une  équation  d'où  l'on  lire  pour  a, 


Du  ces  qnalrc  valeurs  nous  laisserons  de  côté  losva  leurs 
négatives,  puisque,  par  convention,  le  paramètre  qui 
définit  l'ellipse  doit  être  positif;  pour  voir  laquelle  des 
deux  valeurs  positives  nous  devons  choisir,  supposons  a 
très  petit.  Pour  qu'il  y  ait  coulinuité,  il  faut  que  l'or- 
donnée de  Qi  soit  comprise  entre  zéro  et  l'ordoiinév 
de  Qî,  c'csl-n-dire 


Cela   ne  peut   avoir  lieu   si   l'un 
:ar  l'on  aurait 


ce  qui  est  impossible,  le  premier  membre  de  la  seconde 
inégalité  étant  posilif,  et  le  second  étant  négatif  pour 


Montrons  maîiileiiani  généralement  que  si  le  point 
Qiji  ([*  entier)  de  l'ellipse  de  paramètre  a,,  a  même 
ordonnée  que  le  point  P|i  de  l'ellipse  de  paramètre  a, 
les  points  Qsji+a  de  la  première  et  P^^.,  de  la  seconde 
auront  aussi  môme  ordonnée.  Soit  y  l'ordonnée  de  Qm 
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et  de  P|j,;  on  a  d'une  part 

ordonnée  P(i+i  =  o  ^i  —  y^-t-y^y  —  a' 
et  remplaçant  a  par  sa  valeur  ^a,  ij\  -—  « , 

ordonnée  P^^.,  =  aaVi^^^*/i-J''  +  r('-''î)- 
D'autre  part  soient  »|i,  "flj  'es  ordonnées  de  Qjji+t  « 

d'o 


-7,1  = 


tî<r. 


et,  par  suite, 


^X-a,yy, 


y\ 


-\-a^)/i-y*</,  —  a\-^y{t  —  a]), 
■t\i—  soi/i  — J''v'i  — «'4-^(1  — aaj)  =  ordonnée  Pji+i- 

Toutes  les  valeurs  qui  représentent  les  ordonnées  dei 
points  P,  se  retrouvent  ainsi  parmi  les  valeurs  des 
ordonnées  des  points  Q;  donc  si  l'on  fait  le  tracé  de  la 
Jig.  a  en  partant  de  l'ellipse  de  paramètre  a,  et  en  pre- 
nant pour  équidistance  ~  au  lieu  de  8  on  obtient  une 
suite  de  poinu  parmi  lesquels  se  trouvent  les  points 
obtenus  d'abord. 

On  peut  ensuite  déterminer  un  nouveau  paramétre  Oi 
pai'  la  relation 

et  prendre  pour  équidistance  -^ .  etc.  On  aurait  ainsi  une 
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suite  de  points  de  plus  en  plus  rapprocliés  pour  déter- 
miner la  courbe C. 

Voici  maintenant  une  remarque  dont  nous  aurons 
besoin.  Les  quantités  a,  a,,  a^,  .  .  .  tendent  vers  zéro  ; 
l'on  trouve  aisément 

Soit  E  la  valeur  de  a„;  construisons  une  courbe  telle 
que  C  en  partant  de  l'ellipsede  paramètre  E  et  en  prenant 
pour  équidistance  8  ^  s.  On  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  e  soit  plus  petit  qu'une  quantité  assignée 
d'avance,  si  petite  qu'elle  soit;  à  la  limite  le  coefficient 
angulaire  t  de  la  tangente  à  l'origine  à  la  courbe  C  est 
égal  à  I  ;  et  cette  courbe  C  se  confond  avec  F. 

EnGn  l'on  arrive  au  mètne  résultat  si  l'on  prend 
pour  E  une  quantité  infiniment  petite  quelconque,  car 
l'on  pourrait  déterminer  a  de  manière  que  a^  âùt  une 
valeur  donnée. 

Il  résulte  de  là  que  nous  pourrons,  dans  la  suite, 
partir  d'ellipses  dont  le  paramètre  a  (tout  en  restant 
positif  et  plus  petit  que  i)  peut  avoir,  soit  une  valeur 
quelconque,  soït  certaines  valeurs  finies,  soit  une  valeur 
infiniment  petite,  et  les  résultats  obtenus  dans  chaque 
cas  particulier  seront  applicables  à  tous  les  autres  cas. 

4.  Vérifions  que  la  fonction  représentée  par  la 
courbe  r  satisfait  aux  trois  conditions  imposées.  Pour 
démontrer  que  l'on  i{p  et  z  étant  toutefois  réels) 


siD{/t -H a)  =  siap y/i  -  sin'a  -h  sins  v/i  — sin»/), 

il  suffît  de  supposer  que  le  paramètre  a  de  l'ellipse  est 
égal  à  sin  p.  Si  l'on  prend  sur  l'ellipse  {/ig-  i)  un  point 
dont  l'abscisse  soit  égale  à  sinz,  son  ordonnée  sera 
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Valeur  et  dérivée  à  l'origine.  —  D'après  la  manière 
même  dont  on  consiruil  la  courbe  1",  on  a 


-*«)-°.    i^U 


l'origine  est  un  zéro  de  la  fonction,  et  c'en  csl  un  zéro 
simple. 

5,  Équation  différentielle.  —  Supposons  main  tenant 
<]ue  l'on  soit  parti  d'une  ellipse  déiinie  par  nue  valeur 
très  petite  du  paramètre  a  et  c|ue  l'on  ail  pris  ô=i 
comme  équidistance  dans  la  construction  de  la  courbe  C. 
Soient  P(t,  P([^,  deux  des  sommets  successifs  de  poK- 
gone  sur  l'ellipse,  d'ordonnées  y,^  et  y^^,  ;  la  différence 
des  ordonnées  des  deux  points  correspondants  de  la 
courbe  F  est^^'ji^.,  — y^^  la  diiïérencc  de  leurs  abscisses 
est  a,  l.a  sécante  a  pour  coefficient  angulaire 

mais  OB  étant  la  bissectrice  de  l'angle  xoy,  le  point  dr 
l'ellipse  qui  a  pour  ordonnée  _j'(m.)  a  pour  abscisse  jji- 
Le  coefficient  angulaire  est  donc 


quand  a  tend  vers  zéro,  ce  rapport  tend  vers 

acsl'n  la  limite  l'accroissement  f/s  de  z\  si  l'on  remplace 


généralement  ^[i  parj)',  o 


VT^'. 


Période.  —  On  a  vu,  au  n"  2,  qu'il  faut  choisir  parmi 
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(luux  mtersccLÎons  sup^wsées  distinctes  de  l'ellipse  avec 
une  parallèle  à  Oy,  celle  qui  n'est  pas  symétrique  du 
point  précédent  par  rapport  à  OB.  En  général,  les  deux 
intersections  seront  distinctes  ;  mais  il  est  facile  de  voir 
([ue  par  continuité  il  y  a  des  valeurs  de  a  telles  qu'un 
élément  horizontal  de  la  ligne  brisée  est  tangent  à 
l'ellipse  et  que  le  fait  se  produit  dès  le  premier  tour  fait 
sur  l'ellipse  par  une  mobile  la  parcourant  dans  le 
sens  ^  et  rencontrant  les  points  P, ,  Pj,  .... 

Soit  M^  le  point  où  OB  coupe  le  côté  P,,,  M,!  de  la 
ligue  brisée  parallèle  à  ox  et  tangent  à  l'ellipse  (_fig-  3). 

Fig.  3, 


L'ellipse  admettant  les  deux  bissectri 
symétrie,  l'on  a 


I  pour  axes  de 


■e  P(t_]  =  abscisse  P|j.=  ordonnée  P^-n. 


M,^,  et  M,tt,i  sont  confondus-,  et  ainsi  de  suite.  La  ligne 
brisée  constitue  donc  un  polygone  fermé  ayant  les  bis- 
sectrices pour  axes  de  symétrie  et  l'on  reviendra  au 
point  Po  après  un  certain  nombre  (entier)  d'opéra- 
tions. La  fonction  sinzest  donc  périodique. 

Il  résulte  encore  de  cette  symétrie  que,  si  l'on  désigne 
par  -  la  plus  petite  valeur  de  ^  pour  laquelle  la  fonction 
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vst  maximum  (égale  à  i),  on  a 


.(.-,)...(..=). 


La  longueur  oo'  {Jig-  2)  représeutc  la  période  an.  La 
distance  OR  =  3,i4.   •■-  représenlc  la  demi -période. 

6.  Nous  allons  voir  mainteuant  que,  quand  la  variable 
esl  purement  imaginaire,  il  en  est  de  même  du  la  foiic- 
lion,  Soity  une  valeur  complexe  de  z,  telle  que  la  fonc- 
tion prenne  la  valeur  purement  imaginaires  y —  i,oùa 
est  réel.  Si,  au  théorème  d'addition,  nous  remplaçons 
dans  le  second  membre  a  et  r  par  a  yj —  1 ,  il  devient 

il  est  donc  encore  purement  imaginaire  et  nous  pouvons 
l'écrire  y  <J —  1,  y  étant  réel;  en  substituant  la  valeur 
ainsi  trouvée  à  x  (ce  qui  est  la  traduction  analytique 
du  procédé  géométrique  du  n"  2)  nous  aurons  une  nou- 
velle valeur  encore  purement  imaginaire 

donc,  pendant  que  la  fonction  prend  la  valeur  zéro 
et  les  valeurs  purement  imaginaires  que  nous  ve- 
nons d'obtenir,  la  variable  prend  les  valeurs  o,  J>,  a/, 
3y,  ....  Soient  u  -)-  i'\' —  I  une  valeur  de  la  variable 
et  U  -+-  V  sj--  r  la  valeur  correspondante  de  la  fonction. 
Représentons  sur  deux  axes  rectangulaires  ou,  ov  la  va- 
leur de  ïa  variable  par  un  point  d'abscisse  u  et  d'or- 
donnée c,  et  sur  deux  autres  axes  rectangidaircs  OU, 
OV,  la  valeur  de  la  fonction  par  un  point  d'abscisse  tl 
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et  d'ordonnfic  V.  D'après  ce  (ju'on  vieut  de  voir,  quand 
)a  fonction  prvnd  tes  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  et 
qui  sont  situées  stir  l'axe  îmaginaîre  OV,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  la  variable  sonL  situées  sur  une  droite 
du  plan  iiOf  passant  à  l'origine.  Comme  au  n°  3,  on  peut 
prendrez  assez  petit  pour  que  z  puisse  être  considéré 
comme  le  produit  d'un  entier  assez  grand  [x  par  un 
nombre  complexe  assez  petit  j,  d'argument  constant. 
Alors,  quand  la  fonction  décrit  l'axe  OV,  la  variable 
décrit  une  droite  passant  à  l'origine. 

U  reste  à  montrer  que  cette  droite  est  nécessairement 
l'axe  OV,  sans  quoi  la  fonction  ne  serait  pas  analytique. 

En  ellét,  l'on  saitque  pour  une  telle  fonction  les  rela- 
tions entre  u  et  c,  représentées  par  les  conditions 


sont  figurées  dans  le  plan  uov  par  des  courbes  qui  se 
coupent  aux  points  racines  de  la  fonction,  et  que  si  l'un 
de  ces  zéros  est  un  zéro  simple,  les  deux  courbes  qui  y 
passent  se  coupent  ortliogonalement.  Dans  le  cas  que 
nous  considérons,  les  deux  oourbes  sont  des  droites; 
elles  sont  donc  perpendiculaires  :  l'une  étant  l'axe  ou, 
l'autre  est  l'axe  ov. 

7,  Période  imaginaire.  —  Dans  le  cas  de  la  variable 
réelle,  nous  t'avons  considérée  comme  le  produit  d'un 
nombre  réel  par  un  entier,  jjt,  qui  indique  le  nombre 
d'opérations  par  lesquelles  on  passe  d'un  point  P  au  sui- 
vant. Ici,  nous  le  considérons  comme  le  produit  d'uu 
nombre  imaginaire  par  un  nombre  entier  gardant  la 
même  signification  concrète  que  tout  à  l'heure.  Appe- 
lons conjuguée  ùi^\xa.e  fonction  donnée  la  fonction  réelle 
définie  par  le  théorème  d'addition  de  la  première  après 
que  l'on  y  a  remplacé  j-,  n  rt  x  par  y  yj —  i,  a  yj —  i 
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Klx\/ —  I.  Toute  fouction  donnée  ii'adnicl  pas  néces- 
sairement une  conjuguée  { < }.  Quand  1c  l'ail  se  produii, 
la  période  imaginaire  d'une  fonction  s'interprète  facile- 
ment. C'est,  au  facteur  sj—  i  près,  la  période  réelle 
de  sa  conjuguée  et  réciproquement. 

8.  En  remplaçant,  dans  ré(|Ualion  (i),  y,  a  el  X  par 

y\/~t,a\/~  I  cix\/—  i,  il  vient 


../.- 


-2''  +  J-</['- 


Appliquons  la  mémerepréseutaiîon  géométrifjue^u'à 
l'équation  (i).  La  courbe  (a)  est  une  liyperbole  {Jîg.  4) 


qui  admet  les  bissectrices  pour  axes-,  U  bissectrice  posi- 
tive OB  étant  l'axe  non  transverse,  ses  asymptotes  ont 
des  coeHicienls  angulaires  positifs  qui  ne  sont  ni  nuls 
ni  infinis. 


(')  Telles  sont,  p»r 
plus  loia.  Pour  qu'il 
dodnée  soit  réelle  ou 
variable. 


mple,  e*  cl  la  foncl 


jn  p  dont  on  parlera 
faut  que  U  fonclioa 
m£me  temps  que  N 
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Si  l'oH  irace  )a  ligne  brisée  P.,  M_,P,OP.M,  dé- 
finte  de  la  même  manière  que  prëcédcmiiieiil,  ou  voit 
que  les  ordonnées  des  ponils  obtenus  croissent  ou 
décroissent  indéfiniment.  En  traçant  les  courbes  ana- 
logues aux  courbes  C  et  T,  on  a  la  courbe  représentant 
la  fonction  qui  satisfait  au  théorème  d'addition  (a).  Si 
l'on  fait  en  sorte  que  la  courbe  ait  pour  coefficient  angu- 
laire à  l'origine  l'unité,  elle  représente  la  fonction  dési- 
gnée sous  le  nom  de  sinus  hyperbolii/ue.  Vour  3  =  ±1» 
on  a  Sh(r)  =  dzoo. 

On  voit  que  si  l'on  suit  la  ligne  brisée  toujours  dans 
le  même  sens,  on  ne  revient  jamais  au  point  de  départ. 
Shz  n'a  donc  pas  de  période  réelle;  sa  conjuguée  siuz 
n'a  donc  pas  la  période  imaginaire.  C'est  ce  résultat 
qu'il  nous  importait  de  coiinaitre. 

9.  De  ladcfiiiilioii  de  la  fonction  Sliz  donnée  au  n"  8, 
il  résulte  qu'on  a 

.  ,i.{,v^)./:rTsh=. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'attacher  un  sens 
à  la  fonction  sînz  quand  z  prend  une  valeur  complexe 
de  la  forme  ii-i-vt/ — 1.  En  appliquant  le  théorème 
d'addition  on  a 


(3)           =,l„„»/,-(.i„,/^ 

)V.in(.,^ 

0/^ 

-»»«,/, +  Sh-» 

+  /^,S1,. 

^/• 

do  la  forme 

Si   donc  l'on  se  donne  v  cl  que  l'on  fasse  var 
la  fonction  sin(u  -t-  c \/ —  i)  reprend  la  même  i 
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chaque  fois  que  sinu  reprend  la  même  valeur,  c'esl- 

à-dire  quand  u  varie  de  amn  (m  eniier).  Par  suite,  si 

dans  le  plan  uoy  {Jig-  5)  l'on  trace  des  parallèles  à  ov 

PiK-  S. 


distanles  de  an,  on  pourra  dire  que,  chaque  fois  que  : 
prend  des  valeurs  représentées  par  des  points  tels  qne 
Z,,  Zj  ayant  dans  cliaque  bande  des  positions  relatives 
semblables,  la  fonction  sinz  reprend  la  même  valeur. 

iO.  Aux  n"*  1  et  8,  nous  avons  examiué  le  cas  où  ta 
variable  est  purement  réelle,  et  celui  où  elle  est  pure- 
rement  imaginaire.  Nous  allons  maintenant  nous  rendre 
compte  de  ce  qui  se  passe  quand  z  décrit  une  parallèle 
à  l'axe  ou.  Chacune  des  valeurs  de  la  fonction  est  repré- 
sentée en  coordonnées  U  et  V  {fig-  6)  par  un  poiut 
Fig.  6. 


d'abscisse  U  et  d'ordonnée  V,  U  et  V  étant  les  fonction» 
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réelles  défiaics  par  l'équation  (3), 

U  =  sin«v'i  +  Sh»y,        V  =  Sh  t-  /i-sin>«. 

Soit  Va  rordonnéc  de  la  parallèle  à  ou  décrite  par  z 
ijig-  S)  ;  et  soit  Vg  la  valeur  correspondante  de  la  fonc- 
tion ;  quand  z  prend  les  valeurs  u-i-Vf  ij —  i ,  U  fonc^on 


Sh  w»  /i— sin*«. 


En  éliminant  Ç  entre  ces  deux  équations,  uous  aurons 

U)  i-t-'vi  ■*"  vj"^'' 

ellipse  ayant  )>our  foyers  les  points  U  =  ±  t  et  coupant 
l'axe  oV  en  ±  V,  ;  à  chaque  valeur  de  V»  correspond 
une  ellipse  déterminée.  Ces  ellipses  jouiront  de  la  pro- 
priété suivante. 

La  valeur  de  la  fonction  est  représentée  par  un  point  Q 
du  plan  UOV;  s  a  alors  dans  son  plan,  ou  plutôt  dans 
une  quelconque  des  bandes  du  plan  uov^  une  position 
déterminée;  quand,  à  partir  de  ce  point,  z  décrit  une 
parallèle  à  ou,  la  fonction  décrit  dans  le  plan  UOV 
l'ellipse  de  foyer  d:  i  passant  par  le  point  Q. 

En  appliquaut  la  même  méthode  au  cas  où  z  décrit 
une  parallèle  à  l'axe  ov,  on  trouve  pour  représenter  les 
variations  de  sins  les  hyperboles  {Jlg.  6) 

U»  V 


jh,Googlc 


(  ^7»  ) 
Iiomofocales  aux  ellipses  et  <{ui,  par  suite,  les  coupent 
urth  ogo  nalem  eut. 

H.  Nous  avons  vu  (jue  siiiz  admet  une  |ïério<le  réeili; 
et  n'a  pas  de  période  imaginaire.  C'est  ce  que  niontrç 
bien  \ajig.  6;  chaque  fois  que  *  varie  de  2n  et  passe 
dans  une  autre  bande  au  point  correspondant,  le  mobile 
qui  décrit  l'ellip&e  E  toujours  dans  le  in6me  sens  revient 
à  son  point  de  départ. 

Cela  n'aurait  pas  Heu  si  le  mobile  tendait  vers  un  point 
limite  sur  l'ellipse;  il  est  facile  de  voir  qu'il  n'eu  peut 
être  ainsi.  Soit,  en  effet,  Q  un  point  quelconque  àe 
l'ellipse  d'ordonnées  U  et  V  ;  la  fonction  prend  la  valeur 

X  =  in- Vv/^- 

Nous  calculerons  les  coordonnées  U,  V,  au  point  Q,  par 
la  relation 

Sr  le  mobile  tendait  vers  une  position  limilcx  sur  l'ellipse, 
on  .lurait 

or  les  deux  valeurs  de  x  satisfaisant  à  ceftc  équation 
(n°i  "ijig-  i)  sont  réelles  et  comprises  entre  — i  et  -|-i- 
Conime  aucune  des  ellipses  {Jtg-  6)  (sauf  l'elUpse  limite) 
ne  coupe  l'axe  réel  entre  ces  points,  le  mobile  ne  peut 
tendre  sur  aucune  ellipse  vers  une  position  timiie.  Il  ne 
pourrait  en  être  ainsi  que  pour  l'ellipse  limite  qui  se 
confond  avec  l'axe  réel  ;  mais  on  a  déjà  examiné  ce  cas. 
Le  mobile  revient  donc  à  son  point  de  départ,  les  ellipses 
étant  des  courbes  fermées. 

Quandz  varie  au  contraire  le  long  d'une  parallèle  â  oc. 
le  mobile  décrit  une  brandie  d'hyperbole  dans  un  sciii 
constant  et  l'on  pourrait  voir  qu'il  ne  peut  venir  sur 
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l'autre  brancbe  t;n  passant  par  l'ïnlÎDi;  les  brandies 
d'hyperboles  étant  inGnies,  le  mobile  ne  revient  jamais  à 
son  point  de  départ. 

12.  Comme  complément  aux  résultats  du  n"  10,  nous 
énoncerons  les  propositions  suivantes  : 

i"  Quand  z  décrit  dans  son  plan  une  droite  faisant 
lin  angle  a  neec  ou,  sins  décrit  dans  son  plan  une 
courbe  qui  coupe  toutes  les  ellipses  de  foyers  it  i  sous 
un  angle  constant  ;  et,  plus  généralement, 

2"  Quand  z  décrit  dans  son  plan  un  cliemin  quel- 
conque R,  sinz  décrit  dans  son  plan  un  chemin  S;  à 
chaque  point  r  de  R  correspond  un  point  j  de  S  ;  l'angle 
ifue  fait  en  s  le  chemin  S  avec  l'ellipse  de  foyers  ±  1 
qui  passe  en  ce  point  est  égal  à  l'angle  que  fait  le 
chemin  R  avec  une  parallèle  à  ou  menée  par  r. 

La  méthode  éiant  maintenant  exposée  pour  le  cas  de 
sinz,  nous  examinerons  les  autres  fonctions  plus  rapi- 
dement; nous  montrerons  principalement  comment  se 
transforment  les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir. 


13.  Considérons  maintenant  une  fonction,  que  nous 
appellerons  tangente  hyperbolique,  satisfaisant  aux 
conditions 

Posons  Tb/>  =  rt,  Tli//^.c,  ïh(y>+y)=J'i  la 
courbe 
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OÙ  a  «si  supposé  plus  petit  i^ue  i,  est  une  hyperbole 
équiiatère  (^^•7)  qui  admet  pour  asymptotes  les  droites 

Elle  coupe  la  bissectrice  OB  aux  points  dont  les  abscisses 
sont +  1.  Au  point  lia  tangente  à  l'hyperbole  a  pour  coef- 
ûcieut  angulaire  une  quantité  positive  plus  petite  que  1, 
tant  que  a  est,  comme  nous  l'avons  supposé,  plus  petit 
que  I .  En  s' appuyant  sur  cette  remarque  on  démontre- 
rait aisément  que  le  chemin  P«OP,  M|  Pj . . .  s'approche 
indéûnioient  du  point  I.  Si  donc  nous  traçons  comme 
au  n"  S  des  courbes  analogues  »  C  et  à  F  (cette  dernière 
ayant  l'unité  pour  coef&cient  angulaire  à  l'origine),  U 
courbe  r  qui  représentera  Thz  sera  formée  d'une  branche 
infinie  dans  les  deux  sens,  asymptote  à  la  droite  ^  =  1 
pour  i  =  +  00  et  à  la  droite  y^  —  t  pour  5  =  —  00  et 
dont  toutes  les  ordonnées  seront  plus  petites  que  i  en 
grandeur  absolue.  La  ^g.  y  montre  que,  si  l'on  parcourt 

P'K-  7- 


ia  ligne  brisée  toujours  dans  le  même  sens,  on  ne  revient 
jamais  au  point  de  départ.  La  fonction  Th  z  n'a  donc 
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pas  de  période  réelle.  Par  la  mélbode  du  n°  4,  on  verra 
(|ue  la  fonction  Ths  salisfait  à  l'équation 


14.  Considérons  maintenant  la  fonction  conjuguée 
que  nous  appellerons  tangz;  son  théorème  d'addition 
est  représenté  par  I  équation 


C'est  une  hyperbole  équîlatère  {Jlg.  8)  qui  admet 
Fig.  8. 


^3= 


pour  asymptotes  les  droites 


En  suivant  le  chemin  P,0  P,  M, . . .  on  remarque  une 
circonstance  nouvelle  :  les  ordonnées  des  points  P,, 
P),  .  . .  croissent  d'abord,  puis  tout  d'un  coup  un  point 
(P„  sur  la  figure)  prend  une  ordonnée  négative  inférieure 
à ,  puis  le  suivant  a  une  ordonnée  plus  grande  que 

Ann.  de  Mathémat.,  3- série,  t.  XIX.  (Juin  191».)  18 
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—  -;  enfin,  après  un  certain  nombre  d'opérations  on 
se  trouve  ramené  dans  la  région  de  la  courbe  où  se 
trouvent  les  points  Pg,  P, , . . .  ;  cela  montre  tout  d'abord 
que  langz  est  périodique  et  qu'elle  a  une  période  réelie. 
Si  l'on  trace  les  courbes  analogues  à  C  et  à  F  (cette 
dernière  satisfaisant  toujours  â  la  même  condition,  en 
ce  qui  regarde  le  coefficient  angulaire  à  l'origine),  la 
fig-  9  obtenue  ainsi  représente  la  fonction  tang  z.  Parla 

^■î«■  9- 


mélbode  du  n*  4  ou  verra  qu'elle  satisfait  à  l'équatioii 
difréreniielle 


d:  ' 


15.  Voyons  niaiiiLenaut  ce  qui  se  passe  entre  les 
points  PjelPflde  la  figure;  la  fonction  Xn\%z  passe  par 
±00.  En  elfel,  remarquons  comme  pour  sinz  que  In 
fonctions  tangs  auxquelles  ont  est  amené  j>our  des 
valeurs  différentes  de  a  sont  identiques.  Nous  ponrrom 
donc  rdfsonnei'cn  attribuant  à  a  une  valeur  quelconque. 
Prenons  n  tel  que  parmi  les  points  P,,  P,,  ...  il  y  en 
ait  un,  P^,  par  exemple,  dont  l'ordonnée  soit  égale  à  celle 
du  point  L,  intersection  de  la  bissectrice  06  avrr 
l'asymptote  parallèle  à  O^  {fis-  8);  en  donnant  à  M^ 
le  même  sens  qu'au   n'  2,  M,,  se  confondra  avec  L: 
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pour  obleiiir  le  poiiiL  suivant  P|^^.,  nous  metioiis  par  M^ 
la  parallèle  à  Oy.  Celte  parallèle  est  l'asymptote  elle- 
même;  elle  rencontre  la  courbe  à  =^oo;  on  peut  domr 
indifie reminent  prendre  P^,  =  ±  oo,  puisque  les  deux 
points  ainsi  définis  ne  sont  ni  l'un  ni  V autre  symétriques 
tte  P^  par  rapport  à  OB;  Ungs  passe  donu  pour  cer- 
taines valeurs  de  s  du  positif  au  négalif  en  devenant 
infinie.  C'est  ce  qui  nous  explique  pourquoi,  sur  ia/tg.  8, 
les  points  Pj  ei  Pj,  ont  des  ordonnées  de  signes  con- 
traires et  très  diirérentes  même  si  a  est  très  petit.  Enfin 
il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  le  point  P^^,  qu'on 
a  choisi,  on  retrouve  pour  ordonnées  de  P^u,.,  et  des 
suivants  1rs  mêmes  valeurs.  Si  l'on  prend  P^t  ^-f-oo, 
la  parallèle  à  Ox  menée  par  ce  point  coupe  OB  eu  un 
point  M[i^.,  de  coordonnées  x  =  -t-M,  y=^-4-oo;  la 
parallèle  à  Oy  menée  par  M,,^,  rencontre  l'hyperbole 
(branche  H')  en  un  point  P,,^,  de  coordonnées  j:;=-t-oo, 
y^o. 

Si  l'on  prend  P^i+i  =  —  «,  on  trouve  pour  M.^,  les 
coordonnées  x= —  ix>,y^  —  ao,  et  pour  P^^+l  les  coor- 
données x=  —  oc,  _^':=i>;on  voit  donc  que  dans  les 
deux  cas  l'ordonnée  de  P|Lfi  est  nulle.  Il  en  résulte 
que  Pji+j,  P[i+n  sont  des  points  à  détermination  unii/ue. 
{A  suivre)  (  •  ). 


(  '  )  A  titre  tout  à  fait  exceptionnel,  dous  avons,  A  cause  de  un 
int^rit,  accepté  cet  article,  bien  que  son  étendje  nous  empêche  de 
le  publier  en  entier  dans  un  seul  numéro. 

{Note  de  la  Hédaction.) 
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CERTIFICATS  ISTUIIBS  SliPEUBliBIS 
BKS  nCmU  BBS  SCWNCSS. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1899.  ~  COMPOSITIONS, 

Lille. 

Calcul  différbxtibl  et  intégral. 

On  considère  l'équation  différentieUe  linénir-e 

^Z      3(i-t-j-i    ^/   .   6    ^  _  j 

rfi>  "*"       X       '  dx*^  x'  ,lx      ■*^  -  "■ 

Celle  équation  peut  être  ramenée  à  une  ètfuatiott 
linéaire  à  coej^cients  constants  par  une  substitution  de 
la  forme  y  =  ~,  v  désignant  la  nouvelle  fonction  et  u 
un  polynôme  entier  en  x  convenabUment  choisi. 

Déterminer  ce  polynôme  u  et  intégrer  complètement 
l'équation  proposée. 

MliCANIQUE  RATIONNKLLK. 

Etudier  le  mouvement  de  deux  points  matériels 
pesants  de  masses  égalas,  assujettis  à  se  mouvoir  sans 
frottement,  l'un  P,  sur  une  verticale  OZ,  l'autre  M, 
sur  un  plan  horizontal  H,  et  reliés  par  un  fil  flexible, 
inextensible  et  sans  masse. 

A  l'origine  du  mouvement,  le  point  P  est  au-dessous 
du  plan  horizontal,  en  P,,  à  une  distance  de  ce  plan 
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OPfl^A»;  /e  Jil  est  tendu;  la  vitesse  initiale  Vo  àa 
point  M,  qui  est  alors  en  M  « ,  est  perpendiculaire  à  OMg 


et  a  pour  valeur  <Jtgh^,  g  désignant   l'accélération 
Hue  à  la  pesanteur. 

MÉCANIQUE  APPLIQUÉE. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Diagramme  entropiijue. 
Théorème  swle  coefficient  économique  maximum. 

II.  Une  poutre  droite,  de  longueur  4I,  reposant  sur 
deux  appuis  de  niveau,  supporte  une  charge  unifor- 
mément répartie  p  par  unité  de  longueur  et  une  charge 
isolée  4  pi  appliquée  au  qtutrt  de  sa  longueur.  Déter- 
miner le  moment  fléchissant  maximum  et  la  flèche. 

Épreuve  pratique.  —  On  donne  les  principales 
dimensions  d'une  distiibution  à  tiroirs  superposés  sys- 
tème Meyer. 

I"  Dessiner  une  coupe  longitudinale  et  indiquer 
hrièvement  le  fonctionnement  de  cette  distribution; 

n,"  Déterminer,  à  l'aide  de  l'épure  de  Zenner,  les 
écarlements  des  tasseaux  correspondants  à  divers  in- 
dices de  détente  donnés.  {Négliger  l'obliquité  des 
bielles.) 
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Analise. 

I.  Les  trois  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
sur  une  courbe  C  étant  exprimées  en  fonction  de  l'arc, 
trouver  l'enveloppe  du  plan  rectifiante  {plan  perpen- 
diculaire en  chaifue  poijit  à  la  normale  principale). 
Quelle  doit  être  C  pour  que  cette  enveloppe  soit  ua 
cylindre? 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  soni 

af      y'      ,'  :r'=^.  .... 

^,    r.     -.        *  -   rf,i' 

L'équation  de  P,  en  coordonnées  courantes  ii,  c,  iv,  est 

L'enveloppe  s'obtient  par  les  procédés  habituels.  Si 
cette  enveloppe  est  un  cylindre  dont  l'axe  a  A,  B,  (^ 
pour  cosinus  directeurs,  on  a 

kx'-\-Yly'-*-Cii'=o, 
d'où 

(a  et  6  =  const.  arbitr.). 

La  tangente  à  la  courbe  C  fait  un  angle  constant  avec 
l'axe  du  cylindre,  etc. 

II.  Intégrer  l'équation  différentielle  ordinaire  du 
troisième  ordre 

où  u  est  une  fonction  connue  de  a-. 
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à(j)  ne  chaoga  pas  quand  on  change  successivement 
jycnj  +  A,  B^,  j~'  {A,B=  const.  arbilr.),etcnfîncn 

ey-\-d                               ' 
(a,  h,  c,  d  =consl,  arbitr.).  D'autre  part,  u  est  inté- 
grale et  aussi  (en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit) ■-,  > 

expression  à  trois  paramètres.  L'intégrale  générale  est 
donc 


où  a,  b,  c,  d  sont  quatre  constantes  arbitraires  assujet- 
ties à  ad  —  bc  =  i. 

III.  Oa  envisage  la  fonction  algébriqiteu  de  la  va- 
riable complexe  s,  définie  par  l'équation  u' +  z*^  i. 
On  prendra  la  détermination  u  ^  -t-  i  pour  z  =  o. 

«,  partant  de  l'origine  des  coordonnées,  y  revient 
après  avoir  parcouru  divers  circuits  fermés  T.  Distin- 
guer parmi  les  V  ceux  qui  ramènent  et  ceux  qui  ne 
ramènent  pas  la  détermination  initiale  u  ==  -f-  i . 

Même  question  pour  la  fonction  algébrique  z  de  u, 
définie  par  la  même  équation.  La  détermination  ini- 
tiale eïi  -  1=  H-  I  pour  u  ^  o. 

Quelles  sont  les  valeurs  diverses  de  l'intégrale 


r'~ 


\rjjr\..r... 


Les  deux  dé  le  nui  nations  de  u  s'échangent  quand  z 
tourne  autour  d'un  des  cinq  points  6',  (i  ^  o,  i,  a,  3,4)i 
Q  étant  une  racine  primitive  cinquième  de  l'unité,  et 
autour  du  point  oo. 

Les  cinq  détermination!  de  z  s'échangent  circalaïre- 
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meiil  quand  u  tourne  autour  d'un  des  trois  poiuts  4- 1  ■ 

—  1,   00. 

La  discussion  s'acbève  sans  difficulté, 

MÉCANIQUE. 

(/n  point  M  matériel  de  masse  m  se  meiU  saus  frot- 
tement sur  un  cône  de  révolution  S,  à  axe  vertical; 
l'angle  au  sommet  est  2a(a<;-j-  ^  est  limité  à  sa 
nappe  supérieure, 

M  est  attiré  vers  l'axe  de  S  par  une  force  perpen- 
diculaire à  cet  axe;  l'intensité  de  l'attraction  est 


oii  r  est  la  distance  de  M  à  l'axe  et}^  un  coefficient 
numérique. 

Trouver  le  mouvement,  sachant  çue  la  vitesse  ini- 
tiale est  tangente  au  parallèle  de  départ. 

Calculer,  en  fonction  des  coordonnées  de  M,  la  réac- 
tion normale  du  cône.  Cette  réaction  peut-elle  s'an- 
nuler? 

Théorèmes  des  aires  et  des  forces  vives.  Cooixionnées 
senii- pot  aires, 

MATHâUATIQUES  PnÉPARATOinEe. 

Géométrie  AwALifTiQUE.  —  On  a,  en  coordonnées 
rectangulaires,  la  conique  C,  4^'X  +  4y  =  '  - 

Montrer  que  C  est  une  hyperbole  équilatère.- 

Construire  le  centre,  les  axes  (distinguer  l'axe  Irans- 
verse),  les  asymptotes. 

Calculer,  en  faisant  usage  des  invariants,  les  carrés 
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des  demi-longueurs  d'axes;  construire  les  foyers  et  les 
directrices. 

Amalyse,  —  Trouver  la  courbe  plane  telle  que  le 
rapport  entre  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  et 
l'abscisse  à  l'origine  de  la  normale  soit  constant. 

ÉpBEUVE  PRATIQUE.  —  Soit  la  série  U  dont  le  terme 
général 


Montrer  qu'en  prenant  seulement  n  termes  on  com- 
met une  erreur  moindre  que 


Calculer,  au  moyen  de  celte  remarque^  avec  sept 
décimales  exactes,  la  valeur  de  la  série  pour  x  =:-^. 

L'erreur  commise  est,  pour  j:  >  o, 

où 

E<i-Har'+a''-H..., 

C.Q.F.  D. 

Mathématiques  supérieures. 

Épreuve  pbatiqde.  —  Calculer,  à  un  dix-millième 
près,  les  racines  de  l'équation  algébrique  du  quatrième 
degré 

■>.x<—  73^-1-  2J*-(-  2i.r  —  m  =::  o. 
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Analyse.  —  Onal'étfuation  aux  dérivées  parUeUa 

I.  Soient  Pet  V deujc plans  Jixes  quelconques.  Con- 
sidérons comme  correspondants  deux  éléments  liaé- 
aires  situés  à  l'intersection  respectivement  de  V  etV 
avec  une  même  variété  ou  bande  caractéristique  et 
appartenant  aux  plans  P  et  V  respectivement.  Mon- 
trer tfue  la  correspondance  définit  une  transformation^ 
de  contact. 

II.  Quand  P  el  V  sont  tous  deux  parallèles  au  plan 
des  XX  et  infiniment  voisins  l'un  avec  l'autre,  E  devient 
une  transformation  infinitésimale  t  de  contact. 

Montrer  que  la  fonction  caractéristique  de  t  est  pré- 
cisément W,  où  y  est  traité  comme  un  paramètre. 

Ht.   On  supposera  les  coordonnées  rectangulaires  et 

Montrer  qu'il  existe  oo*  surfaces  intégrales  coupées 
suivant  des  cercles  par  tous  les  plans  parallèles  à  celui 
des  xz.  Construire  ces  surfaces  et  achever  l'inté- 
gral ion  . 

On  se  bornera  à  inlégrer  l'équalion 

le  reste  résulte   immédiatement  de   théories  connues, 
exposées  au  Cours. 

D'abord  simplifions  (i). 

Posons  ^  ^  I  ^iy)^y-  Alors 

d:         es  ffj,  à: 

riy        'h,  fly  àt  ' 
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on  divisera  le  premier  membre  de  (t)  parC  sans  eiivlian- 
gerla  forme.  Cela  revient  à  faire  simplement  C(^')  =^  i. 
Posons  ensuite 

_  x  =  X  +  i{y),         i  =  Z+î(^), 

il  viendra 

=  p  ifX -h  pI' dy  +  qdy\ 


r=&,       .... 

(i)  devient 

Q4.,1,+  Pilb  +  X  +  PZ-t-D  /l-i-P'  =  o, 

X  =  C'h-Î  +  A,        i1S  =  — S'+ï-4~B. 

Déterminons  Ç  etl^  parles  conditions 

c'est-à-dire 

ï'+ E -i- A  —  8'=  î'-i- ;  4- 4'+  B  =  o. 

Oa  n'a  qu'à  intégrer  deux  équations  dillërentielles 
ordinaires  du  second  ordre  qui,  rendues  homogènes, 
sont  à  coefficients  constants.  Alors  A=B^o.  Cela 
revient  à  faire  A  =^  B  =  o  dans  l'équation  (i). 

La  double  simplification  C=i  etA  =  B^o  a  pour 
propriété  que  les  cercles,  dont  le  plan  est  parallèle  à  celui 
desarz,  se  maintiennent  lels. 

On  aà  inté{;rer  simplement,  puisque  C=  i ,  A=^  6=  o, 

(2)  f/  +  x+pî-\-»,{y))/\+p^=o. 

La  surface  S 
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(où  u,  c,  p  sont  foncUous  du  seul  ^)  est  eoupée  suivaul 
un  cercle  par  tout  plan  parallèle  à  celui  des  xs.  Expri- 
mons que  S  est  une  surface  intégrale 

(*  +  «)+/'(*  +  »■)  =  '•, 

Portons  ces  valeurs  dans  (s).  Tout  calcul  fait,  il  viendra 
De  là  successivement 

)  u'+u  =  v'+i'  =  p'+  R  =  o; 

II  y  a  trois  paramètres  arbitraires  X,  jji  et  ra  et  oo*  sur- 
faces S. 

Chaque  S  est  engendrée  par  une  circonféretice  de 
rayon  variable  dont  le  plan  reste  parallèle  à  celui  des  xz 
et  dont  le  centre  décrit  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre 
de  révolution  autour  de  l'axe  des  y. 

Possédant  une  intégrale  complète,  on  achèvera  la  so- 
lution par  les  procédés  ordinaires. 

La  simplification  C  =  i,  A  =:  B  :=  o,  n'est  pas  indis- 
pensable. Elle  a  été  introduite  pour  faciliter  U  discus- 
sion géométrique,  beaucoup  plus  rapide  sur  (a)  que 
sur  (i). 

Cette  discussion  est  intéressante.  Par  exemple,  le 
groupe  fini  continu  engendré  par  la  transformaûon 
infinitésimale  e,  considérée  dans  l'énoncé,  représente 
le  mouvement  suivant  :  tout  point  du  plan  ^  =  consi. 
est  invariablement  lié  à  une  tangente  à  la  circonférence 

3-» -(-*»=    RI, 
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tandis  que  cette  tangente  roule  saus  glissemeiU  sur  ta 
circonférence. 

Nous  engageons  )e  lecteur  â  achever  l'étude  géomé- 
trique des  surfaces  intégrales  et  des  courbes  caracté- 
ristiques. 


CONCeURS  GËNBRAL  M  1900. 


Cornposition  de  Afathématiquet  tpéctales. 


i  paraboloïdet 


/H-X        y-t-X 

daas  latjuelle  p  el  q  sont  des  constantes  et  X  un  paramètre 
variable,  et  l'on  propose  d'étudier  la  surface  Z  enveloppe  des 
plans  polaires  P,  par  rapport  au  paraboloîde  II,  d'un  point 
donné  \  : 

1*  La  surface  S  est  de  la  troisième  classe  et  chaque  plan 
polaire  touche  celte  surface  en  tous  les  points  d'une  droite  G. 

2°  Les  droites  G  sont  tangentes  à  une  courbe  gauche  F  du 
troisième  ordre;  elles  admettent  un  cane  directeur  C  du 
second  degré. 

3°  La  section  de  la  surface  S  par  un  pl»n  tangent,  c'est- 
à-dire  par  un  plan  polaire  P,  se  compose  d'une  droite  G  et 
d'une  conique.  Déduire  de  là  le  degré  de  la  surface  Z. 

4'  Chaque  droite  G  est  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  Q  par 
rapport  aux  parabololdes  II.  Chaque  plan  Q  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  G  à  laquelle  il  correspond. 

5°  Trouver  l'enveloppe  Ci  des  plans  Q  qui  correspondent 
aux  diverses  droites  G. 

On  indiquera  les  relations  qui  lient  l'enveloppe  C|  avec  les 
parabololdes  II  et  le  cAne  C. 
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CODCOUIS  riMISSIOll  A  l'BCeit  FOLVTECIUIWIll 
IN  l«K). 


Ma  thématiques. 

I.  Dans  le  plan  (P)  d'une  «ection  plane  d'une  surface  (E) 
pour  trouver  les  normales  à  la  section  issues  d'un  point  0, 
on  peut  employer  la  méthode  suivante  :  couper  (E)  par  une 
sphère  (S),  et  déterminer  le  rayon  /■  de  la  sphère  de  façon 
que  le  plan  (P)  soit  tangent  au  cAne  (C)  qui  a  pour  sommet 
le  point  O  el  pour  directrice  l'intersection  (E,  S).  La  généra- 
trice de  contact  OG  est  normale  à  la  section  plane  au  point  G 
où  elle  rencontre  la  directrice  (E,  S)  du  cône  (G). 

Justifier  cette  méthode. 

II.  Première  application.  —  On  coupe  l'ellipsoïde  (E) 


Sur  le  dianiélre  perpendiculaire,  on  porte,  A  partir  du  cealrt. 
une  longueur  OM  dont  le  carré  soit  moyenne  harmonique 
entre  les  carrés  des  demi-aws  a  et  ^  de  la  section 


Lieu  du  point  H,  quand  (P)  pivote  autour  du  point  O. 

III.  Deuxième  application.  —  Même  problème  en  rempla- 
çant la  longueur  OM  par  la  longueur  ON  déduite  de  la  formule 


Étudier  la  forme  du  lieu  du   point  N,  et  celle  des  $ 
parallèles  aux  trois  plans  des  coordonnées. 
On  conservera  les  notations  indiquées. 


jh,Googlc 


(  ^S;  ) 

Autour  d'un  axe  vertical  Z  tounie  un  disque  circulaire  de 
o^.og  de  diamètre,  et  dont  ta  position  initiale  AOB  en  définie 
ainsi  :  son  centre  0  est  dans  le  plan  de  front  de  l'aie  Z,  i  o",  09 


à  droite  de  cet  axe  ;  son  plan,  perpendiculaire  au  plan  de  front. 
est  incliné  à  ii"  sur  Z,  et  de  façon  â  couper  Z  en  un  point  C 
situé  au-dessous  du  point  O. 

Du  solide  annulaire  engendré  par  le  disque,  on  élève  la 
partie  intérieure  à  l'hjperboloîde  de  révolution  qui  a  pour 
fCénéralrice  le  diamètre  de  front  AB  du  disque,  et  pour  axe  la 
verticale  du  point  le  plus  en  avant  du  disque. 

Le  solide  restant  repose  sur  un  sol  horizontal  par  son  paral- 
lèle inférieur. 

Le  représenter  par  ses  deux  projections,  avec  les  ombres 
qu'il  détermine  sur  lui-même  et  sur  le  sol,  quand  on  l'éclairc 
par  des  rayons  parallèles  dont  la  direction  et  le  sens  sont  ceux 
de  la  flèche  OC,  après  une  rotation  de  j5*  dans  le  sens  des 
aif|;uilles  d'une  montre  autour  de  Z. 

On  placera  les  projections  de  Z  sur  l'eKC  de  la  feuille  paral- 
lèle aux  grands  cdtés,  sa  projection  horizontale  à  0',  i5  au- 
dessus  du  bord  inférieur:  le  projection  verticale  du  point  O 
à  o',34  au-dessus  du  même  bord. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  néces- 
saires pour  déterminer  les  points  remarquables  de  l'épure.  On 
ne  tracera  que  les  parties  vues  des  courbes  d'ombres.         , 
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QIIISTMNS. 


IS92.  On  considère  un  système  articulé  composé  de  sept 
tiges  rigides  doDi  les  quatre  premières  forment  un  quadrilatère 
gauche  ABCD;  les  trois  autres  ME,  MP,  MG  relieDt  un  point  H 
i  trois  points  E,  F,  G,  appartenant  respectivement  aux  tiges 
AB,  BC,  CD  et  fixes  sur  ces  tiges. 

Les  articulations  qui  existent  aux  points  A,  B,  C,  D,  E,  F, 
G,  M  sont  ri^alisées  par  des  joints  de  Cardan. 

Démontrer  que,  pendant  toutes  les  déformations  dont  le 
système  est  susceptible,  le  point  M  reste  à  distance  invariable 
d'un  certain  point  de  la  tige  DA,  lixe  sur  cette  tige.  Ou  peut, 
de  la  sorte,  adjoindre  au  système  une  huitième  tige  sans  intro- 
duire de  liaison  nouvelle. 

(Raoul  BnrcAnn.) 

1893.  On  considère  la  surface  engendrée  par  un  cercle  de 
grandeur  invariable  qui  se  déplace  suivant  une  loi  quelconque; 
montrer  que  les  normales  i  cette  surface,  menées  aux  poioit 
qui  appartiennent  au  cercle  mobile  dans  l'une  de  ses  positions, 
s'appuient  sur  deu\  droites. 

(Baocl  Bricard.) 

18S4.  1°  Étant  placés  les  trois  sommets  A,  B,C  d'un  triangle, 
les  trois  centres  de  ses  cercles  de  Neuberg  et  les  trois  centres 
de  ses  cercles  àt  Mackay,  tracer  par  points,  et  au  moyen  de  la 
règle  seulement,  Vhyperbole  de  Kiepert  du  triangle; 

3°  Étant  placés  les  trois  côtés  a.  b,  c  d'un  triangle  et  les  po- 
laires du  barycentre  par  rapport  aux  six  coniques  corrélatives 
des  cercles  de  Neuberg  et  de  Mackay,  le  baryceotree  étant 
origine  de  la  corrélation,  tracer  par  tangentes,  et  au  moyen  de 
la  règle  seulement,  la  parabole  de  Kiépert  du  triangle. 

(L.  RlPERT.) 
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[F8f]  [Hlld] 
EXPOSITION   GfiOHÉTRfQUE    ÉLËMEIVTAIRE   DE   OUELOUBS 
PROPRIÉTÉS  FONOAMEKTUES  DES  FO\CTIO.\S  ELLIP- 
TIOIIES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE  (suite)  (<); 

Pau  m.  E.-M.  LÉMERAY. 


i6.  Si  nous  apjieluiis  période  la  {ilusi  pi;tilu  quaiitilé 
donl  duil  varier  z  pour  que  la  foiiution  re|)i'eniic  la 
inùmc  valeur,  (|ui:lli:  que  soit  celte  valeur,  notre  repi-é- 
seiitaliuii  géométrique  nous  ta  donne  ei  l'on  trouve  que 
la  dislance  oo'  est  égale  à  i ,  5 Ou  pourrait  démon- 
trer que  la  période  de  la  fonction  taiig=  «st  précisénient 
la  moitié  de  la  période  de  la  ioncLiou  sin  :. 

On  voit  encore  que  iang«  s'aunuli^  une  foiset devient 
±  00  dans  l'intervalle  d'une  péiiode. 

De  l'existence  de  la  période  réelle  de  la  fonction  laug« 
on  conclut  l'exisleiice  du  la  péi-ioi/e  Tt\/~  i  pour  la 
fonction  Tlia;  c'est  le  résultat  auquel  nous  voulions 
arriver. 

17.  On  appliquera  aiséuieiil  au  cas  de  Tiiz  les  rai- 
sonnements du  n->  10. 

Ou  trouve  alors  que,  lorsque  z  décrit  une  parallèle  à 
l'axe  réel  ou  Tlir  déciil  l'nn  des  cercles 


(')   Voir  \ia%t  î55. 
Ana.  de  Mathêniat 
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f|uî  passent  tous  par  les  points  U  ^=±  i  {_fîg-  lo)  ti-ls 
(£Ue  C| ,  Cj.  Quand  3  décri 
naire  oc,  Ths  dé< 


décrit 
un  des 

nue  parallèle  à  I' 
.  cercles 

■"  ""«i 

+-V'+i 

y. 

■  =  ^ 

U' 


tels  (jue  D;  ces  cercles  coupent  orlliogonalcniont  les  pre- 
miers et  n'ont  entre  eus  aucun  point  commun  ;  ici  donr, 


à  part  les  cercles  limites  t]uî  se  confondent  avec  les  axes, 
les  deux  syslômes  de  courbes  sont  formés  de  courbes  fer- 
mées; il  ne  faudrait  pas  en  conclure  qneThz  admet 
une  période  réelle  et  une  période  imaginaire.  Elle  admet 
une  période  imaginaire  ;  car,  lorstjue  z  décrit  une  paral- 
lèle à  l'axe  imaginaire,  le  mobile  qui  ligure  Tbx  Jécnl 
dans  u»  sens  constant  un  cercle  tel  que  D  sans  tendre 
vers  une  position  limite  sur  ce  cercle;  on  le  verrait 
comme  au  n"  lO  en  remarquant  que  l'équation 


et  qu'aucun  des  cercles  D  (sauf  les  ctîrcles  limites)  ne 
passe  en  ces  points.   Au  contraire,  quand  z  décrit  une 
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paralfèlt  à  l'dxc  ittel  on,  lu  mobile  déciiL  dans  son  plan 
un  cercle  ici  cjue  C,  et  suivant  le  sens  du  mouvement; 
il  s'ap|ii'oclie  de  l'un  des  poinls  ih  i  de  l'axe  réel.  Mais 
nous  allons  voir  qu'il  s'en  approche  asytiiptoliquement . 
Soit,  en  fffel,  E  un  point  du  cercle  C,  de  co»»rdonn<'cs 
U,  V;  la  fonction  a  la  valeur 

ou    a    un    autre    )>oiiit   E|    correspondant   à    la    valeur 
Xi  ^^  U,  -1- V|  yj —  I  de  la  fonciion  eu  écrivant 

,  esl-i-dire  _ 

Ui  +  V,  v/^ 


(u  +  v/--,) 

Si,  par  exemple,  V  est  positif,  V,  sera  aussi  positif. 
Pour  le  prouver  il  suffit  de  montrer  i|ue  l'argument  du 
numérateur  est  plus  grand  ijue  celui  du  dénominateur. 
Désignons  respectivement  ces  arguments  par  v  et  i. 
On  a 

Si  U  est  positif  (c'est  le  cas  du  point  E),  les  deux  tan- 
gentes sont  positives  et  les  arcs  étant  pins  pelirs  <]ue 
-  sont  positifs.  On  a 

V(i-«>) 


'"K?-  taug-j-^ 


(i-t-U)(i-+-aU) 


I  —  a-  est  positif  puisque  a  est  plus  petit  que  i  ;  donc 
tangf  —  tangil'  est  positif;  il  en  est  de  même  de  a  —  lii; 
E,  est  donc  du  même  côté  que  E  par  rapport  à  l'axe  OU  ; 
donc  le  mobile  s'approcbe  asymptotiqucinent  soit  du 
point  +  I,  soit  du  point  —  i  ;  fl  il  ne  revient  jamais  ii 


jh,Googlc 


(    292    ) 

son  point  de  départ.  Thz  m'h  donc  pas  la  pêrioih 
réelle. 

Th^  aj-aiiL  sieiilentcitt  une  période  imaginaire,  le 
plan  uov  des  z  est  partagé  en  bandes  par  des  parallèles 
à  l'axe  ou.  au  lieu  de  parallèles  à  l'axe  ov  comme  dai» 
le  cas  de  siuz. 

Les  énoncés  du  n"  12  sont  applicaliles  en  remplaçaiil 
les  ellipses  par  les  cercles  (|iii  passent  aux  points  ±  i. 

ni.  —  La  fohctiok  su. 

i8.  Considérons  maintenant  une  fonction,  c|ue  nou» 
désignerons  par  sn,  admettant  le  tliéorcnie  d'addîtioi) 


dans  laquelle  k  désigne  un  nombre    positif  plus  petîl 
que  I,  et  satisfaisant  aux  eonditiuiis 

Posons 

Mp-^9)  =r'         sn/<  =  «,         sap  =3-; 


on  a 


I  — A'a'ar» 


Dans  celte  relation  a  désignera  un  nombre  positif  plus 
petit  que  i . 

La  courbe  (  5  )  se  compose,  comme  on  le  vurraii  aisé- 
ment : 

i"  D'un  ovale  inscrit  dans  le  carré  de  càtés  x  ^  ±  i, 

y  =  ±'; 

2°  De  deux  branches  infinies  HH'  asymptotes  aut 


jh,Googlc 


(  "93  ) 
droites  j'^zt-r-i    ni    disposées    comme   l'indique   I 
^g.  1 1  ;  elles  ont  une  Langenie  verticale  d'abscisse  ± 

Pig.  ... 


et  une  tangmite  horizontale  de  mèuie  ordonnée; 

3°  De  deux  autres  bi-anc1tus  infinies  GG'  a^ant  lus 
mêmes  asyniptoies,  mais  situées  de  l'autre  côté  de  ces 
asymptotes. 

Les  bissectrices  OB,  OB'  sojit  les  axes  de  symétrie  de 
la  courbe. 

19.  Considérons  plus  particulièrement  l'ovale  cen- 
tral ;  \ijtg.  1  pourra  nous  servir.  Partons  encore  du 
point  P,  et  décrivons  le  chemin  Po  OP,  M. . .,  en  ayant 
toujours  soin  de  ne  prendre  parmi  les  deux  intersections 
(l'une  verticale  à  l'ovale,  quand  elles  sont  distinctes, 
que  celle  qui  n'est  pas  symétrique  du  point  précédem- 


ment obtenu.  Je  dis 


j  l'on  a 

e  Je  P^=  an(n/)). 


En  eil'et.  Pi  correspond  à  sntj  = 
d'après  (5), 


1  a  donc, 


ordonnée  de  P,  : 


En  remarquant  que  l'abscisse  de  Fj  est  égale  n  l'o 
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duiinéti  <le  l>, ,  imiscjue  M,  t:st  sur  la  bissc-cliicc  OB,  on 
aura  l'ordoiniée  de  Pj  eu  remplaçant  dans  {5}  x  par 
rordomiét;  de  P, ,  c'csl-ù-dîre  par  a,  oti  a  donc 


ffi'donnée  de  P,= 

on  verra  ensuite  (]ue  la  loi  est  générale,  en  la  supposaiil 
vraie,  pour  le  point  V^l  ut  en  passant  au  point  PfL+i- 

âO.  Par  la  inéihode  du  n"  2  nous  obtiendrons,  au 
nio^eu  de  l'ovale  central,  une  combe  F  quireprésnntera 
la  fonction  sn^  i;t,  comme  au  ii"  i,  nous  vérifierons 
qu'elle  satisfait  au  tliéurcine  d'addition  et  aux  condi- 
tions sn(o)  ^  o,  ( —y-^  j  ^1.  Gomme  sinz,  sna  a 
pour  coefficient  angulaire  à  l'origine  l'unité,  et  oscilli: 
entre  —  i  et  -f-  i ,  sa  courbe  liguraLivc  a  ainsi- une  forme 
analogue;  mais  la  période  est  plus  graudc;  quand  A ' 
tend  vers  i,  cet  te  période  devient  de  plus  en  plus  grande; 
lMmrA'=i  la  fonction  devient  Tb 2. 

21.  E<iuiUion  différentielle.  —  Deux  points  succes- 
sifs Pp^,  P|t+|  de  l'ovale  et,  par  suite,  deux  points  succes- 
sifs Pj^,  PJ^^,  de  la  courbe  Font  pourordonnées^^ji, j^+c 
Comme  l'abscisse  du  point  Pn+i,  d'ordonnée  j-^+o  "*' 
précisément  égale  à  y^,  on  aura 

En  divisant  cette  dill'éi-ence  para  on  aura  le  coefli- 
rient  angulaire  de  la  sécante  qui  joint  les  deux  points. 
En  faisant  tendre  a  vers  o  et  en  prenant  la  limite  du 
rapport,  il  vient 
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22.  Les  conclusions  de  la  Cn  du  n"  o  s'appuicnl  sur 
ce  fait  que  l'ellipse  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points 
par  une  parallèle  à  oj,  admet  pour  axes  de  s^inûtrie  les 
deux  bissectrices,  el  est  une  courbe  fermée  et  sans  point 
double.  L'ovale  rjue  nous  considérons  ayant  les  mêmes 
propriétés,  les  résultats  de  la  lin  du  n"  o  s'appliquent 
à  snû;  disons  seulement  qu<!  la  quantité  analogue  k  T^est 
notée  d'ordinaire  2Q  et  représente  la  demi -période. 

S3.  Période  ininginaîrn.  —  Pour  voir  sî  su  2  admet 
une  période  imaginaire,  iious  considérerons  la  fonctioa 
conjuguée  et  nous  clierclierous  si  celte  dernière  admet 
une  période  réelle.  F.n  changeant  a,  X  el  ^  en  a  y/ —  1, 

JT  1^ —  1 1  y  )/—  i,  l'éqiialiou  (5)  devient 


Telle  est  la  formule  d'acklition  dr  la  foucliou  couju- 
guéiî. 

La  courbe  (6)  se  compose  : 

1"  De  deux  brauirbes  HH'  (Jl g.  12)  ayant  pour  asym 
ploies  les  droites  x:^±i  -     ,  y  =  :±i  r-; 

2"  De  deux  brandies  infinies  GC  ayant  ks  mêmes 
asymptotes  et  situées  de  l'autre  côté  de  ces  asymptotes. 
Ces  quatre  brandies  sont  disposées  comme  l'indique  la 
_fig.  12.  Les  bissectrices  de  l'angle  xoy  sont  axes  de  sy- 
métrie de  la  courbe. 

En  parcourant  la  ligue  brisée  PoOP,M,Pa...  tou- 
jours eu  faisant  attrutioii  de  choisir,  de  deux  intei'sec- 
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lions  d'une  verlicalu  avec  la  courbe,  celle  qui  n'est  (ms 
s^inélri(|ue  du  |M>îiil  précédeniinenl  obtenu,  ou  pourra 
repi-«.seulci- la  foncliou  itoujuguée;  le  iiièiuu  fait  <|u'iu 
n"  l-i  se  i>t-éseiite  ici  ;  il  y  a  une  valeur  de  z  pour  la- 
quelle la  l'onction  devient  +  ao,  après  quoi  on  est  i-aniené 
dans  la  région  de  la  coui-be  d'où  l'on  était  parti;  la 
/onction  conjuguée  est  périoiiique ;  sa  eouibe  tigurstîve 


a  une  forme  analogue  â  celle  de  langz;  mai»  la  jiérîode 
est  plus  grande  et  d'autant  plus  que  A*  est  plus  voisin 
de  o;  pour  fi:^  =  o  la  période  est  infinie;  la  fonction  se 
eonfond  alors  avec  Slii.  La  fonction  conjuguée  de  sn 
a^yant  une  période  réelle  atl|.  snz  ntlmel  la  pcriotf" 
irimginnire  -.iÙ,  \/ —  i . 

21.  Rectangle  des  périodes.  —  Comme  sins,  sin 
admet  une  péi'ioitc  réelle;  le  plan  de  z  est  partagé 
d'abord,  cuiume  sur  la  /ig.  Ô,  en  bandes  parallèles  à 
l'axe  imaginaire;  comme  Tbz,  snz  admet  une  période 
imaginaire,  le  plan  des  =  est  aussi  partagé  comme  sur 
'■■'./'A''-  '"  •"'  bandes  parallèles  à  l'axe  réel;  ici  donc  le 
plan  est  partagé  en  rectangles  {fig-  i3),  de  cotés  aQ,  et 
^  U^,  cl  quand  z  prend  des  valeurs  repiésenlées  par  des 
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points  tels  que  Z|,  Zj   occupant  dans  deux  rccUnglus 
tpelconqucs  des  positions  relatives  semblables,  snz  re- 
prend la  mùniu  valenr;  smest  doublement  périodique. 

Fig.  .3. 


Dans  cliatjuH  rectangle  elle  s'annule  deux  fois  et  dcvicnl 
intinie  deux  fois. 


2o.  Variations  de  &nz.  —  Pour  trouver,  eoiutne  aux 
11"*  10  et  17,  le  Ircu  des  points  représeutalifs  de  sny 
juand  z  décrit  dans  un  des  rectangles  de  son  plan  une 
{>arallèle  à  l'axe  ou,  nous  écrirons 

^  .■■/-.) 


TSn^,/i-5»'^A^ 


OÙ  nous  avons  icprésenté  par  Su  la  fonction  conjuguée 
ilosn.  Cette  fonction  n'a  reçu  aucun  uodi  et  n'aurait,  du 
reste,  que  peu  d'utilité;  nous  ne  l'introduisons  que  ino- 
ineutaiiément  pour  mieux  faire  ressortir  l'analogie  avec 
le  cas  du  stnus. 

Posons  sn  n  =  Ç,  sn  (u  +  ^„  v/^^)  =  U  +  V  sj'^^, 
Sni',=;Vo;  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties 
iniDginaires,  on  aura 


u>  = 


v> 


(n-A*î*Vî)' 

cn-*'t'Vi)« 
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Eliminant  S*  ciilie  ces  deux  équations  on  a,  pour 
lien  cherché, 


t'(U'-t-V>)» 


(7) 


En  0{iérant  Ou  même,  dans  le  cas  où  z  déi-rit  une  pa- 
rallèle à  l'axe  ov,  îl  est  de  la  forme  k,  -h  v  \J —  i ,  on  a 

+  .,/:rT)^ 

liK<i/l-)-Sil'i^t/t-HA-'tJn'f  +  y/ — I  Stif /l  — Sll'tJflV^I  — A'in'n 


(-1-  A'  «n'UnSn*!" 
posaiiL  snug:=  Uo,  8111-:=  \,  on  a  les  deux  équaiious 

v,_£'(»-tiî)('-<'Ui) 

Eliminant  \*  on  arrive  à 

)  i  +  X-'Ui 

Pour  nous  tendre  compte  de  l'allure  générale  des 
courbes  des  formules  (7)  ut  (8),  considérons  U*  et  V^ 
comme  étant  les  coordonnées  (Jig.  i4)-  I-es  courbes  (j) 
sont  alors  des  paraboles  telles  <]ue  P  dont  l'axe  a  pour 
coefficient  angulaire — i;  elles  coupent  l'axe  OV*  aux 
points  VJ  et  Tïyi;  ut  l'axe  OU*  aux  points      .[.,h\  ^' 

-Tj  VI—*  ^'/ej  n'ont  aucun  imint  commun  dans  le 

premier  quadrant. 
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Pour  VJ  =  7  ou  a  la  droi tu  double  Dqui  coupe  les  axes 
cuU.=  i,V.  =  ;.. 

Les  courbes  (8  )  sout  aussi  des  paraboles  telles  que  P*, 
leurs  axes  ont  la  niètne  direction  que  ceux  des  para- 
boles P;  mais  elles  sout  dii'igées  eu  sens  conlraire;  elles 
coupent  l'axe  OU^  aux  poîuls  UJ  et  ^y^  et  l'axe  OV^ 


i  points 


■  Uî 


et  VJ  =:  —  , ,  on  a  la  parabole  P"  tangente  aux  axes  eu 
ces  points.  Les  pai<aboles  P'  n  ont  aucun  {>oint  commun. 

Quant  aux  courbes  (7)  et  (8),  on  les  obtiendra  en 
faisant  correspondre  à  cbaque  point  U-,  V^  du  premier 
ijuadrant  (puisque  U'  et  V^  doivent  ûtre  positifs  pour 
que  U  cl  V  soient  réels)  quatre  points  (-+-  U,  +V), 
(+U,-V),  (-U,+V),(-U,-V). 

Les  courbes  obtenues  sont  donc  symétriques  (Jig-  i5) 
par  rapport  aux  axes  OU,  OV.  Parmi  les  courbes  {7) 
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qui  correspond  à  la  droite  D  de  Wjig.  i^.  Toutes  les 
courbes  sont  fermées  sauf  U  courbe  limite  qui  se  con- 
fond avec  l'axo  OU,;  elles  coupent  l'axe  OU  en  deux 
points  I,  1'  compris  entre  les  points  d'abscisses  i  ety; 
et  en  deux  points  symétriques  par  rapport  i'i  OV;  elles 


coupent  OV  en  quatre  points  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  ù  OU  ;  deux  de  ces  points  s'éloignent  k±X), 
tandis  que  les  deux  autres  tendent  vers  o. 

Les  courbes  (8)  figurées  en  points  admettent  aussi 
OU  et  OV  pour  axes  de  syniélriu,  elles  ne  coupent  ja- 
mais OV;  B  la  limite  elles  se  confondent  avec  cette 
droite;  elles  coupent  la  partie  positive,  par  exemple,  de 
OU  en  deux  points  i  et  J',  l'un  J  entre  o  et  i ,  l'autre  J' 
entre  t  et  oo  (  '  ). 


[')  SidaDsl'équal(on(8)  on  fait  U;  =  î-^  avec  i'-i- *''  =  i,  u 
a  une  couibe  telle  que  le  produit  des  disianccs  de  chacun  de  » 
points  aux  deux  puinlslîies  U  — ±  -ri  V  =  oest  constant  et  égal  i  t] 
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On  iioui'iait  dûmotiti'cjr  qiin  les  sjslènies  (7)  cl  (8) 
sont  oi-lliogonaux. 

L.rs  courbes  (7)  n'ont  aucun  |>oinl  commun,  il  en  est 
<lc  même  di:s  courbes  (8).  Les  unes  ot  les  autres  sont 
des  courbes  fermées.  Comme  dans  le  cas  des  ellipses  re- 
latives à  siiis  (n"  11)  on  verra  (ju'il  ne  peut  exister  de 
position  limite  ni  sui'  les  courbes  (7),  ni  sur  les 
courbes (8),  311  z  cl  sa  conjuguée  Sus  ont  donc  cltacune 
une  période  réelle  ;  siîz  a  donc  une  péi'iode  vcelle  Ht 
une  période  imaginaire. 

26.  Dégénérescences  de  su.  —  Quand  on  fait  K"^o, 
sn  z  dégénère  en  sin^. 

Le  ibéoréme  d'addition  (5),  n"  18,   se  réduit  à  (1) 

<"°  '>■... 

L'équation  difl'él'cnLielle  du  n°  21  se  réduit  à  celle  du 
n°S.  Les  parties  des  courbes  (7)  iiilérieuresn  C{Jig.  1  5) 
se  transforment  en  ellipses  homofocales  de  foyers  d=  1 , 
le  eerele  0  s'éloigne  à  l'intint  et  les  portions  des 
courbes  (8)  intérieures  au  eerele  C  deviennent  les  hy- 
perboles du  n"  10  homofocales  et  ortliogoiàales  aux 
ellipses. 

Quand  on  fait  ^^  —  1 ,  sn  ;  dégénère  eu  Tb  z. 

Le  théorème  d'addition  (5)  se  réduit  à 


c'est  l'équation  du  n"  13. 

L'équation  difl'érentielle  du  n"  21  se  réduit  à  celle  du 
n-  13. 

Les  courbes  {7)  (Jig-  i5)  se  transforment  delà  façon 
suivante  : 

Les  points  de  OU  d'abscisses  1 ,  -t=  et  r  se  confondent^ 
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les  parties  telles  que  LI   cl  l'L'  des  courLes   (7)  se 
réunissent  en  nn  tnème  point  d'abscisses  ±  i  et  itpro- 
duiseiU  les  cercles  C(,t^ïî  ...àelnjlg.  i  o  ;  les  courbes  (8) 
deviennent  des  cercles  telsijue  D  <Ie  \ajig.  to. 

27.  Les  fonctiouf  complémentaires.  — ■  On  appli- 
quera facilement  celte  rejircsentHtion  géométrique  aux 
fonctions  cnz,  du z  définis  par  les  relations 


et  dont  on  formera  d'aboixl  le  théorème  d'addition. 

Dans  les  Nouvelles  Annales  (août  1898)  M.  laggï  a 
pro|)osé  d'adjoindre  à  la  fonetion  xn  z  une  fonction  (|u'il 
appelle  connus  tfl/iptit/ue  et  qu'il  note  cos,  z,  délinic 
par  la  relation 


ou  bien,  par  suiie 


"v/;^ 


La  représentation  géométrique  que  nous  avons  exposée 
permet  de  donner  de  la  fonclion  de  M,  laggi  une  inter- 
prétation simple. 

Reprenons  d'abord  la  formule  (t)  et  fai.sons  a  ru:  i,'i\ 


L'ellipse  de  ^^Jig-  i  devient  un  cercle  de  rayon  1  ;  et 
si  l'ordonnée  y  d'un  point  do  ce  cercle  est  considérée 
comme  étant  sinz,  l'abscisse  ;r  est  cosz  puisque  l'on  a 
par  définition 

COSS  =  }/l  —  E\n'3. 

Iteprcnonsdf^  mi>me  l'équation  (5)  en  y  faisant  a  =  i, 
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La  courbe  de  la  Ji§,  i  ),  loul  en  reslaiit  symétiitjao 
j)ar  rapport  aux  bissectrices  des  axes,  devient  syniétrlt^ue 
par  rapport  aux  axes  eux-mùnies  {fig.  i6);  de  la  rela- 

Fîg.  .6. 


1  peut 


tiou  ci-dessus  ou  lire,  en  ellet,  a, 
doiie  permuter  x  K\y. 

Ou  remarque  c]ue  les  points  de  croisement  des  asj-m- 
ptotes  qui  se  trouvaient  dans  la  concavité  des  braiicLes 
infinies  i^fig-  i  i)  sont  ici  en  dehors  de  ces  régioDs;  cela 
vient  de  ce  que  les  asymptotes  sont  ici  les  limites  des 
tangentes  horizontales  cl  verticales  aux  brauclies  infinies 
de  la  fig.  I  I.  Plus  A:'  est  voisin  de  o,  plus  la  courbe 
centrale  se  rapproche  du  cercle  de  rayon  i  et  plus  les 
branches  infinies  s'éloignent.  Plus  A*  est  voisin  de  i, 
plus  l'ensemble  des  courbes  se  rapproche  des  quatre 
droites  x  ^±  i ,  y  ;=  ±  i . 

D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  si  l'on  cousidère  snc 
comme  représentant  l'ordonnée  d'un  point  de  la  courbe, 
son  abscisse  n'est  autre  que  la  fonction  cosg-  de  M,  laggi. 
On  a  ainsi  plus  d'analogie  avec  le  cercle. 
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On  appelle  inlégrnlei  fie  pramière  espèce  k\  Av  se- 
coni/e  espèce  les  iiiu'gralirs 


X'; 


L'inlégrali.'  Av.  seconde  espèce  |>eul  se  ramener  à  cx'lie 
<le  première  espèce  et  k  celle  qui  représente  l'aire  com- 
prise entre  la  courbe  G,  les  a\es  el  une  parallèle  n 
l'axe  oy;  en  elTet,  si  l'on  appelle  g  cette  surface,  on  a 


par  suite  : 

Intégrale  de  seconde  espèce  =  Inié 


■aie  de  prcin 


28.  La  Jonciion  p.  —  Ou  exprime  d'ordinaire 
P(p  +  <l)  «I»  lonctioiide  p(/i),  p(v),  p'Ca")  et  j)'(v); 
au  moyen  des  relatious  entre  fi'{p)  et  p{p),  p'C/)  ei 
p{q),OH  exprimera  J>(/'+ç)  en  fonction  syniélncjncdi' 
p{p  }  et  de  p  (v).  .On  pourra  ensuite  appliquer  à  la  fonc- 
tion p  les  métho'les  précédentes;  nous  engageons  le  lec- 
teur à  le  faire.  Ici  nous  nous  bornerons  à  cliereher  les 
courbes  analogues  à  {y)  el  (8).  La  l'onclion  p  est, 
comme  l'on  sait,  définie  \>ar  trois  constantes  e,,  t^,  fii 
dans  le  cas  particulier  où  l'on  fait 
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on  a  la  relation 

/,'  +  ** 

(g)  p{z)-i î—  =T 


.»(«) 


Oti  peutdelàfSaiis  écrire  le  ihéorè me  d'addition  de  p,, 
trouver  pour  celte  fonction  des  courbes  analogues  aux 
courbes  (7)  et  (8)  relatives  à  sn. 

En  cflet,  dans  tes  équations  (  ^  )  et  (  8  )  passons  en  coor- 
données polaires,  en  posant 

8n(a)  =  R<îÛ^i, 
c'est-à-dire 

U  =  BcosÛ,        V  =  RsinQ. 

L'équation  (7)  prendra  la  forme 

R'-H  AR'  cos'Q  -I-  BR'  sin'ti  -1-  C  =  o, 

A,  B,  C  étant  trois  constantes  dont  une  seule  est  arbi- 
traire. 

Il  en  sera  de  même  pour  l'équation  (8).  Si  mainte- 
nant l'on  pose 

l'équation  (9)  équivaudra  aux  deux  suivantes 


Par  suite,  au  moyen  de  la  transformation  p^^, 
(»  =  —  2II,  on  pourra  à  chaque  point  des  courbes  (7) 
et  (8)  faire  correspondre  un  point  des  courbes  analogues 

relatives  à   p-\ = —  Ces  courbes  n'admettent  que 

l'axe  réel  pour  axe  de  symétrie  (Jîg-.  17). 

Les  courbes  qui  représentent  les  variations  de 
p(s)  H T —  quand  z  décrit  dans  sou  plan  une  paral- 
lèle à  ou,  et  varie  par  suite  de  quantités  réelles,  n'ont 

Ann.  de  nrathtmat . ,  3- série,  t,  \1X.  (Jjillet  rgoo.)         30 
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entre  elles  aucun  point  commun.  Il  en  est  de  même  pour 
les  autres  qui  correspondent  aux  caa  où  z  varie  de  quaur 
lités  pui-einent  imaginaires.  De  plus,  les  deux  s^slém» 
de  courbes  sont  constitués  par  des  courbes  fermées 
(sauf  les  courbes  liniîles). 

Les  doux  syslèines  sont  ortliogonaux,  car  les  courbes 
(7)  et  (8)  sont  orthogonales  et  la  transformation 

n'altère  pas  les  angles. 

Parmi  ces  courbes  se  trouveni  le  cercle  de  rayon  h 


ayant  l'origine  pour  centre  et  le  cercle  de  rayon  ^  ayant 
pour  centrele  point  V=  0,  U=  i. 

On  sait  que  p  jouit  de  propriétés  plus  simples  que  sn. 
En  ce  qui  concerne  les  courbes  invariantes  que  nous 
venons  de  considérer,  uu  fait  analogue  se  produit.  11 
y  a  entre  les  deux  systëtnes  de  courbes  une  symétrie 
particulière  qui  devient  la  sjméirie  ordinaire  quand 
Â=  =  A'*=  j.  L'axe  de  symétrie  est  alors  la  parallèle  à 
OV  à  la  disiancc  1. 
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CltTlrlCATS  D'ÉTUDIS  SIIPtUEDilS 
Dis  FlCIILTtS  DIS  SCIEUm. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1399.  -  COMPOSITIONS. 


MarMille. 

AnALÏSK  INPWITÉBlliAI.E. 

Ei'nEuVE  ÉCRITE.  —  Déterminer  tes  lignes  asympto- 
liifues  de  ta  surface  représentée  en  coordonnées  carté- 
siennes par  le  système  d'équations 

X  =  ZcosQ  coif,        y  =  leoiUsiaf,         s  ^  af  -i-  la'iati, 

oit  les  paramètres  a  et  ^  sont  fixes  et  les  paramètres  l 
lit  »  variables  et  indépendants  l'un  de  l'autre. 

On  liouvi!  :  /(a  —  ?»=  consl. 

Epreuve  puatique,  —  Calculer  l'intégrale  définie 

En  iiilégranl  lu  long  d'un  contour  foi-iné  par  l'axu 
des-  X  rëels  cl  iiii  demi-cercle  d'un  irès  grand  rayon 

ajaiil  pour  cciilrc  I  origine,  on  trouve  :  — 7-  - 

MÉCAMQUB. 

Epreuve  écritr.  —  l/ne  poulie  de  rayon  R  et  do 
masse  M  peut  tourner  sans  J'roliement  autour  de  son 
axe  O  t/ui  est  horizontal  et  fixe. 
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Sur  la  circonférence  de  la  poulie  s'enroule  an  fil 

flexible,  inextensible  et  sans  masse,  dont  l'une  des 

extrémités  est  Jixée  sur  la  poulie,  et  dont  l'autreexiré- 

mité  se  trouve  primitivement  en  A  sur  le  diamètre  ho- 


rinontal  de  la  poulie.  A  celle  extrémité  A  est  atiacht 
unjiljlexible,  élastique  et  sans  masse,  de  longueur  a^ 
qui  porte  un  poids  P  de  masse  m  ;  mais  ce  fil  est  d'abord 
replié  sur  lui-même  de  manière  que  prim.itivemenl  le 
poids  P  est  très  voisin  du  point  A. 

Tout  le  système  étant  d^aboid  immobile,  on  aban- 
donne à  lui-même  le  poids  P  qui,  bientôt,  tend  tes  fils 
et  donne  au  fil  élastique  un  allongement  x,  dont  id 
valeur  est  reliée  à  celle  do  la  tension  T  par  l'expres- 
sion 

T=).ï. 

Sachant  que  le  fil  ne  peut  pas  supporter  une  tension 
supérieure  à  loo'*,  on  demande  s'il  se  rompra,  sachanl 
que  l'on  a 


!^=i< 


i  =  i. 


On  a,  pour  le  mouveiucui  de  la  poulie. 
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et,  pour  le  mouvement  du  poids, 


„(B 


=  nig-1,         T=~. 

On  est  ramené  k  discuter  l'équation 

dt*  "^  5am\^         61  j  -  "■ 
Son  ÎQtégrale 

niontrt  (jue  l'allongement  ne  dépasse  pas  l'allongement 
donné  par  la  relation 


Le  fît  ne  rompt  pas. 

Épreuve  pratique.  —  Un  fil  peiant  et  homogène 
a  une  longueur  de  8"",  il  est  attaché  par  ses  extrémités 
à  deux  points  fixes  A  ef  B  /jui  sont  sur  une  même  hori- 
zontale et  dont  la  distance  est  égale  à  4°. 

Trouver  à  un  millimètre  près  ta  Jlécke  de  la  chai- 
nette  décrite  par  le  fil  et  trouver  à  un  gramme  près 
les  tensions  en  A  et  B,  sachant  que  le  fil  pèse  i^»  par 

AsTHONOUIIi. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  le  volume  V  d'un 
parallélépipède  oblique,  connaissant  les  longueurs  a, 
b,  c  des  trois  arêtes  et  les  angles  «,  ^,  y  que  ces  arêtes 
font  entre  elles. 

i"  On  démontrera  la  formule 
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3°  On  appliquera  cette  formule  aux  données  numé- 
riques suivantes  : 


a  =  7,36)92                   a 
*  =  6,;to4.                    P 
o=5,«43iC.                   , 

Calcul  du  volume  d'un  para 

=  6î.53.i7,4 
=  65.48.56,7 
=  68. 34. 48, i 

'Ulépipède  oblique 

V  =  -,abc,/,mp 
4=6,;»94i 

i»(,-.).ln(,- 
a=    6*'.53'.l7',i 
p=    6S.48.56,7 
Y=    68.34.(8.5 

a/.=  197.17.  -^,0 

1.0,. 
r,99>o,(i„ 
1,7666397 
î, 7340743 
T,69978,5 
T,,9Îi3Î9 

Solution. 
ïi9-.43î6i4-« 

,  =  98:38.3r.3 
f-.=  35.45.13.) 
/i-?  =  3».49.î4.> 
,-Y=3o.  3.4i,> 

Los. 

sin(p  —  a\.. 
™(/>-P).. 

« 0,8675270 

i o,8î7î)7(Î9 

c...     0, 766655! 
i,...     1,5977679"' 

V  = 

V a,36o6579> 

.,i3i"<,6ii. 

Montpellier. 

Calcul  dipférkntisl  et  i: 
Epreuve  écrite.  —  Déterminer  l'intégrale  générale 
du  système  d'équations 

,  d'y        bc      di  ,  ,  , 


rfj-i 


.Cr-t-c), 


vil  y  i:t  z  sont  deux  fonctions  de 
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Examiner  les  cas  particuliers  c  =  o,  c^zizt. 

Epreuve   pratique.  —  Soit  l'ellipsoïde  rapporté  à 
ses  axes 

*'       r'   .   «'  _ , 
a*  "^  '&»  "^  c>  "" 

et  r hyperboloïde 

('+»)"--""(è'  +  S)  =  <*-°>' 

où  o  <  /i  ■<  3a,  ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant 
une  ellipse  réelle  située  dans  te  plan 


On  considère  la  portion  d 'ellipsoïde  comprite  entre 
cette  ellipse  et  le  plan  x=a.et  la  portion  d'hyperbo- 
loïde  comprise  entre  l'ellipse  et  le  sommet  de  le  même 
nappe.  Déterminer  le  volume  compris  entre  ces  deux 
portions  de  sur/aces. 

On  pourra  examiner  séparément  les  deux  cas  sui- 
vants : 

a-  a<h<3n. 

ASTRONOHIB. 

Épreuve  pratique.  —  Les  cléments  de  la  planète 
(m)  Thémis  sont  : 

M  =S  =i65°a4'3i','j,        1888,  nov,  1,0.  T.  m.  Berlin. 

(Dislance  nœud  périhélie). 

«)  =  io7'.58.j;,o  1      . 

Q  =    îî.36.49,3  ]  éq.  mov.  igoo 
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e  ^  sîitf . 

T  =  7°4o'3t',i 

ti=        64i',U97 

log«=  o,4953;86 

0/1  demande  de  calculer  : 

i"  L'instant  où  l'anomalie  vraie  w  a  pour  valeur 

73'47'4o-; 
3°  Au  même  moment,  la  réduction  à  l'écliptiifue  p 
et  les  coordonnées  polaires  hétiocentriques  ;■>  fi,  s/^w 
rapport  à  l'écliplique  adopté. 

MÊCAMQUB    RATIONNELLE. 


Épheuve  écrite.  —  Un  anneau  pesant,  infiniment 
petit,  est  traversé  par  un  Jil  flexihle  et  inextensible, 
dépourvu  de  poids,  le  long  duquel  il  peut  glisser  sans 
frottement.  Ce  fil  eU  attaché,  par  ses  extrémités,  à 
deux  points  fixes  F  et  F'  situés  sur  une  même  verticale. 
Le  filetant  tendu,  et  l'anneau  occupant  la  position  M*, 
on  imprime  à  l'anneau  une  vitesse  horizontale,  /'ci*- 
pendicidaire  au  plan  FM,) F',  et  égale  à  V,. 

I  °  Trouver  le  mouvement  de  l'anneau,  en  supposant 
que  le  fil  reste  tendu; 

a"  Le  point  Mo  étant  supposé  au  milieu  du  fil,  cal- 
culer et  étudier  la  tension  du  fil. 

Épreuve  pratique.  —  i"  Établir  les  formules  qui 
font  connaître  la  vitesse  d'un  point  quelconque  d'un 
solide,  lorsque  l'on  donne  les  éléments  du  mouvement 
Itélicoïdal  instantané  ; 

a"  Un  tétraèdre  solide  ABCD  est  en  mouvement 
dans  l'espace.  A  un  instant  donné,  la  vitesse  du  soti- 
met  A  est  perpendiculaire  au  plan  BCD,  et  tons  les 
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points  d'un  cercle  donné,  situé  dans  ce  plan,  ayant 
pour  centre  le  pied  de  la  hauteur  issue  de  A  et  inva- 
riablement lié  au  tétraèdre,  ont  des  vitesses  égales  à 
une  même  valeur  donnée. 

Déterminer,  pour  l'instant  considéré,  les  éléments 
du  mouvement  hélicoïdal  instantané . 

PlITSIQUIi   tlATIIBII4TIQl'I! 

Épreuve  ëcmte.  —  i°  Solution  du  problème  de 
Dirichlet  par  la  méthode  Poincaré  {méthode  dite  du 
balayage).  On  se  bornera  aucas  oit  la  sur-face,  fron- 
tière du  domaine  d'intégration,  est  dépourvue  de  sin- 
gularités; 

a°  Calculer  les  composantes  de  ta  rotation  moyenne 
en  un  point  d'un  milieu  en  déformation,  lorsque  ce 
milieu  est  rapporté  à  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes rectangles. 

Epreuve  pratique.  —  Une  poutre  horizontale,  ho- 
mogène et  de  section  circulaire  constante,  appuyée 
librement  en  o  et  encastrée  en  A,  est  soumise,  d'une 
part  à  une  c/iarge  uniformément  répartie  Q,  et  d'autre 
parla  une  chargeP  appliquée  au  milieul  de  la  poutre. 
On  demande  : 

i"  De  calculer  le  moment  de  flexion  en  un  point  de 
la  poutre  situé  à  une  distance  x  de  l'appui  simple  o  \ 

2"  D'indiquer  le  schéma  graphique  de  la  distribu- 
tion de  ce  moment  de  flexion  et  de  définir  la  position 
de  la  section  dangereuse; 

3"  De  calculer  le  rayon  de  la  section  de  la  poutre 
qui  doit  résister  aux  charges  Q  etP  quand  on  prend 
les  données  numériques  suivantes  : 

Longueur  de  la  poutre  .■  /  =  iB"",         '*  =  tQ. 
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Q  étant  le  poids  du  volume  d'eau  qui,  à  la  tempéra- 
ture de  4°,  remplit  une  sphère  d'un  rayon  égala  i". 
La  charge  par  millimètre  carré  de  la  traction  qni 
produit  la  rupture  est  supposée  égale  à  •l'j^'.  La  frac- 
tion de  sécurité  est  prise  égale  à  ;.  On  néglige  l'in- 
Jluence  de  l'effort  tranchant. 

Nancy. 

Calcul  i>iFP&nENTi8L  et  intËgiial. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Choisir  la  fonction  Q{x,j',:) 
de  façon  que 

{î  -^  J)  '''  +  *^<^'-^'  ^^''^  -^  J  ''' 
soit  différentielle  totale  et  intégrer  cette  différentielle. 

II.  Rayon  de  courbure  et  centre  de  courbure  en  un 
point  quelconque  d'une  courbe  gauche. 

III.  On  considère  la  courbe  (c)  qui,  rapportée  à  des 
axes  rectangulaires  ox,  oy,  os,  est  définie  par  les  for- 
mules 

T  =  «cos(-Ha/tiiil(, 

y  =  asinl  —  n(cos/, 

at* 
s  =  —tango. 

où  t  désigne  un  paramètre  variable,  a  et  f  des  cou- 
stantes. 

i"  Calculer,  pour  un  point  quelconque  de  la 
cotube  (c),  la  longueur  de  l'arc  compté  à  partir  du 
point  pour  lequel  t  ^=0  et  la  longueur  correspondante 
de  l'arc  de  la  projection  de  la  courbe  (c)  sur  le  plan 
xoy;  en  conclure  que  la  courbe  est  une  hélice; 

2°    Déterminer,    en    un    point    quelconque    de  li^ 
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courbe  (c),  le  rayon  de  courbure,  le  rayon  de  torsion 
et  tes  coordonnées  du  centre  de  courbure. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  curviligne 

I  ydx  -1-  ^dy  +  xdi 

prise  le  long  du  petit  cercle  d'intersection  de  la  sphère 

parte  plan 

dans  le  sens  ^ui  va  de  oz  vers  ox  en  passant  dans  le 
trièdre  positif  des  coordonnées. 

AlGÉRBE  SVPKHIEI^HE. 

Épreuve  écrite.  —  On  considère  la  /onction  pu  de 
TVeierstrass  construite  avec  les  périodes -hù  et  %w'. 
i"  f^éiijîer  la  formule 

2"  Si  l'on  pose  x  =  pu,  on  a 

4>{x)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x; 

3"  Les  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré 
en  X 

*(ar)  — />(3U)  =  i> 
sont 

pu,    /)(«-f-tu),    /)(m-u.-bo>'),    p(uA-oJ) 

et  l'on  a  la  relation 

4"  Vérifier  que  la  fonction  rationne  lie  ^(x)  décom- 
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posée  en  fractions  simples  peut  s'écrire 

x—e, 
en  posant,  suivant  l'usage, 

5°  Si,  dans  la  fonction  rationnelle  *(x),  on  effectue 
la  substitution 

x  =  e  ■\-  ^"i—^'X^'  —  "'), 

4(:r)fe  transforme  identiquement  en  4'(xo); 

6°  Xb  étant  une  constante  donnée,  exprimer  en  fonc- 
tion de  x^  les  racines  de  l 'équation  du  quatrième  degré 

^(x)  =  ^(xa). 

•)"  On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  que  si  l'on 
effectue  ta  substitution 

dans  l'expression  dijférentielle 


y/\y*—gty-S3 
elle  se  transforme  identiquement  en 
■idx 

\/ix>  —  g-tx  —  fft 

i"  ol  a"   La  formule  à  démontrer  se  déiluit  iminë- 
diatemcntde  la  formule  d'addiiîon 

piu-ht^  +  pu+pv^  i//"'-i"»y 

i\  pv  —  p„   / 
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Cil  y  faisant  teudre  v  vers  u  ;  et,  pour  obtenir  ^(x),  il 
u'y  a  plus  qu'à  remplscer  p'^u  et  p'ii  par  leur  valeur 
kh  fonction  de  x  =  pu. 

3°  Si  l'on  pose x  =  /7m',  l'équation  <b[x)  — />(2u)  =  o 
dtivient 

et  elle  entraîue 

h'=  u  -i-  moi-\-  nio', 

m  et  71  désignant  des  nombres  entiers. 
La  relation 

p(a  k)  =/»u +/)( w -H  u) -H /.(it  + tu -t-u') +  /.(«  +  «)') 

s'obtient  en  remarquant  cjuu  la  somme  des  racines  de 
l'équaiion  du  quatrième  degré  est  4/'(2h),  ou  encore 
en  décomposant  ^(2»)  en  éléments  3ini|iles. 

4°  La  décomposition  de  9{x)  en  fractions  simples 
résulte  immédialement  de  la  relation  précédente  et  des 
formules  relatives  à  l'addition  d'une  demi-période. 

5°  Si  l'on  ajoute  la  demi-période  u  à  u  dans  chacun 
des  termes  de  la  somme 

^K +/>((* -b  eu)  4-/>(«  +  <o-t-(u)-(-/)ta  +  u.'), 

le  premier  et  le  second,  le  troisième  et  le  quatrième  de 
ces  termes  s'écliangent  entre  eux;  mais  ajouter  w  k  u 
c'est  remplacer  x  par 

y=.,H-''""^-H';-'-). 

6"  Les  racines  de  t'équalion  *{x)  =  *(x')  sont 
(tf,  — ei)(gi  — Ci)  (ci  — ei)(ei— Cl) 


n'-t,      ■   ■■  ■ 

,    (ej— ci)(ei— El) 

ar'e, 

1  pose  .r  =  pu,  il  en  résulte 

J  =  *(^)=./J(2K), 
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3i8) 

1)U1I 

dx 

=  du 

*• 

=  ^dli. 

x/W" 

-ffi^ 

—  #. 

</ir- 

-s-ir-f> 

Rcma 

■que 

—  La 

fou 

tiou  ralioiiiiellc  *(^)  peut 

se 

dédain 

jcla 

fraction 

♦  (») 

et  où  /i(x)  est  le  covarianl  hessien  de  '^(x),  < 
après  le  eatcitl  du  bessîen, 


i.  =-  ffj- 


En  s'appujaDt  sur  cette  remarque,  et  eu  se  servant 
de  la  relation  entre  les  Invariants  et  les  covariauis  d'une 
forme  Liquadratique,  on  peut  vérifier  par  un  calcul 
direct  l'égaliié 

/ÏF^  —  ffïy^-^'  ~  ^4 â^^^i*  —  gl 
indiquée  dans  la  septième  |>artie  de  l'énoncé. 

f^oiy  à  ce  sujet  Halplieii,  Traité  diis  fonctions  ellip- 
tiques, I.  II,  p.  3Co,  le  paragraphe  intitulé  ;  Formule 
de  duplication. 

Ëprevvk  piiATiQCE,  —  Étant  donnée  l'équaiion  qui 
fournit  la  valeur  de  laiig  ^  :=  —  en  fonction  tic 
tang  fl  =T  —  )  appliquer  la  théorie  des  invariants  de  h 
forme  binaire  cubique  à  la  réduction  du  premier 
membre  de  cette  équation  à  la  forme  canonique  et  à 
sa  résolution  algébrique. 
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CORRBSPOIVIIAIICE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M. 

ù  M.  X.  Antomari. 

. . .  Dans  son  article  Sur  quelques  questions  de  la  théorie 
des  ligne»  à  double  courbure,  que  M.  H.  Piccioli  vieat  de  pu- 
blier dans  les  Nouvelles  Annales  (novembre  1899),  l'auteur 
démontre  que  l'hélice  cyliodro-cooique  n'esl  pas  placée,  en 
général,  sur  un  cAne  de  révolution.  Je  prolîte  de  l'occasion  pour 
vous  signaler  un  Mémoire  Sur  les  trajectoires  orthogonales 
des  génératrices  d'une  surface  développable,  inséré  dans 
le  Journal  fur  die  reine  und  andgetvandte  Mathematik 
(Bd  HS;  iSgy),  dans  lequel  j'ai  étudié  à  un  point  de  vue  tout  à 
fait  général  les  hélices  cj'lindro-coniques,  et  en  particulier  les 
lignes  qu'on  peut  regarder  comme  des  hélices  de  deux  cônes. 


RICTiriCATION. 

Les  Nouvelles  Annales  ont  publié  dans  l<;  numéro 
d'avril  1900  uni!  solulion,  pai'  M.  Vacquaiit,  du  pro- 
blème de  Maibématu|ui;s  élûtueutaircs  dounù  au  Cou- 
cours  d'agrégaliou  cii  1899. 

Uu  léger  défauL  de  rédarlioii  m'a  failcutisîdéier  voniuie 
itisuffisautola  déLeruiinaliim  d'une  asymptote.  L'auteur 
dît  en  elîi-t  ()>.  iSJ,  lignes  ^,  ^  nX  6)  :  «.  de  plus,  (juanJ 
le  point  M  vient  en  1,  le  point  M'  étant  à  l'infini  sur  la 
droite  MM' de  direction  D|,  I"!  point  I  est  un  point  de 
l'asymptote  de  direction  D,  ».  11  a  voulu  dire  que  le 
point  M'  est  le  point  de  rencontre  à  distance  finie  d'une 
parallèle  MM'  a  l'asymptote;  et  comme  il  passe  à  l'inlini 
quaud  M  vient  en  I,  le  point  I  est  uu  poiut  de  l'asjm- 
pLote.  Ainsi  comprise  la  détermination  de  l'asymptote 
est  exacte.  X..  A. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTRGINI$l)B  EN  IMfl. 
COHPOSmON  DE  NATRiMATHHIES. 

SoLDTiON  PAU  M.  FHILBERT  DU  PLESSIS. 


].  Dans  le  plan  (P)  d'une  section  plane  d'une  sur- 
face (E),  pour  trouver  les  normales  à  la  section  issues 
d'un  point  O,  on  peut  employer  la  méthode  suivante  : 
couper  (F.)  par  une  sphère  (S),  et  déterminer  le  rayon  r 
de  la  sphère  de  façon  que  le  plan  (P)  soit  tangent  nu 
cône  (C),  qui  a  pour  sommet  le  point  O  et  pour  direc- 
trice l'intersection  (E,  S).  La  génératrice  de  coa 
tact  OG  est  normale  à  la  section  plane  au  point  G,  oit 
elle  rencontre  la  directrice  (ES)  du  cône  (C). 

Justifier  cette  inét/iode. 

II.  PfiEifiÈKE  Application,  —  On  coupe  l'elUp- 
'olde  (E)  ï;  +  |;  +  fl-,  =  o^o,-  /.  i,l,„  (P) 
ux  -^vy  -{-  wc  ^  0.  Sur  le  diamètre  perpendiculaire 
on  porte,  à  partir  du  centre,  une  longueur  OM  dont 
le  carré  soit  moyenne  harmonique  entre  les  carrés  des 

demi-axes  ai  et  ^  de  la  section  j  ^  —;-^  ai'  ^^^ 

OM  "  P 

du  point  M,  quand  (P)  pivote  autour  du  point  O. 

III.  Deuxième  Application.  —  Même  problème  en 
remplaçant  la  longueur  OM  par  la  longueur  ON  dé- 
duite de  la  formule  -^  ^ g-  Etudier  la  forme 

du  lieu  du  point  N,  et  celle  des  sections  parallèles  aux 
trois  plans  des  coordonnées. 

On  conservera  les  notations  indiquées. 
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I.  Coupons  la  siiifacc  (E)  par  une  sphère  (S)  de 
centre  O.  f^  plan  (P)  coupe  la  suiTace  (E)  suivant  la 
courbe  (e)  et  la  splière  (S)  suivant  le  grand  cercle  (s) 
de  centre  O.  Les  génératrices  du  c&ne  (C)  contenues 
dans  lo  plan  (P)  sont  les  droites  qui  joiguent  le  point  O 
aux  divers  points  de  rencontre  A  de  la  courbe  (e)  et  du 
cercle  (.(). 

Dès  lors,  si  OG  est  une  normale  menée  de  O  à  (e)  et 
que  l'on  prenne  OG  coinine  rayon  de  (.ï),  c'est-à-dire 
de  (S),  deux  des  points  de  rencontre  A  sont  confondus 
en  G,  donc  deux  des  génératrices  OA  du  cane  sont  con- 
fondues avec  OG  et  ce  cône  est  tangent  au  plan  (P) 
suivant  OG. 

Réciproquement,  si  cette  tangence  a  lieu,  deux  des 
génératrices  étant  confondues  avec  OG,  deux  des 
points  A  sont  confondus  avec  G,  le  cei-cle  (s)  est  tan- 
gent à  (e),  et,  par  suite,  la  normale  OG  n  ce  cercle  est 
également  normale  en  G  à  (e). 

II.  Les  longueurs  a  et  ^  des  demi-axes  de  la  section 
diamétrale  de  l'ellipsoïde  étant  celles  des  normales  me- 
nées (lu  centre  O  à  cette  section,  prenons,  d'après  la 
inétliode  justifiée  ci-dessus,  le  c6ne  passant  par  l'inter- 
section de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère  de  rayon  r  ayant 
son  centre  au  point  O  (  '  ).  L'équation  de  ce  cène  est 

'■(i-i)--^-(sî-^)+^'(i-i)=- 


(■)  La  mCthode  ici  employée  esL  celle  qu'impose  l'énoncé,  mais 
cette  seconde  partie  du  problème  peut  £trc  résolue  beaucoup  plus 
simplement  par  le  procédé  que  voici  ; 

D'après  un  Uiéorcmc  bien  connu,  si  i  est  le  demi-diamètre  per- 
pendiculaire au  plan  donné,  on  a 


Ann.  de  Malkémal..  3"  série,  I.  XIX.  (Juillet  1900.) 
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et  il  est  lancent  au  plan 


La  eomoïc  -:  +  »;  éiaut  celle  des  racines  en  -:  de 


d'uù 

^  +  ^  =  â.  +  î,  +  ^~^- 

-   D'aîlleun  7  iSunt  le  rajun  vecteur  situé  sur  la  droite 


Si   l'on  porte  cette  valeur  de  -y  dans  l'eipression   ci-dcssu9  de 
^-+-  ^,  il  vient 

d'où  l'équation  du  lieu 


n,g,t,7rJh,G00glc 


cette  équation,  on  a,  «n  adoptant  le  signe  \^  pour  les 
sommes  dont  les  termes  se  déduisent  les  uns  des  autres 
par  permutation  circulaire, 

Par  suite,  en  Tertu  de  l'énoncé, 

En  outre,  le  point  M  étant  sur  la  perpendiculaire 
élevée  en  O  au  plan  donné,  on  a 


Il  vient  donc  pour  le  lieu  demandé,  après  suppres- 
sion de  la  solution  étrangère  ji'+y'-f-s'^  o  (c6ne 
isotrope  de  sommet  O), 

ou 

ellipsoïde  (Ei  )  de  même  centre  et  de  mêmes  directions 
d'axes  que  le  précédent,  les  longueurs  de  ses  axes  étant 
données  par 

a\  ~  6"       c*  b\       c'       o*  c\       a'       é* 

comme  cela  résulte  d'ailleurs  directement  de  l'énoncé. 
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L'tiquation  ci-dessus  peal  encore  s'écrire 

Sous  celle  forme,  elle  montre  que  l'eUipsoïde{V.t)<' 
mêmes  plans  cycliifues  que  l'ellipsoïde  proposé. 

in.  Le  sens  dans  lequel  sont  portés  les  segments  i 
et  P  n'étant  pas  défini,  on  a  le  droit  d'élever  au  carré  li 
relation  donnée,  qui  s'écrit  alors 

Nous  avons  déjà  calculé  ci-dessus  -j  +  gî"  Soui 
avons,  de  même,  par  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
tion (i), 

Il  vient  donc 

et,  par  suite,  pour  ]e  lieu  demandé,  après  multiplication 

par  x»+j-=+«». 


V  2- 


que  l'on  peut  écrire 


Si  l'on  élève  au  carré  pour  avoir  une  équation  ralioa- 
nelle,  il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'on  introduit 
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une  solution  étrangère  con-espoudaiit  au  signe  ■+-  pris 
devant  le  radical  du  second  membre,  c'est-à-dire  au 
point  N'  porté  sur  ON  et  tel  que 

La  surface  du  4'^  degré,  représentée  par  l'équation 
rendue  rationnelle 

évidemment  symétrique  par  rapport  aux  trois  plans  de 
coordonnées,  comprend  donc,  outre  la  nappe  (N)  ré- 
pondant à  la  question,  une  nappe  parasite  (W)  qu'il  est 
d'ailleurs  facile  de  distinguer  de  la  première.  Si,  en 
eifel,  nous  appelons  (Ej)  l'ellipsoïde  défini  par  l'équation 

dont  les  demi-axes  n,,  £,,  Cj  sont  donnés  par 


qui,  par  suite,  est  homotliétique  de  (E|)  par  rapport 
à  O  ('),  nous  voyons,  d'après  (2),  que  la  substitution 
des  coordonnées  des  points  N  dans  ré<|ualioii  de  (Ej) 
donne  un  résultat  négatif  alors  que  c'est  le  contraire  qui 
a  lieu  pour  les  points  N'. 

En  d'autres  termes,  la  nappe  (N)  constituant  le  lien 
cherché  est  tout  entière  à  l'extérieur  de  l'ellipsoïde  (Ej), 
tandis  que  la  nappe  parasite  (N')  est  à  l'intérieur. 

(')  Si  le  poiol  N  avait  été  déOni,  dans  l'énoncé,  par  ta  relation 
JL  :=  1  _  1,  c'tgt  p>r  rclli[>5oîdc  mcmc  obtenu  dans  U  seconde 
partie  que  la  séparalioa  eût  été  failc. 
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Sous  réserve  de  celle  distinction,  nous  allons  étudier 

la  surface  représentée  par  l'équation  (3).  Il  est  facile 

de  voir  que  celte  équation  développée  peut  se  maître 

sous  la  forme 


{3  6.S) 


Adoptant,  suivant  l'usage,  l'hypothèse 
a>b>c, 
pour  définir  la  grandeur  relative  des  trois  axes,  nous 
avons  le  droit  de  poser 

Moyennant  celle  convenlion,  et  en  se  reportant  à  la 
définition  de  a,,  £,,  c^,  on  peut  enlin  écrire  l'équation 

Le  cône  asymptote  de  celle  surface  est  donné  par 
l'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus  élevé  qui  peut 


et  cette  somme  de  carrés  ne  saurait  évidemtnenl  s'an- 
nuler que  pour 
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Aulremeut  dit  le  càoe  asymptote  se  réduit  k  l'en- 
semble des  deux  droites 


■^         •         s  c,  a^i,i_ct 

dans  lesquelles  on  reconnaît  les  normales  aux  plans  cy- 
cliques réels  de  l'ellipsoïde  (E).  Ce  résultat  était  facile 
à  prévoir  a  priori.  Il  ne  saurait  y  avoir  de  points  à  l'in- 
fini que  dans  la  direction  des  droites  ON,  pour  lesquelles 

s'annule  la  différence gi  c'esi-n-dire  des  normales 

aux  sections  pour  lesquelles  on  a  a  ^  p,  qui  sont  les 
sections  cycliques  passant  par  l'axe  moyen  Oy.  On  dé- 
duit immédiatement  de  là  que,  parmi  les  sections  de  la 
nappe  (N)  parallèles  aux  plans  principaux,  seules  celles 
qui  sont  parallèles  à  Oxz  pourront  avoir  des  branches 
infinies.  Il  est  bien  évident  d'ailleurs  <]ue  la  branche 
parasite  (N'),  comprise  tout  entièie  à  l'intérieur  de 
l'ellipsoïde  (E3),  11e  saurait  avoir  de  points  à  l'infini. 
Nous  allons  maintenant  étudier  en  détail  la  forme  de 
ees  sections. 

Convenons  auparavant  de  représenter  par  X|,  V|,  Z| 
les  sommets  de  la  nappe  utile  de  la  surface,  donnés  res- 
pectivement sur  Ox,  Oy,  Oz  par  JC,  =  ±:  v^  ■ 
yi  =  ±  _  >  z,^=±  , .  comme  le  montre  la  défi- 
nition même  du  IJeu  appliquée  aux  sections  principales 
et  comme  le  vérifie  le  calcul.  De  même,  X',,  Y',,  Z', 
désigneront  les  sommets  correspondants  de  là  nappe 

.          .                     ,           .        bc  -         .       ca 

parasite    donnes    par    x,  =  :3:  t >    y,  ^^±:  t 

, ^    ob 

Convenons  également  de  poser 
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en  i-emarquant  qu'on  a  tuajours  A  ï>  o,  G  <;  o,  taadis 
que  B  peut  «voir  l'un  ou  l'aalrc  si^e. 

Sections  parallèles  au  plan  0:cy.  —  Prenona  d'ibori 
la  section  <le  la  surface  par  le  plan  Oxj'  lui-même  en 
faisant  z  :=  o  dans  l'équation  (3  ter),  ce  qui  donne 


courbe  fermée,  comme  on  vient  de  le  voir  et  nomme 
cela  se  vérifie  immédiatement  sur  l'éqnation,  qui  eom- 
prend  deux  branches,  l'une  parasite  intérieure  à  U 
section  principale  correspondante  de  l'ellipsoïde  (Et) 
défini  plus  liant,  l'autre  appartenant  au  lieu  demandé, 
extérieure  à  celle  même  section  principale. 

La  tangente  y  ^yi  au  sommet  Yi  coupe  en  outre  I* 
courbe  en  des  points  dont  les  abscisses  sont  doiiaée^pu' 

Ces  points  seront  réels  si 

ou,  en  remplaçant _yi ,  a^,  a^  et  b^  par  leurs  valeurt, 

ou  encore,  en  réduisant  et  supprimant  tous  les  facteurs 
positifs, 

-B>o, 
c'est-à-dire 

B<o. 

Le  mêmecalcu],  appliqué  au  sommet  X,,  montre  que 
la  condition  vérifiée  A  >  o  fait  que  la  tangente  x  =:X\ 
coupe  la  courbe  en  des  points  imaginaires. 
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Si  B  ^  o,  les  tangenles  aux  sommets  Y,  ne  coti[ieol  de 
même  la  courbe  qu'en  des  points  imaginaires,  et  Ib 
disposition  est  celle  de  la^g-  i ,  où  le  trait  plein  indique 


la  branche  utile  de  la  courbe,  lu  trait  interrompu  la 
branche  parasrtc,' et  lu  trait  pointillé  l'ellipse  de  sépara- 
lion.  Si  B  <  o,  la  tangente  en  X,  coupe  la  couriie  en 
des  points  réels;  oit  a  la  disposition  de  la^^.  r  his. 

Si,  d'ailleurs,  parlant  de  la  disposition  i,  on  fait 
crotire  z,  on  atteint  à  la  disposition  ■  iis^  les  sommets 
Y(  se  rapprochant  de  plus  en  plus  jusqu'à  ce  qae,  pour 
z:=Zf,  CCS  deux  sommets  se  réunissent  au  point  O 
pour  donner  la  disposition  de  \ajîg.  i  ter. 

Fig.  I  ter.  Fig.  i  quatei: 


ee--^ 


-^Sr 


Remar(|uons  que,  dans  l'intervalle,  pour  z  =  r',  la 
branche  parasite  s'est  évanouie  un  se  réduisant  à  un 
point  en  O. 

Pour  s>-2,,  la  courbe  se  sépare  en  dcus  ovales, 
ainsi  que  le  montre  la^^.  r  rfiiater. 
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Sections  paraUèies  à  Oyz.  —  La  discussin»  est  )a 
fnhae  que  vi-dessùs.  On  trouve  que,  par  suite  de  ]a  con- 
'dilion  vérifiée  C<^o,  la  tangente  au  sommet  Z|  ne 
coupe  jamais  la  cuurbe  eu  des  points  réels,  et  que  la 
tangente  au  sommet  T|  la  coupe  en  des  pointa  réels  si 
B>-o,  coudition  inverse  de  celle  ci-dessus,  en  sorie 
que  la  section  par  le  plan  Oyz  présente  des  points  d'in- 
flexion  si  la  section  par  Oxy  n'eu  présente  pas,  et  réci- 
proquement. 

Sous  réserve  de  cette  remarque  essentielle,  les  états 
successifs  des  sections  parallèles  à  Oyz  sont  données  par 
les^^.  I  à  I  quater,  dans  lesquelles  il  suffit  de  changer 
X  oa  z. 

Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  que,  si  parallèlement 
à  Oxy  ou  commence  par  la  disposition  i ,  parallèlement 
à  Oyz  c'est  par  la  disposition  i  bis,  et  in  versement. , 

Dans  Je  eas  où  B  =  o,  le»  sections  parOxy  et  Oy- 
ont  l'une  et  l'auti-c,  en  Yf ,  quatre  points  voiifondus  sur 
la  tangente  en  ce  point,  perpendiculaire  à  O^.  Elles 
présentent  alors  eu  ces  sommets  ce  qu'on  peut.appcler 
un  méplat. 

Sections  parallèles  à  Oxx.  —  La  section  par  le  plan 
Ozx  a  une  équation  qui  peut  se  mettra  sous  la  forme 

Ici  les  directions  as^mptotiques  sont  réelles  : 


Pour  trouver  les  asymptotes  parallèles  à  l'une  d'elles, 
posons 

a,  ~  c,         ' 

et  ayant  fait  cette  substitution,  aunulons  le  terme  en  z*, 
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ce  qui  nousdoiiiic 


A»!      cl;' 


Nous  voyons  (ju'il  y  a  ainsi  quatre  asymptotes  réelles 
syméti'kjuvs  deux  à  deux  par  rapport  aux  axes  Ox  ei 
0_/,  et  coupant  chacune  la  CDuriie  en  un  [wint  à  distance 
finie.  Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  la  branche  para- 
site est  întéi.ieurc  au  losange  (brmé  par  les  tangentes 
parallèles  aux  asymptotes,  sans  quoi  il  existerait  des 
parallèles  à  ces  asymptotes  coupant  la  courbe,  en 
plus  de  quatre  points.  On  a  ainsi  la  disposition  de  la 

Fig.  3.  Fig.  3  bU. 


Si  l'on  donne  à  y  une  valeur  quelconque,  les  \  de» 


(  '  )  Les  fig.  ail  qualer  correspondent  à  l'hypothèse  B  >-  o,  pour 
liquelle  la  section  Oxy  présente  U  diaposition  de  \a  fig.  i,  et  la 
«ection  Oys  celle  de  i»fig.  ■  bit.  Si  l'on  supposait  B<a,  auquel 
cas  ces  deux  dernières  dispositions  permnteraieaC  entre  elles,  il  fau- 
drait sur  \eifig.  ai  a fuafer permuter  entre  eux  les  txes  Oxet  Os. 
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asymptotes  sont  donnés  de  même  par 

Donc,  lorsque^  croit  X  diminue,  c'est-â-din:  cjue  lu 
asymptotes  ae  rapprochent.  Pour  y  =:^',  la  branche 
parasite  s'évanouit  au  point  O.  Pour  y  ^^,  la  courtie 
présente  un  point  double  en  O,  où  les  tangentes  son! 
nécessairement  parallèles  aux  asymptotes.  On  a  alors  li 
disposition  de  la^^.  aÂi«. 

Au  delà  de  cette  valeur,  la  courbe  présente  la  dispo- 
sition de  iajig.  2  ter. 


Les  asymptotes  se  confondent  avant  de  devenir  imi-       | 
ginaires  pour  la  valeur ^«dc^  qui  annule  ^,  c'est-à-dire 
pour 

■"■        a  \al       c\}  I 

on,  toutes  réductions  faites,  pour 

.'>■.■  1 
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Or,  si  l'on  prend  l'équation  de  la  section  par  Oyz 
mise  S0U5  la  forme 


4t       'Sj 


on  roit  que  la  condiuon  du  léalîté  des  racines  en  z  est 
ou,  toutes  réductions  faîtes, 


a'i»e 


-^  =(a>-&«)(.6»— C) 

La  section  parallèle  à  Oxs  tout  entière  devient  donc 
imaginaire  |ïOur_>'  =_^0'  Autrement  dit,  le  plan^  =j', 
est  un  plan  tangent  singulier  louchant  ta  surface  lu  long 
d'une  courbe  en  laquelle  doit  se  dédoubler  la  (juartlque 
précédente,  puisqu'on  passe  a  l'imaginaire,  c'est-à-dire 
d'une  liyperbole.  On  |>put  d'ailleurs  le  vériiîer  par  le 
calcul.  Si,  en  elFet,  on  pose 


V 


.  ^*    ..  z!  ^ 


on  a,  pour  celte  valeur  particulière  de^j', 

^'_j._v^      .,      _z!__J__  zj:^ 

SïTl       ci  -   cî  albî       al  ai    ' 

de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

(3 -S)'- 

ou 

La  disposition  est  donc  celle  delayî^.  nquater,  l'byper- 
bote  étant  prise  en  double. 

Si  B  =  o,  on  ajfo=J'iil<'  dédoublemcni de  la  courbe 


.§  +  ,..^  +  u. 
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en  deux  hyperboles  a  lieu  en  même  temps  que  le  passage 
de  celte  courbe  par  le  point  O  {fig.  a  his).  Autrement 
dit,  l'hyperbole  de  Xhfig.  3  ^uafAr  dégénère  en  ses  deux 
asymptotes.  La  surface  a  deux  plans  tangents  singuliers 
parallèles  à  Oxz,  la  touchant  chacun  suîvaut  un  système 
de  deux  droites  passant  par  un  point  Y,. 

Remarque.  —  Il  est  intéressant  de  définir  le  caric- 
tèrii  géométrique  de  l'ellipsoïde  doDiié  lorsque  la  sur- 
face (Pf)  présente  cette  singularité,  c'est-à-dire  lorM|uc 

Les  iionuales  aux  sections  cycliques  données  par 


deviennent  alors 


^-/i- 


Or,  les  points  de  l'ellipse  où  la  normale  fait  le  plus 
grand  angle  avec  la  normale  correspondante  au  cercle 
principal,  dont  M.  d'Ocagne  a  fait  connaître  de  nom- 
breuses propriétés  sous  le  nom  de  points  de  déviation 
maxima  {N.  A.,  3'  série,  t.  V,  p.  370  et  534 ,  1 886,  et 
t.  Vn,  p.  268  ;  1888),  sont  précisément  tels  que  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  normale  y  est  égal  k  ±i/  —  De 
là  cette  conséquence  : 

Les  eUipsetdes  pour  les^meis  ta. surface (Ji) présente 
la  singularité  signalée,  à  savoir  de  posséder  demx 
couples  de  génératrices  rectilignes  singulières  le  long 
desquelles  le  plan  tangent  est  le  même,  sont  ceux 
dont  les  ombilics  réels  coïncident  avec  les  points  de 
déviation  maxima  de  la  section  principale  perpeitdî- 
cuUtire  à  l'axe  moyen. 
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SOLITIONS  DE  «URSTIONS  PROPOSKSS. 


QaeiUou  1793  et  1794. 

(im.  p.  m-iff!,} 

1793.  Si  Si  désigne  un  carré  ou.  une  tomme  de  carrés 
tout  différents  entre  eux,  tout  nombre  entier  est  de  la 

forme  S, +/>(/)  =  o,  1,2,  4).  (E.  Lehoinb.) 

1794.  Si  repréienlanl  un  cube  ou  une  somme  de  cubes 
tout  différents  et  pt  l'un  des  nombres  o,  1,  1,  3,  i,  5,  6,  8, 
9,  10,  II,  ii,.i3,  14,  1^,  16,  I-,  1-,  ii,  a<>,  3o,  3i,  3a,  33,  tout 
nombre  entier  est  de  ta  forme  S%-\- pi,  au  moins  pour  une 
valeur  de  Pi-  (E.  Lemoinb.) 

SOLUTION 
Par  M.  L.  Ripebt. 

Démontrons  d'abord  le  théorème  suivant  :  Tout  nombre 
entier  est  de  la  forme  S^  +  pi,  n  étant  un  nombre  arbitrai- 
rement choisi,  Sb  représentant  une  «'*««  puissance  ou 
somme  de  n'*'""  puissances  toutes  différentes  et  p  un 
nombre  moindre  jue  (n -1- 1)" — SÎ^?^"- 
-  En  effet,  l'équation  ■ix" — (x-i-i)''t=o  a  une  seule  racine 
positive  comprise  entre  n  et  n  +  i.  Il  en  résulte  que,  a*  étant 
i>  plus  grande  n*™*  puissance  contenue  dan»  un  nombre  A,  «t 
OD  supposant  ûi>n,  on  a  toujours  A  —  a'>=  B(<  a").  De 
m<me,  et  avec  la  même  condition  :  B  —  6"=  C(<  A"), 
C  — c-=  D«c''),  ....  Par  suite  : 

A  =  a-H- 6''-Hc"+...+ X-n  +  z», 

avec  a>  *>...>  i>n,  et/>  <  (n +  1)-. 

Les  puissances  a^..  .k"  sont  donc  toutes  diETérentes,  et  une 
limite  supérieure  àe  p  est  (n  -ht)" —  i. 

Le  plus  petit  nombre  k  étant  au  moins  égal  à  n  + 1,  on  peut 
retrancher  la  somme  des  n''***'  puissances  moindres  que 
{«  +  1)"  et  le  maximum  de  p  est  />(■=  (n  +  i)" —  Ejl" —  1. 
V..  0-  F.  D. 
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La  limite  supérieure  (/>  =  («  + 

)»— i]  snflil  ponrdémoB- 

er  les  théorème»  1793  et  \19i. 

En  effet,  si  n  =  3,  p  ne   peut 

dépasser  8  =  2»+<  (d'où 

=  4).  On  a  ensuite 

^z=7  =  |i-(-2i-n 

(/'.  =  »), 

p  =  6=   l«-(-9'-t-  I 

(/>.=  '), 

;>  =  5=  i»-(-a» 

(P.  =  <>), 

/.  =  4  =  a' 

(/'i  =  o). 

J»=3=   I»-4-2 

</>.  =  >). 

A  cause  de  8  =a*-t- 4  =  i>-i- a'+ 3,  on  peut  remplawr 
(/>  =  o,  i,a,  4)  par(/)=o,  1,2,  3). 

Si  n  =  î,  /i  ne  peut  dépasser  63  =  l'+a»  +  3*-4- 57  (d'où 
;.,  =  27).  On  a  ensuite: 


i»+3'- 


(Pi=V)> 
(/»,  =  33), 


56=  i»-t-3»+28 


(p.  =  18), 


et  l'on  reconnaît  sisément  que  tous  les  nombres  înfériesrs 
sont  de  la  forme  is  +  />i,  i)  étant  l'un  ou  la  somme  de  dcai  ou 
trois  des  cubes  (1,8,27)  et  />|  ayant  l'une  des  valeurs  infé- 
rieures à  36  indiquées  par  l'énoncé  1794.  On  peut,  dans  cet 
énoacé,  retrancher  de  la  suite /<|  les  nombres  3,  11,  i3,  i5  qui 
ne  sont  pas  indispensables  à  la  décomposition  des  nombres 
inférieurs  à  6j.  Enfin,  à  cause  de  33=;a>  +  2S,  ...,  a8  =  a>+»>. 
00  peut  adopter  le  maximum  p„  =  %■},  à  la  condition  de  rem- 
placer (28,  29,  3o,  3i.  32,  33)  par  (20,  21,32,33,34,23). 
Pour  n=:j,5,  ...,  on  a 

P    =6'-i.  7--i. 
Pm  =  270,  335o, 


s  de  M.  Mkhl». 
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NiiXiblK  CONCOURS  DBS  «  NOLVELLBS  ANNAUS  » 
POUR  1900. 

Errsta. 

Quelques  erreurs  «'étant  glissées  dans  l'éDoncé  (p.  241),  le 
lecteur  est  prié  de  faire  les  corrections  ci-aprés  : 

a'  ligne,  page  24',  '""«  ■'  J'Oi,  au  lieu  de  :  yOx, 

5*  ligne,  même  page,  lire  :  passant  par  Oa^,  au  lieu  de  : 
passant  par  Os. 

Dernière  ligne,  même  page,  lire  :  autour  de  Ox,  au  lieu 
de  :  autour  de  0<. 

Page  a4i>  remplacer  la  rédaction  de  3°  par  la  suivante  ; 

Quand  le  point  M  décrit  la  tection  de  la  surface  (S)  par 
un  plan  (P),  le  point  [i  décrit  une  cubique  {T)  et  quand  le 
plan  (P)  varie,  la  cubique  (T)  patse  par  tix  points  fixe* 
qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 


[D5o] 

SUR  LE  PRINCin  lE  DIRICHLET; 

Par  m.  David  HILBERT,  de  Goctingue. 


Le  principe  Je  Diricblet  est  uu  mode  de  raisonne- 
ment que  ce  géomètre,  inspiré  par  une  pensée  de  Gauss, 
appliqua  k  la  résolution  d'un  problème  dit  aujourd'hui 
de  Dirichlet  {Randwerlaufgabe)  ('  ).  Ce  principe  peut 

(*)  Le  terme  allemand  Bandivertau/gabe  (problème  consistaot 
ta  la  recfaerche  de  la  fonction  harmonique  preaant  des  valeurs  don- 
nées sur  on  contour)  correspond  bien  à  la  traduction  :  Problème 
de  Dirichlet  [voir  maint  endroit  des  deux  premiers  Volumes  du 
Traité  d'AntUyie  de  M.  Picard).  Il  semble  bon  alors  de  réserver 
excInsÎTemeat  le  mot  principe  au  mode  di 


(L.  M 


I.  de  Mathe'mat.,  .1- iiérte,  t.  XIX.  (Aoâl  1 
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être  rapidement  caractérisé  comme  il  suit  :  En  les  points 
du  contour  donné  dans  le  plan  des  x,  y  élevons  des 
perpendiculaires  et  sur  ces  perpendiculaires  portons  les 
valeurs  relatives  au  contour  {^Bandwerte  =  valeurs  que 
doit  prendre  la  fonction  harmonique  chercliée  sur  le 
contour).  Parmi  les  surfaces  z  =/(x,y)  limitées  par 
les  courbes  de  l'espace  qui  prennent  ainsi  naissance, 
supposons  que  l'on  en  clierclie  une  pour  laquelle  li 
valeur  de  l'intégrale 

soit  uu  minimum.  Cette  surface,  ainsi  qu'on  le  fait  voir 
aisément  à  l'aide  du  Calcul  des  variations,  est  néces- 
sairement une  surface  potentielle.  C'est  en  recourant  à 
une  considération  de  cette  espèce  que  Riemann  (*)  a 
regardé  coinnie  établie  la  démonstration  de  l'existence 
de  la  solution  du  problème  de  Dîrichlet,  et  qu'il  a 
ensuite,  sans  bésiter,  établi  sur  cette  base  sa  grandiose 
théorie  des  fonctions  abélieiines. 

Ce  fut  Weierstrass  qui  montra  te  premier  que  le 
mode  de  raisonnement  du  principe  de  Diricblet  ne  peut 
être  validement  appliqué  ici.  En  effet,  si  l'on  se  trou- 
vait en  présence  d'un  nombre  fini  de  valeurs  numé- 
riques, on  pourrait  immédiatement  conclure  que  parmi 
elles  il  en  est  une  minima;  au  contraire,  si  l'on  est  en 
présence  de  valeurs  numériques  en  nombre  illimité,  il 
n'est  aucunement  nécessaire  qu'il  y  en  ait  uue  plus 
petite  que  toutes  les  autres;  bien  plus,  il  faut  prouver 
dans  chaque  cas  par  une  démonstration  particulière 


(>)  Diitertatiort  inaugurale,  §  16,  et  Fonetiom  aitlU/inei, 
AvaDt-Propos,  p.  m.  Comparer,  pour  la  critique  du  eélÂbre  raina- 
oement  d«  Riemaon,  le  Traite  d'Analyte  de  M.  Picard,  t.  Il, 
p.  38.  (L.  L.) 


jh,Googlc 


(339) 
qu'il  existe  eReclivemeiii  une  surface  z  ^J\x,j)  pour 
Ufjuellc  la  valeur  de  l'intégrale  correspondante  J{/) 


Les  importantes  reclierclies  de  MM.  C  Neuaiaon, 
H. -A.  Scliwat'Z  et  H.  Poincaré  ont  fait  voir  <]ue,  en 
adoptant  certaiues  lijpolhèses  très  générales  relatives  à 
la  nature  du  contour  et  aux  valeurs  qui  s'y  rapportent, 
le  problème  de  Diriclilel  est  parfaiLemcnt  résoluble,  et 
que,  ré(:îpro<]ueinent,  l'exîsleticc  de  la  fonction  miuiuia 
correspond  au  te  /{t,  y)  est  parfaitement  établie. 

Le  jtrincipe  de  Diriclilet  doit  sa  célébrité  à  l'attrayante 
simplicité  de  l'idée  matliérnatique  dont  il  lire  naissance, 
à  l'incomparable  richesse  des  applications  qu'au  eu  peut 
l'aire  en  IVIa thématiques  pures  comme  en  Physique  ma- 
thématique, et  à  la  force  de  persuasion  qu'il  porte  en 
soi.  Mais,  depuis  la  critique  de  Weierstrass,  le  principe 
dn  Diriclilet  n'a  plus  eu  qu'un  intérêt  bisloi'ique  et, 
comme  méthode  de  résolution  de  problcmeidc  Dirichlet, 
il  semble  en  tout  cas  délaissé.  C'est  avec  des  expressions 
de  regret  que  M.  C.  Neumann  dit  que  ce  principe  de 
Dirichlet,  si  beau  ut  si  souvent  employé  autrefois,  est 
maintenant  abandonné  pour  toujoui's.  MM.  llrill  et 
Natber  (')  sont  les  seuls  qui  aient  éveillé  eu  nous  un 
nouvel  espoir  en  exprimant  leur  conviction  que  le  prin- 
cipe de  Dirichlet  ressusciterait  un  jour,  le  même  jusqu'à 
un  certain  point  quant  au  fond,  mais  peut-être  avec  cer- 
taines moditicalions  quant  à  la  forme  de  l'exposition. 

Ce  qui  suit  est  un  essai  de  résurrection  du  principe 
de  Dirichlet. 

En  réiléchissaiit  que  le  problème  de  Dirichlet  ii'est 
qu'un  problème  particulier  du  Calcul  des  variations, 

(')   BftiLL  et   NOthek,    Théorie   der  algebraîichen  Funclionen 
{Jahretbtricht  der  D.  M.  V.,  t.  [Il,  p.  tf-'n;  iRg^),  Berlin,  Reimer. 
(I..  L.) 
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nous  arrivons  à  exprimer  le  principe  de  Diricblet  tons 
la  forme  plos  générale  luîvanie  : 

Tout  problème  du  Calcul  des  variations  possède  une 
solution,  pourvu  ^ue  certaines  hypothèses  restrictives 
convenablement  choisies  relatives  à  la  nature  des  con- 
ditions limitatives  données  soient  remplies,  et,  néces- 
sairement aussi,  pourvu  que  ce  que  l'on  entend  par  le 
mot  solution  éprouve  une  généralisation  conforme  au. 
sens,  à  la  nature  des  choses. 

Ce  principe  peut  servir  de  fil  conducteur  dans  la 
recherche  de  démonstrations  d'existence  rigoureuses  et 
simples;  c'est  ce  que  feront  voir  les  deux  exemples 
suivants  : 

1.  Sur  une  surface  donnée  z  ^=^f{x,y),  mener  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  donnés  P  et  P'"- 

Soit  /  la  limite  inférieure  de  la  longueur  de  toutes  les 
courbes  passant  par  les  deux  points  donnés  sur  la  sur- 
face. Parmi  toutes  ces  courbes  de  jonction,  cherchons 
les  courbes  C| ,  Cj,  C},  . . .  dont  les  longueurs  respeC' 
tîves  L,,  L,,  L»,  . . .  u-ndent  vers  la  limite  /.  A  partir 
de  P,  portons  alors  sur  G,  la  longueur  ^L,,  nous  ob- 
tiendrons ainsi  un  point  P,  -,  portons  ensuîtfî  sur  Cn 
toujours   à   partir    de    P,   la   longueur    ^  L,   jusqu'en 

un  point  P,     et  de  même  sur  C|  à  partir  de  P  I* 

longueur  ^L|  jusqu'en    P,    ,   et   ainsi   de   suite,  l^ 

points  P,    ,  P,   ,  P,    ,  . . .  auront  alors  comme  point  de 

condensation  (  yerdichtungsstelle)  un  certain  point  P    i 

F  '  étant  aussi  un  point  de  la  surface  2  =/(x,^). 
L'opération  susdite  que   nous   avons  faite    sur  le» 
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poÏQls  P  et  P'",  et  qui  nous  a  conduit  à  u(i  point  P^^ 


daira  à  un  point  P      de  la  surface  donnée.  Nous  trou- 
verons encore  de  même  u 

lé  en  question  aux 
tiendrons  enGo  d'une  inanièi 
p(i)^  p(ï)_   p(i)^   pd'j)^  T^„^  ^^^  p^i„(j  ç^  1^^^^ 

points  de  condensation  formeroni  sur  la  surface 

une  courbe  continue  qui  est  la  ligne  géodésique  clier- 
chée. 

Celte  affirmation  se  démontre  aisément,  si  l'on  prend 
comme  définition  de  la  longueur  d'une  courbe  la  limite 
de  la  longueur  des  lignes  brisées  polygonales  qui  y  sont 
inscrites.  L'on  reconnaît  en  infime  temps  qu'il  suffit 
dans  notre  considération  de  la  question  d'admettre  l'hj'- 
poihèse  que  la  fonction  donnée  fi,x,y)  est  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  premières  prises  par  rapport  à  x 
età_j-. 

H.  Trouver  une  fonction  potentielle  z=  f{x,y) 
prenant  des  valeurs  assignées  sur  le  contour  d'une 
courbe  donnée  du  plan  des  x,  y. 

Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  contour 
donné  ait  des  tangentes  et  une  courbure  continues,  et 
que  la  dérivée  soit  continue  pour  les  valeurs  assignées 
sur  le  contour.  Considérons  la  courbe  dans  l'espace 
dont  il  a  été  parlé  au  commencement  de  celte  Note,  et 
déterminons  alors  un  angle  fixe  <p  lié  tout  particulière- 
ment à  cette  courbe  de  l'espace  par  la  propriété  sui- 
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vante  :  z  =  F(x,j')  éuiii  mie  surface  analytique  on  ane 
surface  formée  de  portions  de  surfaces  analytiques,  dont 
le  contour  est  formé  par  la  courbe  de  l'espace  précitée, 
on  peut  toujours,  à  l'aide  de  z^F(x,y),  construire 

une  surface  z  ^=F(x,_j')  telle  que  l'intégrale  I(fJ  qni 

correspond  à  z  =  t'{x,y)  soit  toujours  inférieure  on 
égale  en   valeur  à  l'intégrale  J(F)  qui  correspond  » 

z^F(j:,y)  et  que,  en  mâmc  temps,  z  ^P(x,y)  lie 
possède  en  aucun  point  une  tangente  dont  l'angle  avec 
le  plan  des  x,  y  soit  supérieur  en  grandeur  à  ç.  On 
obtient  un  tel  angle  cp  en  considérant  les  points  où  la 
grandeur  de  l 'inclin. tison  de  la  surface  a  ■=.  F(:c,y)  sur 
le  plan  des  x,  y,  c'est-à-dire  la  quantiié 


'v/(£)'-(0)' 


ne  surpasse  pas  une  certaine  limite,  et  en  faisant  voir 
que  la  surface  z  =  F{x,^)  peut  toujours,  dans  le  voi- 
sinage de  ces  points,  être  remplacée  par  uu  morceau  du 
plan 

»  =  ait  ^  by  -i-  c 

OU  (sur  le  contour)  par  un  morceau  de  la  surface  poten- 
tielle en  forme  d'entonnoir 


(x-Ha)'-H(^-Hp)' 


a,  b,  c,  X,  ^  étant  des  constantes  telles  que  le  plan  ou 
les  tangentes  du  morceau  correspondant  de  la  surface 
potentielle  soient  respeciivement  moins  à  pic  par  rap- 
port au  plan  des  x,  y. 

Soit  1  la  limite  inférieure  des  intégrales  J  relatives' 
toutes  les  surfaces  dont  le  contour  est  formé  par  '* 
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coar]>e  de  l'espace  donnée.   Parmi  toutes  ces  surfaces 
cherchons  les  surfaces 

a  =  F,(x,y\        s  =  r,(x,y),        x  =  F,(x,jr) 

pour  lesquelles  les  intégrales  correspondantes 

J,  =  J(F,),        J,=  J(F,),        J,  =  J(F,), 

tendent  vers  la  limite  i, 

A  cet  ellet,  nous  remplacerons  chacune  des  surfaces 
j  =  F,,        s  =  F„        i  =  F„ 
par  les  surfaces  respectives 

a='F^,       s^^        4=^, 

qui,  en  aucun  point,  n'ont  une  tangente  dont  l'angle 
avec  !e  plan  des  x,  y  soit  plus  grand  que  Tanglc  f. 

De  plus,  cherchons  maintenant  parmi  la  suite  infinie 
de  fonctions  F|,  Fi,  Fj,  ...  une  suite  infinie  do  fonc- 
tions /,,  /i,  /],  . . .  telle  que  pour  tous  les  points  x,  y 
h  l'intérieur  du  contour  plan  donné  qui  ont  pour  coor- 
données X,  y  des  nombres  rationnels  il  existe  une 
valeur  limite 

Comme  l'on  a,  d'autre  part,  pour  tous  les  points  à 
l'intérieur  du  contour, 


<tang»         (1  =  1, a,3,  ... 


on  en  conclut  aisément  que  la  suite  infinie  de  fonc- 
tions /,,  /g,  /i,  . . .  converge  uniformément  partout  à 
l'intérieur  du  contour,  et  de  même  sur  le  contour,  c'est- 
à-dire  que 

est  une  fonction  continue  des  variables  x,  y. 
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La  surface  z=:  f{x,y)  cat  la  surface  potentielle 
cherchée.  II  ii';y  a  aucune  difflculté  à  le  démontrer; 
l'on  y  arrive  le  plus  simplement  en  s'appuyant  sur 
l'existence  de  la  fonction  minima,  c'est-à-dire  sur  U 
solution  du  problême  de  Dirichlet  pour  le  cercle  et  une 
fonction  continue  quelconcjue  sur  le  contour;  on  peut 
aussi  le  démontrer  directement. 

Joint  à  la  simplicité  et  à  U  clarté  du  mode  de  raison- 
nement cjue  nous  avons  rapidement  décrit,  je  vois  encore 
l'avantage  principal  de  cette  nouvelle  méthode  dans  le 
fait  que  l'on  emploie  seulement  la  propriété  du  mi- 
nimum et  que  l'on  ne  fait  aucun  usage  de  la  nalnre 
spéciale  du  problème,  c'est-à-dire  ici,  par  exemple,  des 
propriétés  particulières  suit  des  lignes  géodésiques,  soit 
de  la  fonction  potentielle.  Le  nouveau  mode  de  raison- 
nement est  donc  applicable  à  des  problèmes  plus  gêné- 
i-aux  de  la  théorie  des  surfaces  ainsi  qne  de  la  Physique 
mathématique. 

{  Traduit  par  L.  Laugel  .) 

[lïe] 

SIR  lEs  coinDinons  U  uvrsiBruTÉ  tm  pmiiht 

DB  FACTOniELLES  PAR  U  AUTRE  ; 

Pab  m.  Edh.  landau, 
Docteur  en  Philosophie,  à  Berlin. 


On  sait  t|ue  le  coeflîcient  du  bin 

■  )...(<■ 


{Ih'^ 


...,b  (o  — é)!6! 

est  un  nombre  entier  pour  tous  les  systèmes  (a,  b),  pow 
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lesquels  a  —  h  ei  b  sont  ^  o,  le  symbole  o  !  signiGaot  t 
par  convention.  S!  l'on  pose 

on  obtient  la  fraction 

Il  !  Il  ! 

qui  est  entière  pour  tous  les  systèmes  (x,,  Xt)^o.  De 
même,  le  coefficient  du  polynôme 


est  entier  pour  tous  les  systèmes  (x,,Xj,  ...,Xr)=o('), 
ce  qui  se  démontre  au  moyen  de  la  proposition  connue, 
que  l'exposant  dont  le  nombre  premier  p  est  alTecté  dans 
la  factorielle  n!,  égale 


m-[^h--m 


(*), 


formule  où  [m]  désigne  le  plus  grand  nombre  entier 
non  supérieur  à  m.  Il  est  connu  depuis  longtemps  que 
les  coefficients  du  polynôme  sont  des  nombres  entiers; 
car  iU  indiquent  des  nombres  de  permutations  de 
Xi-i-. . .  +  Xr  éléments,  parmi  lesquels  il  s'en  trouve 
X,  égaux,  jTj  autres  égaux,  etc. 

En  1874,  Catalan  (*)  publia  un  théorème  auquel  il 


(')   Voir,   par  exemple,  Dibichi.kt-Drdekind,   Vorlaungen   liber 
Zahieittheorie,  4'  édition,  p.  iS-ig;  189^. 

-    ■—  |; 
cepeadaot,  comme  [m]  =  o  pour  o^  m  <  1,  on   peut  l'étendre  jus- 

(')  fl/ouvella  Annalet   de  Mathénuitique$,   1'   iiixt,    t.    Ktll, 

p.  307;  ifl';^- 
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avait  été  conduit  parla  théorie  des  fonclious  elliptiqon: 
le  quotient 


!r,!li!{rri-t-*,)î 

est  entier  pour  tous  les  systèmes  (:r, ,  Xt)^o.  Eo  s'ap- 
puyant  sur  la  formule  (i),  M.  Bouquet  (')  démontre  ce 
théorème  d'une  manière  élémentaire  (*),  de  même 
qu'une  autre  proposition  plus  générale  :  la  fractiou 

(rx,)Urr,V....(rXry. 


est  entière  pour  tous  les  8ystème8(x,)So(i^  i,3,...,r). 
Dans  ce  qui  suit,  il  s'agit  de  ce  problème  :  Etant  don- 
nées m-\~n  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  r  varia- 
bles Xi ,  X],  . . . ,  Xr,  n  coefficients  entiers, 

u,=  <^\'>X,  +  ...-i-a.<;iSr=y[<i'P^,  {9  =  1,»,  .- ■,»!). 


trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  aui- 
quelles  tes  (m  -|-  rt)r  coefficients  aj",  P',^'  doivent  satis- 
faire, pour  que  la  fraction 

(a^»g,+ haV'ar,)l...(a',""j,  +  .... 


soit  égale  à  un  nombre  entier,  pour  tout  système  X|, 
Xif  ,.  ,,Xr  qui  donne  aux  m  -i-n  fonctions  u„,  v^  di» 
valeurs  ^o  ('}. 

(')  Nouvelle!  Aanalei  da  JUatliématiçutt,3'tii\e,uXlV,p.S9^', 
.875. 
(')   foir  aaïsi  Bachmahn,  Zaklentheorie,  l"  Partie,  p.  37-39. 
(')  Pour  d»  vakars  négalÎTcs,  les  factorielles  n'auraieal  pi* de 


jh,Googlc 


(349) 


Pour  que  le  produit  TT^a!  soit  divisible  par  I  1  c,!, 

il  faut  et  il  suHit  que  chaque  nombre  premier  p  divise 
le  numérateur  au  moins  autant  de  fois  que  le  dénomina- 
teur; on  a  donc  à  étudier  l'inégalité 


qui  doit  subsister  pour  tous  les  systèmes  entiersx, , . . . ,  Xr 
pour  lesquels  les  u,  et  c,  sont  ^o,  et  puur  tout  nombre 
premier/). 

Dans  les  cas  spéciaux  mentionnés  dans  l'Introduc- 
tion ('),  on  s'est  servi  des  inégalités  correspondant 
à  (a)  [)our  les  systèmes  spéciaux  de  coefficients  (a}"',  ^J^'). 
En  ce  qui  concerne  le  coeHicicnt  du  polynôme,  on  a  iii 
montrer  que,  pour  tous  les  ;ri ,  . . . ,  x,  ^  o  et  pour  tout 
nombre  premier  /', 


(')  Voir  anssi  plusieurs  Mémoirej  de  M.  Désiré  André  (A'ouiwJte* 
jlnna^Mde'tfatMmafi^uM,  i-série,  t.XI,  p.3[4;t.XII,p.84;t.XIII, 
p.  iflS.  —  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  I, 

p.  84). 
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pour  J'expreasion  considà^e  par  M.  Bourguel 

La  démonstratioD  de  ces  inégalilés  se  fait  en  étabtïssaui 
que,  pour  chaque  nombre  d,  donc,  a  fortiori,  pour 
d  =  p"*,  on  a 


et  d'une  inégalité  de  la  forme 
(3)  /(v)^«-(v), 

on  déduit  ensuite,  a  foriiori, 

(4)  "^A^n^gi-)- 


Il  peut  arriver,  iuversement,   que,  pour  un  certain 
système  {x,,  ...,  Xr,  p),  on  ait,  pour  un  v«  déterminé, 


\<±m- 


(5) 

et  pourtant 

vu  que  le  sens  d'une  inégalité  contenant  la  fonction  [  J"] 
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OÙ  les  a,  b  sont  des  nombres  frac lionna ires,  peut  se 
renverser  en  mutlïpliant  tous  les  argutpcnts  Ug,  &r  par 
une  même  constante  k. 

Mais,  ce  qu'on  n'a  pas  remarqué  jusqu'ici,  c'est  que 
l'esistenoe  de  la  relation 


m]^?.m 


pour  tous  les  systèmes  (x,-,  p,  v),  est  non  seulement  suF- 
fîsante,  mais  aussi  nécessaire  pour  que  la  condition  (a) 
soit  remplie  pour  tous  les  systèmes  (Xt,  ..  .,Xr,  /»)•  H 
est  vrai  que  (5)  n'entraînerait  pas  nécessairement  que, 
pour  le  nombre  p  en  question,  l'inégalité  (a)  ne  soit  pas 
satisfaite;  mais,  et  c'est  la  marche  suivie  dans  la  démon- 
stration qui  forme  l'objet  du  n°  II,  en  supposant  qu'il 
existe  un  système  (Ei,Çï.  ■  •  -i  Se)  et  une  puissance  P 
d'uD  nombre  premier  (■),  pour  lesquels 


(6) 


2[?]<2[?]- 


je  montrerai  qu'on  pourrait  en  déduire  un  autre  système 
ij'tiJ'af->J'r,p)i  pour  lequel 

<'t  j'aurai  démontré  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Pourque  l'inégalité  (a)  subsiste  identiquement,  il  faut 
qu'on  ait  identiquement 


(■)  p  peut  ligniGer,  du  reste,  une  gnnileur  positive  qoelcooque, 
raiioDDelle  ou  irrationnelle. 
('}  Vulgairement  parlant,   il   e«t  permis  île  ilifKrentieT   l'iniga- 

lité(l). 
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II. 


Les  Uq,  f,  étant  des  fondions  homogènes  et  linéaires 

des  Xi,  OD  a 

«o(p» ,p3'i-)  =  p«o(^i.  ■■■.arr), 

[Si  p  est  positif,  les  u,(pxj)  (<)  et  i't(pj:i)  seroiit  ^o 
en  même  temps  (jue  les  iia(x,),  »■*(*()].  Ou  a  donc,  en 
posant 

u,=  MpE<). 

Vx=i'T(pî(), 

et  en  introduisant  ces  expressions  dans  (6), 

Ayant  une  fraction  ^  (a,^^o)  on  peut  muliiplier 
ses  deux  termes  par  un  nombre  positif  p  tel  que  le  numé- 
rateur devienne  plus  petit  que  la  deuxième  puissance  do 
dénominateur  diminué  de  ^.  Car,  pour 

on  a,  comme  on  le  vérifie  facilement, 

P«<{p3-P)'. 
Si  plusieurs  fractions 

a,       u,  Oi 

sont  données,   on   obtient,  en    multipliant    les    deux 

(')  «,(P-E,)  siinifit  r<,(par,,  ....  p*J.... 
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termes  de  chacune  par  un  iionibre  supérieur  aux 
t  nombres  **  ,.  °  ,  de»  fractions  où  le  numérateur  de 
chacune  est  iui'érieur  à  la  deuxième  puissance  du  déno- 
minateur diminuée  du  dduominateur  priaiitiC.  Il  existe 
donc  uii  nombre  p,  tel  que  pour  tout  p  >  pi, 

Uo<(pP  — P)»         {9  =  1,  a,  ...,  m), 
et 

Vx<(pP-P)>  (T  =  l,^..  ..,«). 

Si^,  en  augmentant,  passe  par  une  valeur  entière  N, 
la  fonction  discontinue  (y)  augmente  de  i.  Comme, 
pour  N  elle-même, 

(J')=N. 

on  voit  que,  y  étant  une  valeur  quelconque,  on  peut 
trouver  une  grandeur  positive  s  différente  de  o,  iflle  que 
pouro^  A<;e, 

(J'  +  A)  =  (r)- 

Ed  clFet,  il  saflit  de  i>rendre 

z  =  (,y)  +  x-y, 

expression  positive  pour  tous  lesy.  De  même,  une  frac- 
lion  g  étant  donnée,  on  peut  trouver  un  nombre  posi- 
tif S  tel  que  pour  o  S  A  <  S, 

D'après  ce  qui  précède,  en  posant 

il  suffit  de  prendre 

grandeur  toujours  plus  grande  que  o. 
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Donc,  une  grandeur  positive  d  étant  donnée,  on  pnit 
trouver  un  nombre  pi  le)  que,  pour  tous  les  p  >  pi, 

(fP^.)  =  (i)  <■'■ 

En  effet,  il  suffit  pour  cela  que 


"(i)-' 


t  étant  données,  onp«Bt 
choisir  un  nombre  pi  tel  que  pour  p  >^  pi, 

(p-^.)-(t) (^)  =  (?)' 

relation  où  d  désigne  une  grandeur  positive  donnée. 

En  posant  ^  ^=  d  ^  p,  e\  en  tenant  compte  des  con- 
sidérations auxiliaires  présentées  plus  haut,  on  obtient 
cette  proposition  :  Il  existe  un  nombre  pi  tel  que  pour 

P>Pi. 
(I)  U,<(pP-P)t,        \\<(pP_P)»; 

a  fortiori  donc  pour  y  <C  P, 

li<F<(pP-?)',         V.<(pP-y)t; 

<')  {j^y-m-  {w^y-m 

a  fortiori  àoac 

<<)  Il  n'est  pit  toujours  possible  de  détermiaer  p  snffliiinDci' 
(rand  pour  que 

Mr,  dans  le  cia  où  ^  est  entier,  cette  équation  n'est  jimiii  sttii't'f 
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Or, 

?P-5        (?  =  i.»,3,...;o5,<V) 

parcout'L  toutes  lus  grandeurs  positives.  ]l  existe  donc, 
en  désignant  par  p  un  nombre  premier  quelcontjue  supé- 
rieur à  ûjP  —  P,  un  nombre  premier  p  tel  que 
(1)  V,<p',        \;<f', 

De 

|(ï?)<i(S). 

il  s'oiisuil(loiicc|iic,  dans  les  sommes  2  (jï)'  2(^0' 
tous  les  termes,  excepté  les  premiers,  s'évaiiouisseiil; 

iïm  <||©- 
ii['^]<i|r-^']. 

et  la  proposition  énonetie  plus  haut  est  démontrée. 

III. 
On  en  conclut,  eu  posant 

¥"'■'■        V-" F ---'■■■ 

la  proposition  suivante  : 
Pour  que  la  fraction 

fi!  c,!  ...  i',! 

Ann.  <lc  Mrilhrmril.,  S-  *(!ric.  l.  \I\.  (,\ortl  igon.)  23 
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se  réduise,  pour  tous  les  sysièmes  (xj)  lels  c|U« 

u,io.     .,20      (;;i:t:/;;), 

à  un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit  que  l'inégalité 

soit  vérifiée  pour  tous  les  systèmes  comiuensurabltis  ('i 
de  giandeurs  réelles  (yi),  pour  lesquels   les  )(„  et  l'i 

La  rcsirietioii  qui;  lus  y  sont  commensurHblcs  peut 
aussi  être  écanée.  Eu  cffvl,  supposons  que,  pour  un  sjs- 
lème  léel  <|uelconque  (_j',-)  pour  lequel  les  ««  et  i"! 
sont  >o,  on  ait 

D'apiès  les  considérations  précédentes,  ou  peut  trou vlt 
une  grandeur  positive  8  telle  que  pour 

[^]-i-'^.>i.  [?a']=i"o-,)i  (;:;::::;:)■ 

c'est-à-dire 

=ïh(A)]' 


(')  C'c3t-à-dirc  tels  qu'il  existe  un  nombre  pour  lequel  y_.P-X,- 
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ft    l'on  pi^ut  iiliotair  lus  A/  fiiLre  o   et  5,  luis  que  les 


soient  coinmensurables  ou  même  rationnels  avec  une 
puissance  d'un  nombre  premier  comme  dénominateur 
coniniun;  une  cunlradiclion  avec  la  proposilion  trouvée 
plus  liaut  se  présenterait  doue;  on  a,  par  conséquent, 
cet  énoncé  :  L'existence  de  l'inégalité 

pour  tous  tes  systèjnes  récl'i  (^i)  tels  que  les  lia,  fx 
sont  ^o,  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  ciuulient  de  faeioriclles  considéré  soit  entier. 


Soit  maintenant  (j*,)  une  solution  ijuelconque  de  (8) 
("^.*'t  =  o)  Cl  (vil)  une  autre  (((o,fïJo),  dont  les  élé- 
nients  sont  tous  entiers  el  difTérents  de  o.  Dans 

on  peut,  lous  les  aiguments  étant  entiers,  omettre  les 
croeliels.  En  multipliant  par  un  nombre  entier  et  posi- 
tif ^,  on  a  donc 

et  en  ajoutant  h 
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VU  que,  pour  h  entier, 

ou  obtient 

De  là  eet  énoncé  ;  Si  l'inégalité  (8)  est  exacte  pour 
tous  les  sysiètnes  Q,-)  tels  que  yt  parcourt  les  valeurs 
comprises  entre  deux  multiples  consécutifs  hi  t,,. 
(A,-|-  i)^<  ^^  ^"■'  ''"*'  Val  pour  lous  les  systèmes  (r,'i 
de  la  forint! 

yi.=:  htr,i-h  i/Tii-i-  A-r,i         («l  3,^-  i,  X- entier  et  ^o), 

c'est-à-dire  pour  tous  les  yi^IiiT\i,  si  r,,>-  o  et  ^Iny- 
si  Tl(<o  (i  =  I,  a,  ...,»■). 

Je  suppose  maintenant  <jne  les  u„,  v^  sont  >o  pour 
tous  les  arguments  qui  sont  ^o.  Les  coefficients  seront 
alors  tous  ^o  ;  car  si,  par  exemple,  a^'  <?taît  négatif,  on 
aurait,  pour 


Les  considéra tion s  précédentes  permettent  de  dénioii' 
Irer  le  tliéorème  snivant  : 


Pour  que 


("f'îo.  », 


soit  entier  pour  tous  les  sy.ttèmes  entiers  (:r,)^(>,  iV 
faut  et  il  suffit  i/ue  l'inéj^alitè 

'"'     ''      --!3','\ri+...4-f(</^T]+...+'irVi'-----*-'?l-*'^'i 
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subsiste  pour  tous  les  systèmes  réels  (yi)  entre  o  et  i 
{inclusifement') . 

Démonstration.  —  Sî  le  quotient  de  factoricUes  en 
(fiiestion  est  en  lier  pour  tous  les  systèinos  en  tiers  {^1)^0, 
l'illégalité  (8)  est  exacte  pour  tous  l<'3  systèmes  ^  o  et 
réciproquement.  Ceci  n'est  pas  une  conséquence  du 
tliéorème  géuf-ral  établi  à  la  Qn  de  (111)  ('),  mais  se 
démoulre  littéralement  de  la  même  manière,  en  se  bor- 
nant dès  le  commencement  aux  systèmes  positiTs  ;  car  le 
système  (p^,),  qu'on  a  déduit  (II) de  (^1)  et  qui  ne  satis- 
ferait pas  à  (a)  est  ^o  en  même  temps  que  (^i). 

1 ,  Si  le  quotient  en  quesiioit  est  eniiei-  pour  tous  les 
(x,-)^o,  l'inégalité  (8)  sera  donc,  n  fortiori,  exacte 
pour  tous  les  (  j-,)  entre  o  et  i . 

â.  Réciproqucmant,  supposons  que  tous  les  systèmes 
(y,-)  entre  o  et  r  satisfassent  à  {8),  En  posant 

•ji  =  ■  ■  ■  =  /i-i  =  7/+I  =  ■  ■  ■  =  ^n  =  o,        j>-,  =  I  , 
on  a 

|-r=iw'    "-' "■• 

donc,  k,,  ...,  A>  désiguani  des  nombres  entiers  quel- 
coitques  5o, 

|;.rt,îi;r*.       <•=■.» ■■). 

(!)  Dans  le  cas  01 


pour  chaque  Tïriable,  au 
seule,   i-es  deux  théorém 

moins  un  U, 
3  sont  iden- 

fut  «iri;  tous     »  sans  que 

es  X,  le  soienl 
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{  358  } 
et  en  ajoutant  cvttu  inégalité  à  (8),  pour  tous  les  sp- 
tèmes  (yi)  uulre  o  et  i , 

d'où,  comme  les  sommes  ^^a-f'^i  et  5j?r*'  rupré- 
seiiieiit  <]es  nombres  entiers, 

or,  chaque  grandeur  positive  est  de  la  forme  ^-/  +  .rii 
où  ki  est  «niier  ei  o^^,<i.  Donc,  riiiégalilé  (8) 
reste  vraie  pour  tous  les  systèmes  (ri)^o.   I>o|fc,  It: 

quotient     "■■■■ —  est  eiilier  pour  tous  les  (a-,)  entiers  5o, 

m  qn'ilJlalUil  déinonlriM-. 


Pour  appliquer  le  tliéorcme  ti-oové,  je  traiterai.  Jaiis 
uti  cas  spécial,  le  proLIOme  qui  eoiisiste,  «tant  donnes 

les  nombres  m,  «,  r  et  les  coenicieuts  ^"'  (_~  „/ 

du  dénominateur,  à  trouver  tous  les  systèmes  a^^  tels 
que  te  quotient  ■  '"^ "-'-'...  "'^'  soil  îdimliquemeut  entier.  H 
est  é>ident  que,  si  un  sjslème  {^'"')  satisfait  auxcondî- 
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lions  exigées  et  <|u'i>ii  augmente  un  ou  plusieurs  desa',^', 
le  nouveau  sjrstèine  y  satisfera  a  fortiori.  On  n'a  donc 
<iu  a  déterminer  tous  les  systèmes,  indépendants  («l'')i 
pour  lesquels  : 


TTr/3!  est  divisible  par  jT i-. 


2.   On  ne  peut  diminuer  aucun  des  coefficients  posi- 
tifs de  I  sans  que  cette  divisibililé  cesse. 
Soit 


Il  s'agît  donc  de  trouver  tous  les  nombres  entiers  ^  o 
n,  b,  c,  d  tels  que  pour  o?x5i,  o£^îi 

i^-,  \  [ax->-br]-,-\cx  +  dj'] 

3;  =  I ,  _V  =  o  donne 

(10)  <i  +  c?4; 

X  =  0,  y  =  t  donne 

(11)  b  +  d^i 

comme  conditions  nécessaires. 

Pour  X  ^-  I ,  _y  =3 1 ,  l'inégalité  (9)  est  donc  satisfaite. 
Pour  X  =  I ,  j)  <  1 ,  (9)  prendra  la  forme 

a  +  c  +  [by]  +  [dy]li  +  [^j], 

conséquence  immédiate  de  (10)  et  (1  t),  un  des  nombres 
b  et  d,  au  moins,  devant  être,  à  cause  de  (1 1),  5  3.  De 
même  x  <;  1 ,  _>"  ;=  1  ne  donnera  aucune  nouvelle  condi- 
tion. Commi-,  pour  T  <  1  et  j-  <  1 ,  [,r]  et  [y]  sont  o, 
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un  (fSL  donc  raiiieué  aux  iiiëgalilës 

(10,1  n^-cli, 

(.1)     [a^  +  by]^\c.t-^dyyA[^a--ty\^[..-^-^j-] 

Pour  parvenir  à  loiir  résolulioii,  il  y  a  lîou  do  trouver 
d'abord  tous  les  syslèmes  a,  fr,  c,  d  jiour  lesquels  elles 
sont  saLÎsfaites  pour 

Après  ciila,  uu  cliangtimen  t  do  teitres  douiiera  ceux  qitt 
satisfont  aux  inégalités  pour 


cl  l'on  aura  à  couacrvet'  lous  le$  systèmes  apparlt^riant  à 
la  fois  à  ces  deux  groupes. 

Eii  faisant  augmenter  x  el^,  le  deuxtèmc  membre 
de  (ra)  n'augnieiiLefiue  si  l'une  des  expressions  2X4- j, 
j;-H2r  passe  par  une  valeur  entière;  il  faut  et  il  sufiit 
done  (en  se  boiuaiil  ji  x'^j)  que,  outre  (lo)cl(i  i). 

Eu  élîiiiîiiaiil  j:  il<:  la  pri;miûie  dt^  eus  iiivgalilés  tt  di^ 
la  troisiëLiic,  j  dos  deuxliiiiu  et  (jiiatriciiie  cl  eu  posant 
ensuite,   res|ieolivemeut,  ^  et  j:  ^^  S,  ou  obtient,  outre 

(io)ei(ii), 
(i3,  o-^    c^[(6-20)Sj-^|(,;-ie)5|_i  poarl,i,:. 

(.i)       i+  ■i+i(^-a4)S]  +  i(c-,irf)aji:-.|.our<,-.ï-;  ;. 

(.5)  îa  +  ,c+|(S-a»)3)-l-|(rf-.c)a]j3|.our;iS<l, 

(l6i  ï6  +  ,rf-.  [(«-■,/,  |S|  + [le- 7(/)&]     i  pour  J-,&;   ] 
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La  discussion  de  ces  ijiiatrc  iiiégalilés  doiiiie  le  rt^sultat 
suivanl  :  elles  sont  siilisfaiies  pour  tout  système  vérifiant 
(il)  L't  (la),  à  l'exception  de 


Kl)  opérant  inaintcnatit  suivant  lits  indications  <|ui 
vieniK'iil  d'èirc  doiiii<ies,  on  obtient,  comme  solution 
générale  du  problème  proposé,  le  résultat  que  voieî. 

n,  b,  c,  à  sont  icsiircliveiiienl  snpérîeiirs  ou  égaux  à 
l'un  des  quatre  systèmes  3,o,  1,5;  i,  5,  3,  o;  o,  :i,5,i; 
5,  I,  3,  o  ou  à  l'un  des  5,5  —  4  =^  s'  systèmes  «,i,c,  (/ 
[)Oui'  lesquels 

«-KC=.i,         b  +  d--^.\         (a,b.c,dta) 

(mais  où  a,  b,  c,  d  ne  sont  pas  i-especliveuienl  égaux  à 
un  des  quatre  sysLèiiics  3,  o,  i,4;  ii'1.3,o;o,3,:i,i; 
i,  i.  3,  o). 

La  plupart  de  CCS  aS  solutiojis  (parmi  lesquelles  il  n'y 
en  a  que  <j  qui  soient  différentes  entre  elles,  vu  les  cliaii- 
gemeiils  permis  de  lettres)  ne  diseut  rien  de  nouveau; 
eu  efl'et,  il  est  évident  que  («a-H- 6^)!{t;j:  +  i/j)!  est 
divisible  par  xl  y'.  {7..1-  -j-  y)l  {x  +  ajf).',  si  djc  +  ôy 
est  lu  somme  de  nue,  de  deux,  de  trois  ou  de  toutes  les 
quantités  j:,  y,  -ix  +  J'i  ■ï'  +  a^v  ou  égal  à  o,  tandis 
(jue  cx-hfly  est  la  somme  de  eclles  qui  ne  sont  pas 
contenues  dans  fix  -^  ùj  ;  car  le  quotient  de  factorielles 
considéré  est  alors  le  produit  de  deux  coeflicieiits  du 
polynôme,  donc  entier.  Cela  donne  déjà  i5  systèmes 
indépendants. 

Ensuite,  par  le  théorème  de  Catalan  cité  dans 
l'Introduction,  4-'^'-)-  2_j  !  aj  !  est  divisible  par 
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a  fortiori  donc  par  ^x  -f-yl  j\  xl  x -i-  ^yl  Ceci 
donne,  en  éL-hangcant  x  et  y  ou  lus  deux  faclortclles 
entre  elles,  qnaire  soliilioiis.  II  rcsiv  six  solutions,  dont 
deux  sont  essentrêHenenldifTéi'entes.  La  première  esl 
5x  +  yl  3_i!  Le  second  théorème,  qoe 


est  entier  pour  tous  les  x,  y^  o,  est  intéressant  à  deux 
l>oitits  de  vuu  :  d'abord,  en  ce  (jue  la  fraction  esl  symé- 
tritjue  en  ;t  et  ^  ;  et  puis,  eu  ce  que  la  somme  des  coef- 
Ëcients  de  sou  numérateur  est  pour  eltaque  variable 
aussi  petite  que  possible,  savoir  égale  à  celle  d*a  coefti- 
cieiits  du  déiiominaleur. 


[Bï'41] 

Slift  LA  SURFACE  DE  L'OCDE 
ET  LA  SURFACE  CORRESPONDANTE  D'BIASTICITÉ  ; 

Par  m.  E.  LA.COUR, 

Trol'p'i^eur-adjoiDt  i  l'Univcrsilé  de  Nancy. 


1.  La  surface  de  l'onde  et  la  surface  correspond  an  le 
d'élasticité  peuvent  être  délînies  en  même  temps  de  la 
façon  suivante  : 

Etant  donné  un  trièdre  Irhectaitgle  Oxyz,  on  con- 
sidère trois  cercles  (A),  (B),  (C)  sil  nés  respectivement 
dans  les  faces  j-O  2,  zOa:,  xOj  et  ayant /fOur  centre 
commun  te  sommet  O  du  trièdre;  par  chacun  de  ces 
cercles  on  fait  passer  une  sphère  et  l'on  suppose  que 
ces  trois  spkèrrs  varient  de  façon  que,  1*  et  M  étant 
leurs  deux  points  communs,  OP  i-este  perpendiculaire 
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lur  P.M  :   le  Wv.a  du  point  M  est  la  surface  de  l'oi)d(t, 
lu  lieu  du  point  P  «st  la  surface  cori'C'S|iOiidantt;  d'élas- 


Poiii'  obtenir  lus  é(|uatioiis  du  ces  surfaces,  prêtions  le 
trièdre  Oxyz  comme  trièdre  de  coordonnées.  Soient 

a  et/  le  rayon  du  cercle  (A)    et  Vx  du  centre  de   la 

sphère  correspondante; 
'f,  et  m,  Y  et  n   les  (juaulilés   analogues  relatives   aux 

renies  (B)  et  (C); 
X,  y,  z,  t' les  coordonnées  du  point  M  et  la  longueur  OM; 
;,  r,,  X,,  p  les  coordonnées  du  iH>inl  P  et  la  longueur  OP. 

On  a  d'aLord  les  relations 

/■>— Œ»- ific,  p'-a'^'j/J, 

/■•— pi^  imy,        p'— p':=am>i, 
r'--fï-=  ans,  p'  — f'^ï/iî, 

puis,  en  remarquant  <]ug  le  plan  pa.ssant  par  les  centres 
des  trois  spltéres  est  perpendiculaire  À  PM  cl  passe  par 
le  milieu  de  PM,  un  trouve  qu'on  doit  avoir 


l  m  n 

enliii,  en  remplaçant  dan.s  ces  relations  /,  ni,  n  par 
leurs  valeurs  en  funclion  de  x,  y,  s  d'une  part,  eji 
fonction  de  \,  r|,  X,  d'autre  pari,  ou  obtient  les  équa- 
tions 
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la   première   représente   la  surface    de   l'onde,   el    la 
deuxiètne,  la  surface  correspondante  d'élasticité. 

On  voit  de  (dus  que  la  correspondance  enli-e  les  deux 
points  M  et  P  est  définie  par  los  relations 


ri:-Y'-  p'-[i'' 

_.   =.      _       J?_., 
,  r>  — Y'  "  p'-7'' 

relations  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

2.  Nous  allons  démontrer  que  le  point  P  est-U  pro- 
jection du  rentre  O  sur  le  plan  langent  e»  M  à  la  sur- 
face de  l'onde. 

Ousail{')que  les  coordonnées  d'un  pointde  la  surface 
de  l'onde  peuvent  s'exprimer  au  niojen  de  deux  para- 
métres elliptiques  u  el  f  j>ar  les  formules 

j'=acn(H, /■)■:"(.■./). 
;:^a.ln(H,A)sTi(,-,/), 

le  module  A  des  fonctions  elliptiques  de  l'argunieitt  u,  \e 
module  /  des  foucliuus  elliptiques  de  l'at-gumeat  f  et  les 
modules  complémentaires  étant  délinis  par  les  égalités 


ma/es  de  Malhêniatiqms. 
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Pour  abréger,  nous  dcsigturroiis  par  s,  c,  d  l«s  fonc- 
tions «lli{>ti(]Ufs  lie  l'argument  ii  ot  par  .(,,  c,,  il,  les 
fondions  oiiîpLiquus  du  l'arguinenl  c. 

Les  lignes  paramétriijues  u  ^^  cimsl,  ni  v  =:  coiist. 
sont  iJl's  bi()uadi'aLiqucs  ;  on  s'assure  aîsémtnL  qu'elles 
sont  orthogonales  et  que  les  lignes  u  ^^  coust.  sont  tout 
uulîères  situées  sur  des  sphères  ayanL  pour  eenLre  le 
point  O  :  eela  résulte  dos  relations 

Cela  posé,  soient  MT  et  MT,  les  tangentes  menées  en 
iM  aux  lignes  paramétriques  i'i=:consÈ.  et  «  =  conat.  MT, 
est  perpendiculaire  à  MT  (en  vient  de  le  démontrer)  et 
n  OM,  puisque  la  ligne  paraint'trîqne  tangente  à  MT,  est 
tracée  sur  une  splière  de  centre  O  ;  MT)  est  donc  perpen- 
diculaire an  plan  de  OM  et  de  MT  et  In  droite  MT  est  la 
projeclion  orthogonale  (ieOyisur  lu  plan  tangent  eiiM. 

je  dis  maintenant  (]ue  le  point  1*(^,  r,,  v),  dont  la 
correspondance  avec  le  point  M(x,^-,  z)  de  la  surface 
de  l'onde  estdélinie  par  les  relations  (M,  P)  du  n"  1,  se 
trouve  sur  la  tangente  MT  â  l.i  ligne  paramétrique 
V  =eonst.  On  a  il  vérilier 

î  —  if  _  1  — _J  _  Ï^_J  ^ 

ou,  d'après  U  dernière  des  relations  rappelées, 

(r>-  ^--)  ^  =  <r*-  ?')  y-  =  (r'- v.  ,  ^  . 
Or  on  trouve  aisément 
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Eli  |>oitaiit  CCS  valeurs  dans  les  égalilés  n  vérifîur,  on 
trouve  qnc  les  trois  cx|>ressioiis  ronsidémts  oui  pour 
valeur  ooininutiv 

Il  est  dune  déinontré  ijue  le  point  P  est  sur  MT;  mais, 
par  définition,  OP  est  |ii'rpendiculaïre  sur  la  droite  joi- 
giiaiit  le  point  M  au  point  P,  donc  OP  est  In  jH'rpvndi- 
culaire  abaissée  de  O  sur  la  tangente  MT,  et,  puisque  )c 
plan  OMT  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  en  M,  oii 
voit  en  définitive  que  P  osl  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  le  plaji  tangent  en  M  à  la  surface  de 
l'onde,  d'(jù  le  tliéorème  suivant  {démontré  |>our  la  pre- 
mière fois  par  le  géomètre  anglais  Miven)  : 

Théorème.  —  .Si  l'on  /ait  />as.ier  une  sphère  par 
chacun  îles  cercles  (A),  (li),  (C)  et  par  un  f>oiiit  M  de 
la  siirj/ïcc  de  Vonde,  le  si-cond  point  commun  aux 
trois  sphères  ainsi  déterminées  est  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  de  la  surface  sur  le 
plan  langent  en  M. 

M.  D-rboux  a  liailé  {Complet  rendus,  l.  XUl. 
p.  44ti)lecasoaIeseerdcs(A),  (lî),  (C)  et  le  poinlO 
ont  des  [lositions  quelconques,  et  il  a  montré,  dans  ce 
cas  général,  que  l'on  peut,  avec  la  règle  et  le  compas, 
déterminer  les  positions  du  point  M  situées  sur  le  cercle, 
intersection  d'une  sphère  quelconque  passant  par  (Â) 
et  d'une  splière  quelconque  par  (  B).  Le  tliéorème  pi-é- 
eédent  Toumit  une  construction  géoméirîque  du  plan 
tangent  en  un  point  donné  de  la  surface  de  l'onde. 

On  a  donc  une  délinîlion  géoméirique  de  cette  surface 
et  de  ses  plans  tangents,  indépendante  des  propriétés 
des  ellipsoïdes  :  on  pourra  voir  dans  ia  Géométrie  dans 
l'espace  de  Uouclié  et  Comberousse.  n  ■  1229,  une  déler- 
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iiiînalion  des  puinU  coniques  et  des  |ilaiis  tangents  sin- 
guliers du  la  surface,  fundéc  sur  ces  principes. 

Nous  allons  maintenant  i>assci'  tics  lésullals  )irécé- 
deiils  aux  propriétés  de  la  suifaci-  de  l'onde  relatives  à 
l'ellipsoïde  d'élasticité  de  Fi'esnel. 

3.  Si  M  est  uti  point  de  la  surface  de  l'onde  (définie 
(■ontnte  au  n"  1)  et  P  le  pied  de  la  perpendiculaire 
aliaissée  du  ventre  O  sur  le  plan  tangent  en  M,  un  plan 
mené  par  le  centre  et  parallèle  au  plan  tangent  en  M 
coupe  l'ellipsoïde 

suivant  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  a  pour  direction 
la  direction  de  Ml'  et  pour  longueur  l'inverse  de  la  dis- 
tanie  OP. 

Pour  le  démontrer,  considérons  une  sphère  de 
centre  0  et  de  rayon  égal  à  ^ 

p'(a-'-l-^-î-(-sV>  =  ". 

puis  le  cône  ajaut  pour  sommet  l'origine  et  passant  par 
l'intersection  de  cette  splièie  avec  l'ellipsoïde 

(p'-a')X'  +  (p-— 3')Yî-i-(p'-T')Z'-o. 

et  rap)>eloi)s-nous  (n"  1)  que  la  droite  MP  a  pour  para- 
mètres directeurs 


Oti  volt  que  la  parallèle  à  MP  menée  par  l'oiigîne  est 
sur  le  cône,  puisque  les  coordonnées  5,  »1,  Ç  du  point  P 
satisfont  à  la  condition 
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puis,  cil  formant  IVtjuatioii  du  plan  tangent  au  cane  le 
long  de  cette  génératrice,  ou  trouve 

c'est-à-dire  l'équation  du  plan  mené  par  O  perpcndiiu- 
laiic  à  OP. 

On  conclut  de  \k  que  la  parallèle  à  MP  menée 
par  O  esl  un  axe  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  un 
plan  passant  par  le  centre  et  parallèle  au  plan  tangent 
en  M  et,  en  outre,  que  la  longueur  de  cet  axe  est  é^ale 
à  — ^;  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

\.  Appelons  direction  de  la  vibration  (de  l-'ri^»iicl) 
en  un  point  M  de  la  surface  de  l'onde  la  projection  di.' 
OAI  sur  le  plan  tangent  en  M. 

il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on  considère  deuï 
plans  tungents  a  la  surface  de  l'onde,  parallèles  et  non 
symétriques  par  rapport  au  centre,  les  directions  des  vi- 
brations dans  ces  deux  plans  sont  rectangulaires;  ilu 
plus,  les  plans  menés  par  O,  perpendiculaires  à  ces 
plans  Langcnts  cl  respectivement  parallèles  aux  direr- 
lioiis  correspondantes  des  vibrations  sont  deux  plans 
rectangulaires. 

Appelons  encore  ligne  de  vibration  (')  une  ligne 
tracée  sur  la  surface  de  l'onde  et  telle  que,  en  cliaque 
point  de  cette  ligue,  la  direction  de  ta  tangente  est  celle 
de  la  vibration  eu  ce  point. 

On  voit  que,  si  la  surface  est  représentée  par  tes 


(  '  )  Ci'llc  dénoiiii nation  tfl  ciiiplcijc'c  par  Toîl,  i|iii  dcterniinf 
lignes  el  leurs  li-ajrcloires  orlliu^onalcs  à  i'aide  du  calcul  des  q 
lernions  (Tait,  Traité  clémentaii-e  des  tjualeriiions,  (Jaulh 
Villars,  iSH^). 

Voir  aiifsi  le  l'riiiu-  tie  dëonitlric  cinèmaliifiie  dt  M.  ^laimlir 
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Jormules 

^  =  psn(<t,A>dn(»-,/), 

les  lignes  de  vibration  sont  les  lignes  p^const.,  et 
leurs  trajectoires  orthogonales  sont  les  lignes  u  t=  consl. 
Ces  propriétés  donnent  une  interprétation  physique 
des  lignes  paramétriques  dans  la  représentation  précé- 
dente de  la  surface  de  l'onde  ati  moyen  des  fonctions 
elliptiques. 


[L'17e] 

Al  SVJRT  DUK  THÉORÈME  DE  N.  G.  HUMBERT; 

Par  m.  R.  BRECAKD. 


Dans  une  Note  présentée  récemmeni  à  l'Académie  des 
Sciences  ('),  M.  G.  Humbert  a  déduit  de  ses  rcclierclies 
sur  les  fondions  abéliennes  et  leur  application  à  l'étude 
des  surfaces  du  quatrième  ordre  un  tliéoièmc  de  Géo- 
métrie élémentaire,  ea  ajoutant  qu'il  y  aurait  intérêt  à 
en  donner  une  démonstration  directe. 

Ce  théorème  est  li 


Soient  données  dans  un  plan  une  conique  C  et 
qitatro  droites  ïi,,t)i,Dt,D^.  S'il  existe  une  conique  C 
circonscrite  au  triangle  /orme  par  trois  de  ces  droites, 
passant  pur  les  points  communs  à  la  quatiième  droite 
et  à  C,  et  enfin  tangente  à  C,  il  existe  trois  coniques 
analogues  que  l'on  obtiendra  en  permutant  les  quatre 
droites  de  l'énoncé. 


(')  Compte!  rendus,  t.  GXXIX,  p.  6^0. 
Ann.  de  Mntkémal.,  3- série,!.  XIX,  (A 
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Eit  voici  U1IC  démo iislra lion  élémeiiuirc  : 
Soient  :  m  le  point  de  coiiUct  des  coniques  C  cl  C'j 
Il ,   a,,   a^    les   sonimcis   du    triangle  formé   par  lu 
droites  D|,  Dj,  Dj  {a,  est  opposé  h  D,,  etc.). 

Si  l'on  considère  utie  conique  variable  tangente  à  C 
en  m  ut  contenant  les  points  a,  et  a„  les  deux  autres 
points  communs  à  cette  conique  et  n  C  sont  évidemment 
en  relation  homograpliique  et  involutive  :  la  corde  qui 
les  joint  passe  donc  par  un  point  lîxe.  Ce  point  use,  on 
le  voit  immédiatement,  est  situé  à  l'intersection  de  la 
droite  agdj  ou  D|  et  de  la  droite  qui  joint  les  points  £j 
et  £3  où  les  droites  mat  et  ma^  rencontrent  de  n 


la  conique  C.  Par  conséquent,  les  droites  a^at  ou  D|, 
btba  et  D4  sont  concourantes. 

Répétons  le  même  raisonnement  en  employant  lei 
points  ai  et  a, .  On  voit  finalement  que  la  condilion  de 
l'énoncé  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Les  six  sommets  du  (juadrilatèn  complet  formé  par 
les  quatre  droites  Di,  D»,  Dj,  D»  sont  situés  res/>ec- 
tivemeiit  sur  les  six  càiès  d'un  quadrangle  com- 
plet mb,bihi,  inscrit  à  la  conique  C. 

Sous  celte  nouvelle  forme,  la  condition  imposée  i 
l)i,  D.j,  I)},  I),  est  symétrique  par  rapport  à  ces  quatre 
droites.  Celle  remarque  suffît  pour  établir  le  tbéorèmc 
de  M.  Humbert. 
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CERTrriCATS  D'ÉTOBKS  SUPBBUURBS 
BBS  FACULTES  Wi  SCIBNCKS. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1899.  -  COMPOSITIONS. 


Rennes. 

Analise. 

Épreuve  théohique.  —  Étant  donné  un  cône  de 
révolution  autour  deoz,  de  sommet  o  et  dont  la  géné- 
ratrice/ait anec  l'axe  oz  un  angle  ^,  on  propose  : 

1°  De  trouver  l'équation  générale  des  courbes  tra- 
cées sur  le  cône  et  dont  la  génératrice  soit  à  une  dis- 
tance constante  a  du  sommet  o. 

a"  De  déterminer  pour  quelle  valeur  de  m  la  courbe 
qui  a  pour  équation  en  coordonnées  polaires  dans  l'es- 
pace p  ^ est  une  ligne  géodésique  de  ce  cône. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  à  un  centimètre  cube 
près  la  portion  de  volume  du  cylindre 

renfermé  dans  la  sphère 


Epreuve    théorique.  —    Deux   barres   homogènes 
identiques,  articulées  entre  elles  par  une  de  leurs  extré- 
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mités,  reposent  sur  un  plan  fixe  parfaitement  poli 
qu'elles  ne  doivent  pas  t/uitter.  Elles  sont  formées 
d'une  matière  dont  les  éléments  s'attirent  proportion- 
nellement à  leurs  masses  et  à  leurs  distances. 

Etudier  le  mouvement  le  plus  général  de  ce  système. 

Epreuve  phativue.  —  i°  Une  lentille  homogène 
biconvexe  est  limitée  par  deux  zones  spliértques  égales. 
Connaissant  le  rayon  a  de  la  circonférence  qui  forme 
satranche  et  son  épaisseur  -ie, calculer  ses  deux  rayons 
de  gyration  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité. 
Discuter  leur  rapport  et  construire  la  courbe  qui  repré- 
sente sa  variation  quand  on  prend  —^  pour  abscisse;  y 
distinguer  les  parties  qui  correspondent  à  un  ellipsoïde 
d'inertie  allongé  ou  aplati. 

a"  Par  quel  point  Jaudrait-il  fixer  la  lentille  pour 
que,  frappée  par  une  force  quelconque,  elle  entre  en 
rotation  autour  de  la  perpendiculuiie  au  plan  déter- 
miné par  cette  force  et  le  point  fixe? 

Toulouse. 


ÉpDEuvB  ÉCRITE.  —  I,  Enoncé  et  démonstration  du 
titéorème  de  Caucky  relatif  au  développement  d'une 
fonction  analytique  en  série  de  Taylor. 

II.  On  considère  l'équation  différentielle 

du  /d'u 


du/d'u        ,\  , 


oti  a,  b,  k  sont  des  constantes. 

i'  Déterminer  son  intégrale  générale  dans  les  diffé- 
rents cas  qui  se  présentent  saluant  les  valeurs  attri- 
buées aux  constantes  a,  b,  k. 
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a"  Soient  f(t),  f  (')i  '}(')  trois  Jonctions  vérifiant 
cette  équation  ;  démontrer  que  toutes  tes  surfaces  défi- 
nies en  coordonnées  cartésiennes   rectangulaires  par 
l'éif  nation 

où  p  est  un  paramètre  variant  d'une  surface  de  la  fa- 
mille à  l'autre,  admettent  des  trajectoires  orthogo- 
nales çui  sont  des  courbes  planes. 

MÉCANIQDB    RITIONNEI.LB. 

Ëpreuvb  écrite,  —  I,  Un  corps  solide  entièrement 
Hère  et  partant  du  repos  est  mis  en  mouvement  par  une 
Jorce  de  percussion  P  parallèle  à  l'un  des  axes  princi- 
paux GX,  GY,  GZ  de  l'ellipsoïde  central  de  ce  corps. 

Démontrer  que  sous  l'action  de  celle  force,  le  corps 
commencera  à  tourner  autour  d'un  axe  OS. 

Déterminer  la  position  de  cet  axe  et  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  au  premier  instant.  Supposons  que 
la  force  de  percussion  parallèle  à  GZ  rencontre  en  un 
point  C  le  plan  principal  GXY  de  l'ellipsoïde  central, 
G  désignant  le  centre  de  gravité  du  corps;  montrer 
que  l'axe  de  rotation  cherché  rencontre  en  un  point  O 


ta  droite  GC.  Montrer  que  tes  points  C  et  O  sont  réci 
proques,  c'est-à-dire  que  si  la  force  de  percussion  état 
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appliquée  en  O,  l'axe  de  rotation  correspondant  passe- 
rait par  C.  Si  le  point  C  d'application  de  la  force  de 
percussion  se  déplaçait  sur  une  droite  située  dans  le 
plan  GXY,  te  point  réciproque  O  décrirait  un  certain 
lieu  géométrique  que  l'on  demande  de  trouver. 

II.  Une  figure  plane  se  déplace  d'une  manière  con- 
tinue dans  son  plan  ;  on  demande  de  trouver  à  chaque 
instant  le  lieu  des  points  de  la  figure  mobile  tels  que  h 
rapport  entre  la  vitesse  et  l'une  quelconque  des  trois 
accélérations  totale,  langentielle  et  centripète  est  con- 
stant. 

Épheuve  fiiâtique.  —  Calculer  l'attraction  newto- 
nienne  exercée  sur  son  sommet  par  le  solide  homogène 
engendré  par  un  secteur  circulaire  tournant  autow 
d'un  des  rayons  extrêmes.  On  donne  le  rayon  du  sec- 
teur, l'angle  au  centre,  la  densité. 

MÉCANIQUE  APPUQUÉE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  A  et  A'  étant  deux  axes  en 
prolongement,  on  propose  d'étudier  les  moyens  de 
transformer  une  rotation  uniforme  w  autow  de  i  en 
une  rotation  uniforme  w'  autour  de  A'. 

i"  Effectuer  cette  transformation  au  moyen  de  sys- 
tèmes d 'engrenages  cylindriques.  Cas  de  —  <  o  eï  plus 
particulièrement  cas  de  —  ^  —  i .  Indiquer  dans  cha- 
cun de  ces  cas  une  solution  aussi  simple  que  possible. 

i."  On  propose  de  faire  la  même  transformation  du 
mouvement  au  moyen  d'un  axe  de  glissement  A' per- 
pendiculaire à  A,  commandé  par  un  plateau  à  rainure 
parte  par  A  et  qui  met  en  mouvement  l'axe  A'  par  une 
bielle  et  une  manivelle.  Équation  de  la  rainure.  A 
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quelles  conditions  doit  satisfaire  le  rapport  —  pour  que 
ce  mode  de  transformation  puisse  être  réalisé  prati- 
quement ? 

II.  Déformation  du  quadrilatère  articulé. 

Epbbiive  pratique.  —  Un  toit  est  supporté  par  des 
fermes  espacées  de  5",  l'une  des  faces  supporte  une 


charge  verticale  de  loo""*  par  mètre  carré  et  l'autre 
une  charge  de  5o''b  par  mètre  carré.  Cliacune  des 
fermes  a  la  forme  ci-dessus  et  ses  dimensions  sont  don- 
nées comme  il  suit  : 

Coordonnées  de  A  par  rapport  à  Or  et  Oj*.,,     a:  =  4  ^  =  o 

■  B  »...    x=o         /  =  3 

«  G  I  ...    *=i,5o    y=i 

Chaque  ferme  est  simplement  posée  sur  deux  appuis. 

Déterminer,  pour  une  quelconque  des  fermes  inter- 
médiaires, les  réactions  des  appuis  et  les  tensions  des 
barres  en  indiquant  celles  qui  sont  tendues  et  celles  qui 
sont  comprimées. 
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SOLUTrONS  M  «IBSTIONS  PIOPOStBS. 

Qneition  1797. 


Intégrer  l'équation 
'>      dx«^i  ^dx-'-i^       i.x      *  rfi"-ï^ 


SOLUTION 

Par  M.  Audi  BEAT. 
Si  l'on  fait  d'abord  n  s  i ,  3,  on  trouve  les  intégrales 

j.  =  C«  -  et       y^e  »  (Ge*+C,e-*). 

Posons  alors  ^  =  e  '  -2  et  après  avoir  calculé  les  diffétcn- 

tielles  de  I  à  n  de  «  >   s,  iotroduisons  ces  valeurs  dans  (1) 
nous  aurons,  pour  n  pair, 

'    idlf       1.1    "'&•-' 

■'— -'\,.3,£;i^... 

+  (-i)'t'.3.5...(rt-i)]-|  =  o. 

Pour  n  impair,  les  deu^i  derniers  termes  du  développement 
:iilre  crochets  seront 

.*^(-.)^2|,.3.5...(„-,)|^|- 


„(„_,)(„_,)(„_ 

3) 

«)l 

(   o"^' "<"-"[■  ■ 

.5. 
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Les  coefficients  de  ces  transformées  étant  indépendants  de 
la  variable  x,  on  fera  z  =  e'-',  r  étant  racine  de  l'une  des 
équations  suivantes,  pour  n  pair  : 


Pour  n  impair,  les  deux  derniers  tertnes  de  l'équation  seront  : 

+  (_!)" ''^'*~'^^^~''>[,.3.5...(«-jl]H 

+  (-ir'~7[i-3.5...(n-»)]r. 

Il  résulte  de  ces  calculs,  pour  les  intégrales  cherchées,  les 
formules,  pour  n  pair  : 

y  =  e~^  (C,  e'-.*+  Cie'-.^+  . . .+  C„<!'-.-^); 
pour  n  impair  : 

dans  lesquelles  a,  C,,  C„  ...,  C,^,,  Ca  sont  des 
arbitraires  et  r,,  rj,  . . .,  r^  les  racines  des  équatioi 


Par  un  point  m  d'une  conique  on  /ait  passer  un  cercle 
qui  coupe  cette  courbe  aux  points  a,  ù,  c.  Démontrer  quey 
quel  que  soit  ce  cercle,  la  droite  de  Simson  de  m,  par  rap- 
port au  triangle  abc,  passe  par  un  point  fixe. 

(Ma»nheiii.) 


n,g,t,7rJh,G00glc 


(3,8  ) 


SOLUTION 
Par   M.  A,  Dboi-Farny. 

Considérons  d'abord  le  fatsceaa  des  cercles  tangents  en  m,  à 
la  conique.  Le  point  a  coïncide  avec  m  et  toutes  les  cordes  ht 
sont  parallèles  à  la  direction  symétrique  de  la  tangente  en  m, 
par  rapport  à  un  des  axes  de  la  conique.  Pour  toua  ces 
triangles  la  droite  de  Simson  de  m  esi  la  perpendiculaire^ 
abaissée  de  m  sur  la  direction  bc.  Cansidérons  maintenant  le 
faisceau  des  cercles  passant  par  les  deyi  pointa  /n  et  a  de  Ii 
conique.  Chaque  cercle  coupe  la  conique  encore  en  deux 
points  b  et  c.  Pour  les  dilTérents  cercles  du  faisceau,  les 
droites  ab  et  ac  sont  les  rayons  correspondants  d'un  faisceau 
en  involution,  car  les  cordes  bc  isoscéliennes  de  ma  par  rap- 
port à  un  des  axes  de  la  conique  sont  parallèles  entre  ellc!- 
Les  perpendiculaires  m^  et  my  abaissées  de  m  sur  ab  et  ac 
sont  donc  aussi  les  rayons  d'un  faisceau  en  involution;  or  ^ 
et  Y  appartiennent  à  la  circonférence  décrite  sur  ma  comme 
diamètre,  donc  ^-j,  droite  de  Simson  de  m  par  rapport  «  abc, 
passe  par  un  point  fixe  qui  appartient  à  la  droite  A,  car  un  dti 
cercles  du  faisceau  m,  a  est  tangent  en  m  à  la  conique  :  ce 
point  reste  fixe  quand  a  varie,  les  deux  faisceaux  ma  et  ma' 
ayant  toujours  un  cercle  maa'  en  commun. 

Qnflstion  1800. 

lltM,  p.  >»>,) 

On  coupe  une  cubique  ayant  un  point  de  rebroutiement 
par  une  droite  quelconque.  Par  chacun  det  points  de  ren- 
contre on  peut  mener  à  la  cubique  une  tangente,  autre 
que  celle  qui  touche  la  cubique  en  ce  point.  Démontrer 
que  les  trois  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  en 
ligne  droite. 

Propriéti  corrélatiçe.  (A.  Cazahian.) 

SOLUTION 
Par  M.  V,  RiTALi. 

Appelons  i,  '2,  3  les  trois  points  collinéaires  de  la  cubique  Cj. 
\'  et  a'  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  i  el  î, 
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3'  le  point  où  la  drojle  |r'2'|  va  couper  nouvellement  la  cu- 
bique :  comme  les  tangendels  des  trois  points  collinéaires  sont 
en  ligne  droite,  la  tangente  eD  le  point  3'  passe  par  3.  La  pro- 
position corrëlatire  est  ;  Les  trois  tangentes  d'une  cubique  de 
la  troisième  classe,  issues  d'un  point  de  son  plan,  coupent  la 
cubique  en  trois  points  dont  les  tangentes  v< 
un  deuxième  point. 

Autre  solution  de  M.  Dulihbbrt. 


Si  l'on  prend  sur  tes  perpendiculaire!  c 
arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  des  vecteurs  dont  les  lon- 
gueurs loienl  inversement  proportionnelles  aux  longueurs 
de  ces  perpendiculaires,  le  vecteur  résultant  est  perpendi- 
culaire à  l'une  ou  l'autre  des  faces  du  tétraèdre  selon  le 
sens  dans  lequel  on  dirige  les  vecteur*. 

(G.    Fo-NTBNÉ.) 
lOLUTIDN 

Pat  UN  Anohymb. 

Soit  le  tétraèdre  ABCD,  dans  lequel  nous  supposerons  que 
le  sens  de  circulation  ABC  est  de  droite  à  gauche  pour  un 
observateur  qui  a  les  pieds  sur  le  plan  ABC,  la  tâie  en  D;  les 
extrémités  des  perpendiculaires  communes  étant  A',  B',  C  sur 
les  arêtes  issues  de  D,  et  A*,  B',  C*  sur  les  arêtes  opposées, 
nous  dirigerons  les  vecteurs  de  A'  vers  A*,  ...  ;  les  longueurs 
des  perpendiculaires  communes  seront  a,  ^.  f. 

Considérons  l'en  pression 

R  =  —  DA.BC  —  DB.CA  —  DC.AB, 

dont  chaque  terme  est  un  produit  de  deux  vecteurs;  la  partie 
réelle  du  premier  terme  est 


grDA.grBCxcos(DA,BG), 

et  la  partie  vectorielle  est  un  vecteur  dirigé  s 
A'  vers  A',  ayant  pour  module 
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Or  on  a,  en  prenaot  D  comme  origine, 

R  =  — DA(DG  — DB)  — DB(DA  — DC)-DCCDB  — DA) 
=  (DB.DG  — DC.DB)-.-... 
=  2V(DB.DC)-(-2V(DG.DA>-f-2V{DA.DB). 

t°  L'expression  R  est  un  vecteur;  en  écrivant  que  la  partie 
réelle  est  nulle,  on  retrouve  une  formule  bien  conoue  dans  11 
théorie  du  tétraèdre. 

3°  Le  premier  terme  de  l'expression  précédente  est  un  vec- 
teur perpendiculaire  su  pian  DBG  ;  en  donnant  à  ce  vecteur  le 
point  B  comme  origine,  il  est  dirigé  du  côté  de  l'arête  DA;  son 
module  est  le  quadruple  de  l'aire  du  triangle  DBC.  Desfaiu 
analogues  ont  lieu  pour  les  deux  autres  termes  de  l'expression, 
et  il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  que  lé  vecteur  résultant 
est  perpendiculaire  au  plan  ABC,  dirigé  vers  ce  plan,  et  qu'il 
a  pour  module  le  quadruple  de  l'aire  du  triangle  ABC-  Si  les 

vecteurs  de  l'énoncé  ont  pour  modules  — ,  -^i  —  i  le  vecteur 

a      P     7 
résultant  a  pour  module 

4ABCx^         ou         -jp, 

A  étant  celle  des  hauteurs  du  tétraèdre  qui  est  parallèle  au 
vecteur  résultant. 
Autre  solution  de  M.  MBRll.t. 


En  représentant  par  rj,  r,,  /-j  les  rayons  de  courbure 
aux  points  A,  B,  G  de  l'ellipse  de  Sleiner  du  triangle  ABC 
et  par  lu  l'angle  de  Brocard  de  ce  triangle,  on  a  la  rtla- 


(A.  Dboz-Faint) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  RsTALt. 

En  appelant  n,  ^  les  demi-axes  de  l'ellipse,  les  équations  pa- 
ramétriques de  la  courbe  sont  x  =  a^osl,  y  =  ^sint,  '  fs' 
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l'angle  excentrique;  si  le  paramètre  du  point  où  vont  se  couper 
[es  trois  cercles  osculateurs  en  les  points  A,  B,  C  (Stbinbr, 
CrelU,  l,  32,  p.  3oo)  est  —  39,  en  posant  ^  =  X  les  para- 
mètres de  A,  B,  C  sont  respectivement  6,  0  +  X  et  0  +  2X  et 
par  suite 

(i'=3(a>sin>a  +  p'cos'e), 
ii=3[tt»sin'(0+    X)H-p>co3'{9-(-    X)], 
c'=  3[a'sin>(0-i-2X)-Hp'cosH6  +  2X)]; 

le  rayon  de  courbure  p  au  point  t  étant  donné  par 

a*p'.p»=(a:»sin>(-+-p«cos»()'. 

a?.v/ï?.2ï  =  '"+*'+='=4S.cot^; 
on  trouve  immédiatement  que 


et  la  relation  proposée  est  démontrée.  La  demiére  Tormule  e 


a" 

+  6>-i-  c'  =  œP (r,  +  r, -î-  r,).  j/i^, 

sont, 

peu 

l-étre, 

,  nouvelles. 

QnuUon  1802. 

AOTBE  SOLUTION 
Par  Al.  L.  Ripgrt. 

Se 

tasi 

;  l'aire 

du  triangle,  on  a 

cotA 

ii+c»-a>     aS        6*-!-c'— n» 
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Donc 

D'autre  part  (i.  KtcuLBR,  Exercicet,  t.  I,  Chapitre  VIL 
p.ai6-a,7),OB,,-,=  j5- 

2  ï  =2(1 =="""■     "■»■'■"■ 

Aulrc  solution  par  M.  BintBtEN. 

QUESTIONS. 


482  (1889,  a66).  Le  centre  de  la  sphère  circoDscriie  à  nn 
tétraèdre,  le  centre  de  l'hyperboloîde  passant  par  les  quatre 
hauteurs,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  sont  trois  poiaif 
en  ligne  droite.  (Joachinsthal) 

939  (1860,  3oS).  Trouver  l'équation  d'une  courbe  qui  repré- 
sente les  trois  folioles  égales  du  Trî/olium  pratense.  Chaque 
foliole  est  partagée  symétriquement  par  une  droite  qui  aboutit 
vers  l'intérieur  à  un  point  de  rebroussement,  et  à  l'extérieur 
à  un  point  d'indeiioD.  Les  trois  droites  formant  entre  elles  dti 
angles  de  120°  se  réunissent  (â  peu  près)  an  même  point  do 
pédoncule. 

358(1881,  3g9).  Pour  quelle  longitude  du  Soleil  le  teaps 
que  son  disque  met  à  traverser  le  méridien  est-il  un  maximoB 

1833.  Un  cAne  a  pour  sommet  un  point  «  d'un  ellipsoïde  et 
pour  base  la  section  diamétrale  faite  dans  cette  surface  par  un 
plan  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  t.  L'enveloppe 
de  ce  cône,  lorsque  son  sommet  décrit  l'ellipsoïde,  est  une  sur- 
face de  Tonde.  (Mannheim.) 

1856.  Des  poids  1,  i,  a,  3,  5,  ...,  U„,  mesurés  par  I» 
nombres  qui  forment  la  suite  de  Fibonacci,  sont  respectivement 
appliqués  en  des  points  d'une  droite  qui  ont  pour  abscisses  r, 
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a,  3,  . . .,  n.  On  (lemaade  de  déterminer  la  poBÏiion  du  bary- 
centre  de  ce  système.  (G. -A.  Laisant.) 

185G.  pqrs. .  .tuew  est  une  permutation  formée  avec  les 
quantités  positives  croissantes  di ,  aj,  a,,  . . . ,  a„.  Quelles  sont 
les  permutations  pour  lesquelles  la  somme 


a  1°  la  plus  grande  valeur?  i"  la  plus  petite  valeur? 

(E.  Lbhoine.) 

1857.  On  donne,  dans  un  plan,  un  triangle  ABC  dont  les 
câtés  sont  a,  b,  c.  On  demande  d'étudier,  dans  l'espace,  le 
lieu  des  points  M  tels  que  leurs  distances  MA',  MB',  MC  aux 
trois  cAtés  du  triangle  soient  proportionnelles  à  a,  b,  c. 

En  particulier,  détermiuer  la  projection  de  ce  lieu  sur  le 
plan  du  triangle,  léparer  sur  celte  projection  les  arcs  qui  sont 
des  projections  réelles  de  la  courbe  de  l'espace,  e 
le  cas  du  triangle  isoscéle. 

Cette  question  constitue  en  quelque  sorte 
point  de  Lemoine,  puisque  c'est,  dans  l'espace,  la  courbe  dont 
tous  les  points  jouissent  de  la  propriété  qui  dans  le  plan  appar- 
tient au  point  de  Lemoine.     '  (E.  Lehoinb.) 

1858.  Prouvez  géométriquement  que  la  caustique  des  rayons 
divergeant  du  locus  et  réfléchis  à  l'arc  d'une  cardioïde  est  la 

courbe  {  -  1    =  (sin  -  )    -+■  (eos  -  1    où  n  est  le  radius  du 
cercle  fixe  de  la  cardioïde.  (Archibald.) 

1S59.  On  a,  dans  un  espace  linéaire  à  n  dimensions, 
L„(n-Hi)  pointa  PoPi.-.Pb  :  chercher  le  lieu  géométrique 
du  barycentre  de  /'(n-n)'*"  constitué  par  ces  points  lorsque 
Pd  étant  fixe,  l'iperplan  déterminé  par  les  autres  tourne 
autour  d'un  point  fixe  Q.  _  (H.  Piccioli.) 

1860.  a,a,...an  étant  les  chiffres  d'un  nombre,  soit 
ai,a/,...a,.(a/,o/,  .■.«,„)  un  quelconque  des  nombres  que  l'on 
peut  obtenir  du  précédent  en  changeant  l'ordre  des  chiffres 
par  un  nombre  pair  (impair)  de  transpositions.  Montrer  que 
l'on  a 


pour        «5  3. 

(Il,    PiGCIOLI.) 


jh,Googlc 


(  384  ) 
18C1 .  La  taDgente  en  un  point  M  d'une  hypocycloîde  trian- 
gulaire rencontre  son  cercle  tritangent  en  deux  points  P  et  Q. 
Montrez  que  si  P  est  le  point  le  plus  rapproché  de  M,  on  i 
PM  =  PQ.  (E.-N.  Barisien.) 

1862.  Soient  a,  p  et  -^  trois  points  animés  de  mouvements 
uniformes  sur  les  cQtés  d'un  triangle  abc.  Les  trois  cercles 
analogues  au  cercle  a^-f  se  coupent  en  un  point  d'un  cercle 
fixe.  (E.  DiiPoncQ.) 

1IJ03.  Il  existe  une  infinité  de  coniques  qui  touchent  en 
quatre  points  une  quartique  bicirculaîre;  ces  points  sont  sur 
un  cercle  dont  le  centre  est  fixe.  (E.  Dupohcq.) 

1864,  Étant  donnés  sur  une  conique  S'  deux  couples  de 
points  fixes  A,  B  et  C,  D,  si  deux  points  M  et  N  de  la  coniqur 
ont  une  correspondance  doublement  quadratique  et  symé- 
trique exprimée  par  la  relation 

i-i-(ABMN)       i  +  (GDMN)  _  _  i4-(ABGD) 
r  — (ABMN)  ^  I  — (CUMN)  ~       i  — (ABCD)' 

où  les  parenthèses  désignent  d&s  rapports  anbarraoniques,  la 
corde  MN  est  un  cOté  d'un  contour  quadrangulaire  variable 
MNPQ  circonscrit  à  une  conique  fixe  S  et  inscrit  à  li 
conique  S'.  (G.  Fontexk.) 

1863.  Si  un  hyperboloïde  circonscrit  à  un  tétraèdre  ortho- 
centrique  pa^se  aussi  par  l'orthocentre,  il  admet  des  systèmes 
de  trois  génératrices  rectangulaires,  et  inversement. 

(G.   FûXTESÉ.) 

1866.  Soit  Q  la  conique  inscrite  en  A,  B,  C  au  triangle 
A,B,C,. 

I.  Si  par  A|  on  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe  B|C| 
en  I],  CA  en  H  et  AB  en  K,  le  point  (u(BH,  CK)  appartient 
à  Q  et  uil)  est  la  tangente  en  u. 

II.  P  étant  un  point  quelconque  de  BC,  si  PB,  et  PC, 
cou|icnt  C,  A,  et  A,  Bi  en  Ht  et  Kl,  la  droite  H|K|  est  tangente 
à  Q  et  PA  la  rencontre  au  point  de  contact  wj. 

(P.  SoNDXT.) 
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[Q2] 

SIR  LES  DÉVELOPPANTES  DE  CERTAINES  LIGNES  EK  S..  (') 
ET  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIQUE  DES  COURBES 
HYPERSPHÉRIQUES  A  COURBURE  CONSTANTE; 

Par  m.  Henbi  PIGGIOLI. 


i  ■  Proposons-nous  de  résoudre  la  question  que  voici  : 

Chercher  s'il  y  a  des  courbes  en  S,,  telles  que  leuis 
développâmes  soient  des  lignes  sphériques. 

Soient_j-, ,  y^,  —  ,y„  les  coordonnées  d'un  point  fixe 
dans  l'Sn, 

3;,  =  X,(s),  i,  =  3:,(ï),  Xa  =  X„il) 

les  équations  d'une  ligne  L  dotU  s  est  l'arc, 

(l)       x\=Xi—S<iu,  x\T=Xt~S1.if,  x\  =  x„—»ttn 

celles  d'une  de  ses  développantes  L'.  Posons,  R  étant 
une  constante, 

En  différentiant,  on  obtient 

c'est-à-dire 

A,=  o. 

Nous  en  concluons,  d'après  un  tliéorèmc  connu,  que  : 

(')   Par  ligne  en  S,,  l'auteur  entend  une  ligne  dans  un  espace 
^  n  dimensions. 
Ann.  de  Afalhémal.,  i'  sirie,  t.  XI\.  (Septembre  1900.]    35 
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A.  Les  courbes  ifui  ont  pour  développantes  des  lignes 
sphériques  sont  les  géodésitfues  des  cônes  ayant  pour 
sommet  le  centre  de  la  sphère. 

On  pouvait  arriver  plus  rapidemeutà  ce  résultat,  en 
observant  que  des  formules  (i)  l'on  tire 

(a)  «;/  =  -««. 

a', , ,  a',  j,  . . . ,  a',  „  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente à  L'  et  Dti, ,  ags,  . . . ,  «jQ  ceux  de  la  normale  prin- 
cipale de  L.  Alors  il  s'ensuit  que  l'on  a 
(3)  a;=  — A„ 

d'où  la  propriété  dont  il  s'agit. 

La  même  formule  (3)  nous  montre  que  les  courites 
qui  ont  tes  plans  rectifiants  tangents  à  une  sphère  ad- 
mettent pour  développantes  des  courbes  qui  ont  lean 
plans  normaux  tangents  à  une  sphère  concentrique. 

%  Soit  S  une  courbe  quelconque  en  S»;  lursqu'an 
point  se  meut  sur  cette  courbe  pour  la  parcourir  tout 
entière,  le  plan  hyperosculateur  en  ce  point  enveloppe 
nne  surface  à  (n —  i)  dimensions  S„_,  constitué*;  par 
les  K!*  Sn_a  osculateurs  à  €.  En  nous  bornant  au  cas  où 
la  dernière  direction  principale  de  ë  coupe  sous  uo 
angle  constant  une  direction  donnée  d,  si  nous  considé- 
rons une  géodésique  de  Sn-i ,  l'on  voit  tout  de  suite  que 
sa  normale  principale  coupe  d  sous  un  angle  conslaut 
et,  par  conséquent,  ses  développantes,  à  cause  des  for- 
mules (2),  sont  des  Hélices  cylindriques. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  ; 

A'.  Les  géodésit/ues  de  ta  surface  engendrée  par  les 
S„_a  osculateurs  d'une  courbe  dont  la  dernière  direc- 
tion principale  coupe,  sous  un  angle  constant,  une  di- 
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rectionjixe,  ont  pour  développantes  des  hélices  cylin- 
driques. 

Remarque.  —  On  énonce  ce  thëoràme  en  S}  en  dîaant 
que  les  développantes  des  géodésicjucs  d'un  bélîcoïde 
développable  sont  des  liélicvs  cylindriques.  La  raison 
pour  laquelle  nous  en  avons  modifié  l'énoncé  »n  l'éten- 
dant à  rS„,  c'est  que  les  courbes  de  S„  qui  ont  la  der- 
nière direction  principale  inclinée  d'un  angle  constant 
sur  une  direction  donnée,  ne  rentrent  plus  dans  la 
classe  des  hélices  cylindriques  lorsque  n  est  égal  ou 
supérieur  à  4- 

Cependant,  on  peut  trouver  des  lignes  jouissant  des 
deux  propriétés  :  ainsi,  par  exemple,  en  $>  on  a  les  lié- 
Itces  dans  lesquelles  le  premier  et  le  troisième  rayon  de 
courbure  sont  égaux,  et  le  tbéorèine  qui  précède  leur 
est  applicable. 

On  a  aussi  cet  énoncé  ; 

Les  courbes  de  Sja+)  définies  par  les  équations 
Ri  Rt  B»ft 

Kl  K,  KiA-l 

les  quantités  a  étant  des  constantes,  sont  telles  que 
leurs  directions  impaires  coupent  sous  un  angle  con- 
stant une  direction  donnée,  pendant  que  les  autres  lui 
sont  perpendiculaires. 

A  ces  courbes,  de  mftme  que  celles  à  courbures  con> 
sûmes  de  Sja^i  qui  en  sont  un  cas  particulier,  est  aussi 
applicable  le  théorème  que  nous  venons  d'exprimer. 

3.  Le  liiéorême  A'  peut  s'appliquer  même  aux  géo- 
désiques  de  la  surface  à  {n  —  i)  dimensions  enveloppée 
par  les  Sj,_i  passant  par  un  potnt  fixe  et  tangente  à  une 
hyperspbère  de  S„. 

Comme  cas  particulier,  faisons  ici  n  :^  3  et  joignons-y 
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le  résultat  du  théorème  A.  On  obtient  ]a  propoû^on 
que  voici  : 

Les  développantes  des  géodésitfues  du  cône  de  rota- 
tion de  l'espace  ordinaire  sont  des  hèlîces  sphéri^ues. 

Cependant  ce  tticorème  n'est  pas  complet.  Ou  sait,  en 
effet,  que  dans  rS4  on  peut  trouver  des  lignes  qui  soient 
à  la  fois  géodésiques  d'un  cylindre  et  d'un  c6DC,ceqai 
ne  peut  pas  arriver  en  Sf  Or,  si  nous  appliquons  à  cet 
courbes  le  résultat  obtenu  par  le  théorème  A,  en  rap- 
pelant que  Il's  développantes  des  bélîccs  cjlindriqaei 
de  St  sont  des  courbes  de  Si,  l'on  voit  tout  de  suite  que 
ces  géodésiques  cylindro-coniques  de  S»  ont  elles- 
mêmes  pour  développantes  des  hélices  sphériqnes  de  Sj 
et  que,  par  conséquent,  la  proposition  qui  précède  peut 
se  compléter  ainsi  ; 

Les  courbes  qui  ont  pour  développantes  des  hélices 
sphériques  de  S,  sont  les  géodésiques  du  cône  de  ré- 
volution de  Si  et  les  géodésiques  cylindro-coniques 
deS^. 

Ce  théorème,  comme  on  le  reconnaît  facilement,  peut 
s'étendre  à  l'espace  à  n  dimensions. 

i.  Avant  d'étudier  les  courbes  hypersphériques  à 
courbures  constantes  il  faut  rappeler  que  ces  couH>es 
ne  peuvent  exister  que  dans  un  espace  à  un  nombre  pair 
de  dimensions,  comme  l'a  démontré  M.  Brunel,  etqne 
l'équation  difTércntielle  qui  lie  les  2p — i  rayons  de 
courbure  d'une  courbe  bjperspbérique  générale  de  S)/ 
est  représentée  par 
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étant  la  relation  qui  fait  dépendre  un  Hm  quelconque 
des  deux  qui  le  précèdent;  on  a  en  outre 

dt 

Cela  posé,  l'on  voit  immédiatement  que  pour  qu'une 
courbe  hypersphêrique  de  Sj^  soit  à  courbures  con- 
stantes, il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

les  h  étant  des  constantes  diCTércnies  entre  elles.  Or,  si 
nous  prenons  les  formules 

dk,       A,+,       A,_-, 

de  l'hypotlièse 

qui  caractérise  les  courbes  bypersphérïqaes,  quelle  que 
soit  la  dimension  de  l'espace  ambiant,  il  résulte 
A,  =  R,_tH,_,. 

En  conséquence,  nous  avons  pour  une  courbe  hyper- 
spbérique  de  Sj^, 

A«-,  =  o,        A,,=  h, R„_,        (.'  =  I, a,  . . ., /<). 
Donc  on  peut  énoncer  le  théorème  que  voici  : 

Pour  qu'une  courbe  de  Sjf  soit  à  courbures  con- 
stantes, il  faut  et  il  suffit  que  les  hyperplans  à  index 
impair  pussent  tous  par  un  même  point  P  et  que  les 
autres  demeurent  tangents  à  des  sphères  de  centre  P 
dont  les  ridons  varient,  on  général,  avec  l'index. 

Ce  qui  nous  donne  la  propriété  caracléristique  qu« 
nous  cherchions. 

Remarquons  eu  passant  que  A  pétant  constant,  lesdé- 
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veloppantes  de  ces  courbca  rentrent  dans  la  caLegoricde 
celles  déûnies  par  l'équation 


applicable  aux  courbes  ayant  les  bypcrplans 
tangents  à  une  hypersphëre. 


[F5eal 
RSHARQIB  SUR  LrNVERSrON  DRS  INTÉGRALBS  ELLrPTIQlIBS; 

P*B  M.  J.  DOLBNIA. 


En  exécutant  l'inversion  de  l'intégrale 

il  est  facile  de  se  beurter  à  un  cas  qui  semble,  an  pre- 
mier abord,  présenter  une  contradiction  inexplicable. 
Admettons,  avec  Halpben  ('),  que 


nous  aurons  alors 


Vg,=  \l.t-k'^k^f. 
XV.=-Tj;(>  +  *')(»-t')('-ï*-)    (■), 


rt  "(■  +  *')'(î-*')'(i-»*')- 
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De  pareilles  formules  expriment  directement  les  inva- 
riants gi  et  gt  en  ronction  du  module  k. 
Si  maintenant  à  l'intégrale 


=/; 


nous  appliquons  ies  formules  connues  de  l'inversion 
des  intégrales  elliptiques  et  si  nous  calculons,  conformé- 
ment à  ces  dernières,  les  invariants  g^  et  g^,  nous  trou- 


S 

k'--h\\k*--rl 

.ai*         ' 

T 

A._33*»— 3ÎA-Ï-H. 

•^i 

2i6A« 

(*'+i4*'+0' 

ffl         '  (A«  — 33/tt  — 33A'-t-i)i 

En  comparant  les  deux  résultats  obtenus,  nous  re- 
marquerons leur  parfaite  dissemblance.  11  est  donc  in- 
dispensable de  trouver  un  lien  entre  ces  deux  résultats 
et  d'éclaircîr  cette  contradiction  apparente.  Dans  ce  but, 
avant  de  calculer  les  invariants 


d'api'ès  les  formules  d'inversion,  soumettons  l'argu- 
ment u  n  une  transformation  de  Landen.  Grâce  à  ce 
procédé,  le  module  A  sera  remplacé,  comme  on  le  sait, 
par 


Maintenant  si  nous  faisons 
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nou 

s  obtiendrons 

CT^.«- 

v«7     /•           d( 

'  +  *  Jï'4S'-G,!-C. 

d'oi 

^.- 
1  = 

io8(i  — e'+e»)' 

—.*«*). 

,-H.).(j_a.)i(,-a,i 

*' 

ou, 

en  inlroduisani  daus  cette  formule  la 

valeur 

'=#.• 

nous  aurons 

Si, 

a7(At+i4*»+i)' 

GJ       (A:«  — 33At  — 33A»-M)»* 

Ainsi  le  lien  entre  les  deux  résultats  est  établi ,  et  U 
transformation  de  Landen  trouve  sa  source  daus  la  na- 
ture même  des  intégrales  elliptiques. 

[05b] 

SUR   Li   DÉVELOPPEiENT  DE  IJaUATION  BirFÉREIlTKUl 
DES  LIGNES  GÉODÉSIQUES  B'UNE  SHRVACE; 

Pab  m.  l'abbé  ISSALT, 

De  nos  recherches  antérieures  relatives  aux  lignes 
remarquables  qu'on  peut  tracer,  soit  sur  les  surfaces, 
soit  sur  tes  pseudo-surfaces  ('  ),  il  résulte  que,  dans  les 
deux  cas,  l'équation  notamment  des  lignes  géodésiques 
peut  s'écrire  ainsi  : 

(i)  df -t- r  di  +  r' ds' =  o, 

{')  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1B97. 
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les  arcs  ds,  ds'  désigoaiit  ]es  projections  (obliques)  de 
l'arc  élétuentaire  dS  de  la  ligne  considérée  (S),  sur  les 
arêtes  MX,  MY  du  trièdre  hirectangle  mobile  MXYZ, 
supposé  d'angle  4>,  et  <p  représentant  l'inclinaison  des 
deux  arcs  ds,  dS,  l'un  sur  l'autre. 

Comme  il  ne  sera  question,  dans  ce  qui  doit  suivre, 
que  de  géodésiques  appartenant  à  des  surfaces,  nous 
mettrons  immédiatement  l'équation  (t)  sous  la  forme 
appropriée 
(i')  df  +  Krdu  -H  X'r" du'=  o, 

et  notre  but  principal  sera  d'obtenir  les  expressions 
vraies  de  '■,  /■',  df,  en  fonction  de  A,  A',  ♦  et  des  dé- 
rivées partielles  de  ces  quantités,  par  rapport  aux  va- 
riables u,  II',  fonctions  elles-mêmes  (si  l'on  veut)  d'une 
troisième  variable,  t,  par  exemple.  Pour  plus  de  faci- 
lité dans  cette  recherche,  nous  distinguerons  le  cas  où  4 
est  constant  d'avec  celui  où  il  est  variable. 

I.  Premier  cas  :  L'angle  *  est  constant.  —  Et  d'a- 
bord l'expression  des  coeflicients  Ar,  A'/''  nous  est 
fournie  par  notre  précédente  Note  {Nouvelles  Annales, 
i^oo,  p.  49)1  d'après  laquelle,  toutes  compensations 
d'erreurs  préalablement  écartées,  on  a,  eu  égard  aux 
hypothèses  n  =  ;■,  n'  =  r\ 


Il  ne  reste  donc  qu'à  évaluer  df. 
Pour   y    parvenir,   nous    rappelons    qu'en    faisant 
MM'=(/S,  le  triangle  infinitésimal  M[j;M'donne 

\du  _  k'du'  _    dS 
'*J  lïirr'  ~   .iooi  ~  L:nit>' 
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conjointement  avec 

(4)  *  =  ç  +  ç', 
et 

(5)  rfS>  =  A»rfit'4-A''rfu'»-f-aAA'cos*rfBd«'. 

De  là  on  tire 

j  cHA.du)s\a4-  =  <i*Siiaf'-^-dSdf'coif-, 
'  (  rf(A'(fM')5iii*  =  rf'Sainç +rfS  Jbcosç. 

Éliminant  d'S  et  observant  que,  par  supposition, 
df^' ^ —  df'i  il  vient,  en  tenant  compte  de  (3), 


kfi'idud'u'^du-d^u) 


.(. 


Ceci  posé,  remontons  à  l'équation  (i).  Sî  l'on  y  sub- 
stitue les  valeurs  (a),  (5)  et  (7),  on  en  déduira,  pour 
la  solution  du  cas  restreint  qui  nous  occupe,  rëqiiation 
difierentielle  du  second  ordre  suivante  : 

(rfud»M'-  rfK'rf>H)sîn«* 

A'*  \àu'        du  / 

L\A  du        A'  du/ 


_3_/dA  _  dV 
A'  \  du'        du 

~  Wx'  du'       A  du'/*' 

A'  \  du         du 
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Cette  équation,  <lont  nous  garantissons  l'exactitude, 
est,  comme  on  devait  s'y  attendre,  parraîlement  symé- 
trique en  u,  u',  A,  A'. 

Bien  qu'elle  tire  sa  simplicité  (relative)  de  ce  fait  que 
sin^  et  cos4>  s'y  trouvent  mis  tous  deux  en  évidence, 
il  sera  toutefois  loisible  d'éliminer,  dans  certaines  appli- 
cations, ces  deux  lignes  trigonom  étriqué  s  à  l'aide  des 
relations  usuelles 


(9) 


-.y/ÂîÂ^ 


Pas  ne  sera  besoin,  k  coup  sdr,  de  cette  substitution, 
si  l'on  veut  envisager  te  cas  particulier,  mais  très  im- 
portant, où  l'angle  4>  des  coordonnées  est  droit.  On  a 
alors,  en  elTet,  aussitôt 


I  dutPu'  —  du'ePu 

-  —  Û^d  •      (L—-  —  ^ 

~  A'*  (*u'  \X  du         A.'  t 

—  i±  ^  —  1 

\A'  au'       A 


jdu*du' 


Mettons  nos  résultats  à  l'épreuve  à  l'aide  de  cette 
dernière  forme,  et  cltoisissons  pour  cela  l'iiélicoïde 
gaucbe,  représenté  par  le  système 


On  s'assurera  avant  tout  qu'avec  c 

A  =  v'p»  4-  a»,        A'  =  i, 


:s  données, 


et  que  dès  lors  c'est  bien  la  formule  (8')  qui  est  directe 
ment  en  cause.  Posant  «  =  0,  «'^  p  cl  adoptant  0  pour 
variable  indépendante,  ce  qui  implique  d'u  =^  d'-'d  ^  o, 
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on  trouvera  pour  équation  des  lignes  géodésiques  de  li 
surface  proposée 

équation  exacte  dont  l'intégration,  on  le  sait,  est  pos- 
sible. 

Comme  transition  avec  le  cas  où  l'angle  4  varie,  Il 
est  à  propos  de  remarquer  qu'en  dillereutiani,  dam 
cette  seconde  hypothèse,  la  valeur  (9)  de  cos<I>,  par 
rapport  i  u,  par  exemple,  on  en  déduit 


àu  au  \     au  du  J 


ou  bien 

g/A.A'.-B-  =  -  f-^0-(i  '^  H-  i,  T)- 
du^  àu  \A  àu       A'  àu  J 

Donc,  pour  exprimer,  avec  le  nouveau  paramètre  B', 
que  4  =  const.,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  poser  U 
condition 

àu  \A  àu       A'  Ou)' 

La  deuxième  variable  conduirait  évidemment  au 
même  résultat  en  it'. 

II,  DeiixiÈHE  CAS  :  L'ange  *  est  variable.  —  L'ôqu»- 
tion  des  lignes  géodésiques  admet  alors,  tant  pour  Ies 
pseudo-surfaces  que  pour  les  surfaces,  la  double  forme 
que  voici  : 

I  £to  -I-  r  dt  + 1' tU' =  % 

I  dif'—ndt  —  n'di'=t>. 


(10) 

formes  équivalentes,  dans  la  seconde  desquelles, 

.     .  ^  à^  '^,.'      '*!'. 
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Je  (lis  équivalentes,  car,  par  addilion,  on  en  déduit 
l'idemilé 

.         .  ,      „      ^  ,       à*  .. 
'  àt  as 

Dans  le  cas  spécial  des  surfaces,  il  y  a  lieu  de  mettre 
le  système  (lo)  sous  la  forme  particulière 

,  t  rfç  -I-  Ar  du  -+-  A'r'  du'  =  o, 

/  rff'  —  Ant/w  +  A'n' (/«'=  o, 
avec 

Bien  plus,  comme  il  importe  de  diriger  dès  à  présent 
les  nouveaux  calculs  de  façon  à  leur  donner  toute  la 
symétrie  possible,  c'est  par  l'équation  combinée 
(la)       rf«  —  rfç'-i-  A(n  -^■r)du-y-  A'{n'+  r')  du'=o, 

qu'il  convient  de  remplacer  le  système  (to'). 

Cela  étant,  d'après  la  Note  déjà  citée,  nous  avons 


(,J) . 

1 

1*— S- 

A' si 

du              / 

1--».-^^- 

r^ 

•lu'            , 

<l'oii 

l'on  tire  aisément 

(■4)  ■ 

1 

~  X7i 

/ÔK' 

ôk'       ^^ 
-^cos* 

Il    n'y    a    donc    plus  qu'n    connaître    la   diOërencc 

A  cet  eifet,  nous  ferons  observer  que  les  formules  ini- 
tiales (3),  (4)  et  (5)  restent  les  mêmes,  que  4>  soit  con- 
stant ou  non.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  du  système  (6), 
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car,  dans  ce  second  cas,  il  devient 

/  d{Adu)sin*-(-(Arfit)cos't'</* 

{■5)  ^  '     ^ 

i  d{A'rfu')8În*  +  (A'rfu')cos*rf* 

{      =  c('Ssintp-HrfScos(p  df. 

Éliminant  à  nouveau  d^  S  et  remplaçant  dans  Féqua- 
tion  résultante,  une  première  fois,  ^<p'  par  d^ — df, 
une  ileuxiéme  fois,  d^  par  d^  —  df',  on  obtient,  de  la 
sorte,  deux  équations  qui,  combinées  entre  elles,  four- 
nissent la  ditférence  cberchée,  savoir 

[  df  —  df'=  '^-^^\xk\dud'u-—du'dtu) 


'""'&) 


)-(A'>rf(t'>-A»rfw»)/'^ 


du+^  à 


Ce  point  acquis,  si  l'on  compare  cette  dernière  expres- 
sion avec  la  formule  similaire  (7),  on  reconnaîtra  aus- 
sitôt que  la  substitution,  actuellement  à  faire,  des  va- 
leurs (5),  (i4)  et  {16)  dans  l'équation  (la),  donnera 
nécessairement  lieu  à  des  calculs  de  réduction  (en  raa- 
|cure  partie)  identiques  à  ceux  qui  ont  été  exécutés  dans 
le  premier  cas,  si  bien  qu'abstraction  faite  du  facteur  a 
[destiné  d'ailleurs  à  disparaître  à  la  fin  des  opérations) 
les  seuls  nouveaux  termes  à  considérer  sont  ceux  qui 
'enferment  les  dérivées  partielles  -r— ,  -r—,-  Or  il  se 
re  que  ces  termes  se  réduisent  à  quatre,  constituant 
la  somme  suivante 

j—  sinvou'-H  -T—  sin^cos4>  dW  du 

t**       *       *  j    j  -.       A'  d*    .  „ 
—  3—, sid4>  cos* du  du^  —  -r  T~:  ou'. 
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et  que  tout  se  réduit,  par  suite,  à  les  répartir,  un  par 
nu,    <Uns    chacun   des  quatre  coefficients   du   second 
membre  de  (8). 

Moyennant  ces  indications,  il  nous  parait  superflu 
d*écrîre  in  extenso  la  formule  relative  il  ce  second  cas. 
Disons  seuiemem  qu'en  vertu  de  ce  qui  précède,  elle  ne 
le  cédera  pas  en  symétrie  à  celle  du  premier. 

Que  s'il  devenait  utile  d'y  remplacer  4>  par  le  para- 
mètre B^,  il  suffirait  d'adjoindre  aux  relations  (9) 
celles-ci 

du  '  du  \ A'   du       k  au} 

^  A' A.'*-  B'«  =  -  ^'  +  w(i-   ^+-i-^V 
du  au'  \A   du'       k'  du^  I 

dont  la  première  a  été  signalée  déjn  dès  le  premier  cas. 

Nous  terminerons  notre  travail  par  ta  remarque  sui- 
vante : 

Si  le  développement  de  l'équation  diiTéren licite  des 
lignes  géodésiques  constitue  un  polynôme  d'une  étendue 
peu  commune,  par  contre,  l'équation  elle-même  de  ces 
lignes  peut  être  condensée  dans  une  formule  très  simple. 

En  efTet,  en  développant  dans  (10)  ou  (10')  les  diffé- 
rentielles totales  do  et  (f(p',  on  déduira  sans  peine  de 
l'un  ou  l'autre  de  eus  systèmes,  joints  aux  relations  (3), 

-^  ~^  sino  — —  -3-  sjno'-<-nsioo'-f-r'3:no  =  o. 

k    du  •        K   du         ^  ^ 

Substituant  à  n  et  à  r*  leurs  valenrs  (i3),  il  vient 

dk  ***?■_  ''^'  •      i  **?'   ■      ' 

^cos<f  — A^sinç-  Ji^co»?  —  "di  *""?' 

ou,  plus  simplement, 

(.7)  .         ^,(Aco.ç)=i-(A'coSY',. 
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Tflle  est,  sous  sa   forme,  on  peut  le  d'u'e,  la  plus 
simple,  l'équation  des  lignes  géodes iques  d'une  surface 
donnée.  Son  interprétation  est  facile. 
On  a  eOec  tire  ment,  dans  tous  les  cas, 
dS  =  dstosf  ■+■  flEj'cosç', 
et  pour  les  surfaces,  en  particulier, 

dS  ss  \  cos^  du  ■+-  A'  cosip'  du'. 

Or  si  l'on  écrit  la  condition  d'intégrabiltlé  dt  celle 
valeur  de  dS,  on  retombera  précisément  sur  l'éqaa- 
tion  (17). 


[HUo] 

SDR  LES  SURFACES  DU  1|(I4TRIÊHE  eRBRB 
on  ONT  BEIX  DROITES  DOUBLES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 


1.  L'étude  des  quartiques  binodales  offre  un  intérêt 
spécial,  en  raison  de  ce  fait  que,  si  les  deux  points  nodani 
A  et  B  sont  les  points  à  l'iDânî  sur  les  axes  cartésiens 
Ox  et  Oj-,  l'équation  de  la  quartique  est  la  relation 
doublement  quadratique  la  plus  générale  entre  deux 
variables  x  et  y,  soit 

y*{ax^-¥-  ibx  -t-  c)  H-2J'(o':r*-t-  ib'x-y-e') 

+  (a'r*-t-  ib'x  -+■  tf)  =  o; 

nous  nous  placerons  dans  ce  dernier  cas.  De  chaque 
point  nodal  on  peut  mener  quatre  tangentes  à  la  courbej 
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«oient  X,,  Xj,  Xj,  X^  lus  abscisses  dus  langeiitcs  paral- 
lèles à  Oy,  ety>yj3,Ja,Jt  Ifîs  oi-Joniiées  des  latigenles 
parallèles  à  0-r  :  les  indices  des  y  étant  mis  cuDvena- 
bleinenl,  on  sait  que  les  deux  rapports  anliamioniques 
(x,,  Xî,  Xj,  X,)  et  {yi,  y3,J'i,  X*)  *'^'"  égaux;  on  le 
démontre  en  rendant  la  relation  symétrique  en  x  et  ^ 
par  une  snbstitution  homographiqut!  cOectuée  sur  l'une 
des  variables  (trois  conditions,  trois  paramètres),  ou  en 
supposant  que,  au  moyen  de  substitutions  bomogra- 
pbi(|ues  effectuées  sur  cliaque  variable,  zéro  et  I  infîui 
sont  devenus  critiques  pour  x  et  aussi  pour  y,  ce  qui 
réduit  la  relation  à  la  forme  simplo 

{/^y-^S'f  -(-  Aj'  +  *)*—  4ry  =  o. 

ou,  moins  simplement,  par  \\t^  calcul  que  l'un  trouve 
dans  le  Traité  des  courbes  planes  de  Salmon. 

Il  existe  généralement  soixante-quatre  systèmes  de 
coniques  quadruplement  tangentes  à  une  qnartique  : 
l'un  (le  ces  systèmes  est  d'ailleurs  illusoire,  comme 
étant  formé  de  droites  doubles.  Des  théorèmes  géné- 
raux donnés  par  M.  Humbeit  pour  les  courbes  planes 
(Journal  de  Liouville,  1886)  donnent,  pour  le  cas  d'une 
quartique  binodale,  lu  résultat  suivant  : 

A.  4  X  2^,  ou  plus  exactement  3  X  2°  -I-  1  systèmes 
de  coniques  quadruplenient  tangentes  à  la  courbe,  trois 
systèmes  de  l'une  des  quatre  familles  étant  illusoires; 

B.  4  X  a  systèmes  de  coniques  passant  par  le  point 
iiodal  sur  Ox  et  triplement  tangentes  à  la  courbe, 
4X2  systèmes  analogues  pour  le  point  uodal  sur  Oy  ; 

C.  4Xi  systèmes  de  coniques  passant  par  les  deux 
points  nodaux  et  doublement  tangentes  à  la  courbe. 
Chaque  système  B  compte  pour  deux,  chaque  système  C 
compte  pour  quatre,  et  l'on  retrouve  les  soixante-quatre 
systèmes.  Voici  quelques  détails  sur  ces  systèmes. 

Al»,  de  Mnthéinat.,?.'  série,  l,  XIX.  (Sr|)tenibre  rgou.)      a6 
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A.  Lu  système  particulier  de  coniques  quadraplemciit 
taiigunies  à  la  quaniqui;  est  celui  qui  coiitîeut  la  droiie 
double  AB,  Aet  Béiaut  tes  points  doubles  de  ta  courbe; 
ou  l'obtient  en  mettant  l'équation  de  la  quartique  sous 
la  forme 

(«>  (a^rjr  -i-  a-x  -+-  i^)'-  U  =  o, 

U  étant  le  premier  menilire  du  l'équation  d'une  conique, 
de  sorte  que  la  quartique  est  l'enveloppe  des  coniques 

(a')  X>U  +  aX(aay -1-  a'x  +  by)-\-i  =  o; 

les  coniques  de  ce  système  jouissent  d'une  proprîélr 
remarquable  {Bulletin  rffl  la  Société  mathétnntiifae  de 
France,  t.  XXV,  p.  -205)  :  la  correspondance  entre  une 
tangente  à  la  conique  et  un  point  de  la  quartique  situé 
sur  cette'  tangente,  correspondance  d'espèce  (a,  4),  se 
décompose  en  deux  correspondances  (i,  a). 

Les  auti'es  systèmes  s'obtiennent  en  mettant  l'équa- 
tion de  la  quartitjue  sous  la  forme 

\  —  {a;»-t-  a^a:  +  î )  {^>  +  ^p'y  +  y*)  =r  o, 

ee  qui  est  possible  de  douze  façons;  les  racines  du  tri- 
nôme en  X  sont,  par  exemple,  X(  et  Xt,  ou  Xj  et  x,,  an 
sens  déjà  mentionné,  et  celles  du  trinôme  en  y  peuvent 
être  alors  y,  eVyt,  ou^,  et_j',  ;  un  s'en  assure  aisément 
en  supposant  que,  par  des  substitutions  homograpliiques, 
on  réduise  le  produit  des  deux  trinômes  à  être  ixy\ 
comme  on  l'a  dit  plus  liaut  ;  on  a  donc  trois  familles  de 
quatre  solutions;  la  quartique  est  alors  l'enveloppe  des 
coniques 

1  +{y*-*-t.py  +  q=o. 
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B.  Oa  pcul  mettre  l'<-({uation  de  U  «ohiIh:  snus  la 
fortiie 

et  les  rvUtioiis  qui  donnent  finalement  Xt,  X  et  jjl  sont 
(le  la  forme 

lorsqu'on  a  choisi  :c,,  qui  est  l'abscisse  d'une  Ungente 
parallèle  n  Oy,  on  voit  que  l'on  a  deux  solutions  pour  X 
(■t  [ji;  on  a  di>uc  4x3  solutions;  la  quartique  est  alors 
l'enveloppe  des  coniques 

I  +'^î.(aiy  +  rt'x  +  X/  +  H)  +  (a:-a-,)  =  o, 

et  ces  coniques  passent  par  le  point  nodal  à  l'infini 
sur  Ox.  Oii  a  de  inûtne  les  systèmes  de  coniques  passant 
par  le  point  nodal  sur  Ox. 

C.  L'équation  (a)  de  la  quartique,  quand  on  décom- 
pose chaque  trinôme  en  deux  facteurs,  montre  qu'elle 
est  encore  l'enveloppe  des  coniques 

lesquelles  passent  par  les  deux  points  nodaux.  Ce  sys- 
tème (le  coniques  comprend  quatre  coniques  évanouis- 
santes {x —  3!i)(y  —  yj)  =  Oj  le*  valeurs  de  i  et/ étant 
(i,  i),  (a,  a),  (3,  3),  (4,  4);  on  sait  que  les  points 
doubles  de  ces  quatre  coniques  évanouissantes  sont  sur 
une  conique  passant  par  les  points  doubles  de  la  quar- 
tique. Le  rapport  anhirmonique  y(i,  a,  3,  4)  pouvant 
es-écrireyCa. .,  4,  3),  j'(3,  4,  i,  a),  j-{^,  3,  a,  i). 
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il  existe  quati-e  systèmes  de  coniques  passaut  par  les 
lM>ints  nodaux  de  la  quarlique  el  doublement  tangentn 
à  la  courbe;  pour  le  second,  par  exemple,  les  valeurs 

de,-etysonL(i,a),(l,.),(3,4),(4,3). 


II. 


L'application  suivante  des  considérations  'qui  pré- 
cèdent a  été  inspiréi!  par  une  Note  de  M.  Raoul  liricard, 
parue  au  Bulletin  de  la  Société  mathéinatii/ue  Je 
France,  t.  XXV,  p.  i8o. 

â.  Soit  S  une  surface  du  quatrième  ordre  ayant  deux 
droites  doublais  A6,  CD  ;  tout  plan  m  qui  passe  par  CD 
coupe  la  surface  suivant  deux  droites  qui  se  coupent 
en  M  sur  AB,  et  ta  surface  est  une  surface  réglée  (qua- 
trième ordre,  quatrième  classe);  dans  la  classiGcation 
des  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre,  donnée  par 
Cajley,  ces  surfaces  forment  la  première  espèce  :  on 
n'a  d'ailleurs  pas  à  supposer  que  la  surface  est  réglée, 
si  l'on  suppose  qu'elle  a  deux  droites  doubles,  cette  der- 
nière hypothèse  entrainant  la  première.  Pour  chacune 
des  génératrices  G  ou  M^,  ou  a  relativement  à  AB  uu 
point  d'appui  M  et  un  plan  d'angle  »,  relativemenl  à  CD 
un  point  d'appui  N  el  uu  plan  d'angle  m  ;  on  peut  dési- 
gner la  droite  par  l'une  quelconque  des  notations  (M,  N), 
(m,n),(M,n),  (w,  N),  la  notaiiun  (M,  »)  par  exemple 
se  rapportant  surtout  à  l'arête  AB;  nous  attacheront 
aux  deux  systèmes  (M,  m)  H  (N,  n)  deux  paramètres  x 
et  ^  ayant  avec  eux  une  correspondante  univoque.  Les 
deux  paramètres  a  et  fl  sont  liés  par  une  correspondance 
doublement  quadratique;  avec  un  tétraèdre  de  réfé- 
rence ABCD,  dont  deux  arêtes  opposées  sont  dirigées 
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suivant  les  doux  droites  données,  on  peut  écrire 

(G)  x  =  aj',         z  =  pr, 

et  l'équatioa  de  la  surface  est 

(S)  j  +25((o'a:>  +  a6'ay  +c'yt) 

on  trouve  cette  équation  au  Chapitre  XVI  du  Traité  de 
Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  de  Salmon. 
On  aurait  l'équation  langentitille  en  regardant  la 
droite  AIN  comme  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
(•  ^  —  «H,  r  ^  —  piv,  ce  qui  conduit  à  remplacer  dans 
réqaation  pouciuclle  :r  et  ^  par  c  et  —  «,  z  et  (  par  /■ 


3.  Soient  »,,  ttj,  «],  a,  les  valeurs  critiques  de  a., 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  celte  variable  qui  donnent 
pour  P  deux  valeurs  égales;  il  existe  de  même  quatre 
valeurs  critiques  de  ^3,  «t,  eu  mettant  convenablement 
les  indices  des  p  critiques,  les  deux  rapports  anharmo- 
ni^ue.  (.,,.„  .„  .,)  «  (P„  ^.  p.,  p,)  .ont  cg.ux. 
Les  deux  plans  tangents  /i  et  n'  à  la  surface  S  en  uu 
point  M  de  AB'  étant  déterminés  par  les  deux  généra- 
trices (M,  N)  et  (M,  K'),  les  deux  poinU  de  contact  N 
et  N'  d'un  plan  m  passant  par  CD  étant  déterminés  par 
les  deux  génératrices  {m,  n)el{m,  n'),  les  quatre  points 
critiques  M,,  Mj,  Mj,  M,  sont  des  poîuts  pinces  de  la 
surface,  les  quatre  plans  mi,,  mj,  m^,  m^  qui  passent  par 
ces  points  sont  des  plans  pinces;  on  a  de  mËme  quatre 
points  pinces  NJ  sur  CD,  quatre  plans  pinces  n|  passant 
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par  AIÎ,  l'sccoiit  iiidiiiuant  que  les  points  M|  et  fi',  ne 
coiTCH  pond  eut  pas  «  une  même  géiiéiatrice. 

i.  D'aprûs  ce  que  l'on  a  vu  au  §  I,  la  relation  (i)  jx-iil 
se  mellie  de  douze  façons  .sous  la  foinie  (a)  dans  laquelle 
on  remplace  xciy  par  a  et  P;  t'équationde  la  surface  S 
peut  donc  se  incilre  de  douze  manières  sous  la  forme 

pour  chacunt!  de  ces  douze  façons,  la  sur/ace  S  est  en- 
veloppe de  quadriques  ayant  pour  ètjuation  générale 

on  aurait  l'équatiou  tangeiilielle  des  quadi-iques  d'an 
autre  système  en  i-eiiiplaçant  X  kI  y  par  c  et  —  m,  s  el  t 
par  r  et  —  w.  Les  quadriques  d'un  système  coupent  AB 
et  CD  en  des  points  fixes,  (joints  pinces  de  la  surface, 
qui  seront,  par  exemple,  Mi,  Mj,  N', ,  N',,  et  sont  tan- 
gentes n  quatre  plans  pinces  qui  sont,  dans  t'Iiypotlièsc 
que  l'on  vient  de  faire,  m,,  m,,  n',,  n\\  cela  constitue 
d'ailleurs  sept  conditions,  et  non  liuit,  en  raison  de  l'éga- 
lité des  rapports  aiiliarniouiques  (M|,  Mi,  M|,  M4)  et 
(N',,Kj,]Si,N',).  Les  quatre  génératrices  M,N,,  M,N„ 
N',  M',,  N^M^  d»  la  surface  S  sont  à  la  quadriqut; 

fxi+  STt  +  kys-\-kyt  =  o, 
Cl  l'on  a 

(Mi,H,,M;,Mi)  =  {N,,Ni.  n;,n;). 

Les  quadriques  considérées  ont  d'ailleurs  liuil  points 
communs;  eu  les  rapportant  au  tétraèdre  M|  MjN',Nj, 
ce  qui  donne  leur  équation  sous  la  forme  simple 

\*ry  -\-  \{/xi  -*-  gxt  +  hyi  ■+■  Ayl)  -^  st  =  o, 
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et  en  coupant  par  la  di-oitey  :=  o,/z  +§-(  =  0,  on  voit 
qu'elles  sont  tangeiiLes  en  M,  à  cette  droûe  qui  est  la 
génératrice  M)  N|  ;  elles  sont  de  même  tangentes  en  Mj 
à  la  génératrice  MjNa,  enW,  à  la  génératrice  N\  M',,  ...  ; 
ce  fait  résulte  directement  dt:  ce  que  les  quadrïques  sont 
tangentes  à  toutes  les  droilits  MiV.  Corrélativement,  ces 
quadriques  sont  tangentes  au  plan  »ii  en  un  point  de  la 
droite  fixe  (m,,  n,),  .... 

ë.  Aux  coniques(c')du§I  correspondraient  des  qua- 
driques passant  par  AB  et  CD  et  se  raccordant  avec  la 
surface  S  le  long  de  deux  géuéralrices^  on  aurait  quatre 
systèiiitis  de  toiles  quadriques.  Le  l'aLlaclieincnt  de  ces 
quadriques  à  celles  déjà  obtenues  est  une  conséquence 
du  fait  suivant  :  Une  surface  du  quatrième  ordre  dont 
Péqualion  peni  prendre  la  forme 

OÙ  a,  ^,  y,  ù  sont  linéaires  en  x,  y,  s,  t,  est,  de  trois 
manières  difl'érentes,  enveloppe  de  quadriques. 


m. 

O  qui  suit  est  emprunté  à  la  Note  de  M.  Bricard  ra|»- 
pelée  plus  haut,  et  à  une  Communication  orale  par  la- 
quelle ce  géomètre  a  complété  cette  Note  (juin  1899). 

6.  Les  quaniques  binodales  qui  ont  pour  points 
doubles  deux  points  donnés  A  et  B,  et  qui  passent  par 
septpointsdounés, ont  un  huitième  poiutcommun;  elles 
dépendent  en  ellel  d'un  seul  paramèlrc  (iq  —6  —  j  =  i), 
de  sorte  que  leur  équation  générale  est  S  +  ^S'  =  o.  On 
peut  dire  : 
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i"  Une  rclaiion  doublement  quadratique  est  déter- 
minée par  huit  solutions; 

a"  Les  relations  doublement  quadratiques ,  en 
nombre  infini,  qui  admettent  sept  solutions  données, 
ont  une  huitième  solution  c 


7.  Si  l'on  l'OHsidère  les  droites  G  qui  rencontrent 
lieux  di-oitcs  données  AR,  CD,  et  sont  tangentes  à  une 
quadi-ique  donnée  Qo,  les  points  d'ajipui  M  et  iV  sout 
liés  par  une  corrt'spondance  doublement  quadratique. 
On  a  d'abord  ct:ci  : 

I  "  Les  qnadriques  Q  qui  sont  tangentes  à  huit  droites 
rencontrant  deux  droites  données  sont  aussi  tangentes 
à  une  infinité  d'autres  droites  rencontrant  les  deux 
droites  donnéet; 

a"  Les  qnadriques  Q  qui  sont  tangentes  à  sept  droites 
rencontrant  deux  droites  données  sont  tangentes  à  une 
huitième  droite  rencontrant  les  deux  droites  données. 

Ces  tliéoi'énies  du  M.  Brîi:ard  sont  analogues  à  àei 
ibéurèiiii's  bien  connus  qui  ont  été  donnés  par  Lamé. 

8.  L'autcnr  obtient  ainsi ,  en  partant  de  la  qua- 
di'ique  Qo,  les  droites  obtenues  au  n"  2  comme  généra- 
Iriees  d'une  surface  du  quatrième  ordre  ajanl  Jeux 
droites  doubles,  et  les  quadriqncs  Q  tangentes  à  ces 
droites;  il  moulro  d'ailleurs,  au  mojeii  des  ronctions 
elliptiques,  que  la  surface  S,  lieu  des  droites  G  et  euTC- 
loppe  des  qnadriques  Q,  est  du  quatiièine  ordre.  Il  ne 
signale  pas  l'existence  des  douze  systèmes  de  qua- 
driques  Q,  mais  les  considéra  lions  par  lesquelles  il  éta- 
blît lolbéorème  concernant  une  qiiadrîqnc,  qui  termiuc 
la  Note,  donnent  immédiatement  ces  douze  systèmes;  les 
points  d'appui  M,  qui  sont  critiques  sur  AB,  sont  d'une 
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part  les  deux  points  d'iatcrsvcllon  de  AB  et  de  Qg. 
il'autre  part,  les  deux  points  où  AB  est  renronlrée  par 
lus  plans  tangents  à  Qo  menés  par  CD;  ou  obtient  de 
iiiiïnie  les  points  d'appui  critiques  sur  CD;  dès  lors,  les 
quadriqucs  Q  d'un  système  passent  par  exemple  par  les 
points  critiques  AI,,  Mj,  N',,  Nj,  et  sont  tangentes  aux 
quatre  plans  ciitiqucs  ni,,  /»,,  rt',,  r'^  ;  il  y  aurait  seule- 
ment à  montrer  que  le  groupement  des  éléments  cri- 
liqucs  est  réglé  par  nue  égalité  de  rapports  anharmo- 
iiïques,  ce  qui  est  d'ailleurs  facile.  Le  fait  que  les 
quadriques  du  système  considéré  sont  tangentes  en  M,, 
Mi,  N;,  K  a""  tl'oites  M,  N,,  M,Na,  iV,  M',,  N;m;,  et 
le  fait  corrélatif,  sont  ici  en  évidence. 


[K13a] 

SUR  U  SIllPLIPrC4TI0\  DES  FORMULES  D'AKGLES 

BT  DE  DISTANCES  EN  GÉOMÉTRIE  DE  L'ESPACE; 

Pab  m.  L.  BIPERT. 


Nous  supposons  connues  les  formules  métriques  rela- 
tives aux  éléments  du  premier  ordre  en  coordonnées 
obliques;  nous  nous  proposons  d'indiquer  un  moyen 
de  simplifier  leurs  formes  et,  par  suite,  d'en  faciliter 
l'application.  Nous  nous  abstiendrons  en  général  de  dé- 
monstrations, la  plupart  d' entre  elles  ne  différant  pas, 
une  fois  les  notations  adoptées,  de  celles  qnî  sont  clas- 
siques. 

DÉFINITIONS    ET    NOT.VTIOKS, 

I .  Par  rapport  au  trièdre  coordonné 
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les  équations 

[-^^    b    --T-> 

d'uiiu  droitu  D  [luuvenl  s'écrim  sous  la  forme  tiétripUe 

(D)  B{i,:r)=a«-car-(aY-c«)  =  ». 

(  C{x,y)=bœ-ay~{b^-a^)  =  o. 

Ce  sont  les  éi^uatiotis  des  plans  piojetanL  D  sur  lei 
irois  plans  coordonnés.  Deux  de  ces  éc|ualioiis  sont  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  delerniïuer  Dî  mais  on  peu! 
dire  aussi  que  D  est  représentée  par  les  trois  éi/iialions 
A=o,  B  =  o,  C  :=  o,  étant  entendu  que  deux  (|Ui'l- 
conques  entrainiinl  la  troisième,  ou,  ce  qtii  ix-vieiit  m 
même,  qu'elles  sont  liées  par  la  relation 
Xa  +  Bb-hCc  =  a. 

Une  seconde  droite 


'f- 


sera  représentée  de  mùtnu  par  les  trois  équaliuns 

A'=o.        B'=o,        C'=o. 

Nous  prendrons  l'équation  d'un  plan  P  sods  la  forme 

P{a^,/,  s)  =  uar-t-pj'-l-  «.;  -+-  r  =  o, 

la    même  équation    aceiuiluée  représentant  un   second 

plau  P',  . .  . . 

2.  Nous  désignons  la  lonclion  spbériquepar  *(.r,^,ï). 
son  discriminant  par  A  et  la  fonction  adjointe  [■si' 
W(x,^,  s).  En  d'autres  termes,  nous  posons 


X-c 


*(a 

,^-s 

^x* 

+y*  + 

=' 

-t-a^scosi 

A  = 

(-t-2 

osXco 

[^ 

cosv— cos>ï 

W{x 

y.') 

=  Sa:' 

in 

n  +  3S/=( 
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Oii  sait  que,  Oxj-Z  élaiitun  vérilablc  liièdi-c',  A  est 
toujours  <:utn)>ris  «litre  o  «t  t  ;  ou  peut  donc  poser 
A  =  siu'6i  siti6  est  dit  le  sinus  du  trièdre  des  cooi"- 
d années. 

ANGLES   ET   perpendiculahité. 

3.  Les  angles  de  deux  droites  (D,  IV),  ou  de  deux 
pIaiis(P,  P*),  ou  d'uue droite  (D)etd'un  pUu  (P),  soûl 
ittspcctivemeut  donnés  par  les  fiirmuh's 


ti)  CO»(D,D')  =  ri 

(a)  co»(P,  F)  =  d 

(3)  sin(D,  P)=d 


«'♦û +  *'**-*■ 


W*(o.i,c)t(<.', 

V.c') 

ti'V„^i>"t^^,-^w'V„ 

i/1'(a,<,»)»-(B' 

,»'.«■') 

{au-\-bv+cw)s\ 

ne 

(/*(«,  A,  c)'T(w, 


La  condûion  de  perpeudiculaiilé  de  (D.iy)  ou  de 
(P,  P*)  résulte  immédiatement  de?  furinuies  (i)  et  {%). 
Les  conditions  de  perpendicularilé  de  D  et  de  P,  beau- 
coup p]us  faciles  à  déduire  des  fonimles  (i)  et  (:i)  ('} 
que  de  la  fonnule  (3)  peuvent  s'écrire  indilTéromuient 
sous  les  deux  formes 


Les  éiguations  de  direction  des  plans  P  perpendicu- 
laires à  D  et  des  droites  D  perpendiculaires  à  P  sont  res- 
peelivometil 


('^  On  ironve  très  aisÉinenl  les  deux  formes  en  eiprimanl  i 
I*  une  droite  arbitraire  parallèle  à  P  esL  perpendiculaire  â  D; 
plan  arôrtraû'e parallèle  i  D  est  perpendiculaire  à  P  (voir  au  i 
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L'équation  du  plan  mené  par  D  perpendiculairement 
à  Pest 

(6)  AS';.+  Br„-t-c«r;^=o. 

4.  La  projection  orlhogonalw  (x^j^j,  zh)  «lu  poinl 
(fi,  j',,  Zt)  sur  D  et  la  projection  orthogonale 
{^P^ypi  2;i)(lu  iiiènie  point  sur  P  ont  respectivement 
leurs  coordonnées  données  par 


'  '       «r;,  «■;  *■;„  a^'Cu.p.B) 

La  projection  orthogonale  de  D  sur  P  résulte  de  la 
formule  (6). 


o.  La  distance  du   point  {xt^yt,  2|)  au  plan  P  est 
(en  valeur  absolue) 

2^1^,  Si  )  sine 


(9) 


d'où  il  résulte  que  :  i"  le  volume  d'un  parallélépipède 

dont  a,  A,  c  sont  trois  arêtes  contiguës  faisant  deux  à 

deux  les  angUa  ),,  [i,  v,  est 

(lo)  V=<i&csine; 

2°  la  distance  des  plans  parallèles 

est 

■(r-r')sme. 
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3°  la  plus  courte  disuuce  de  deux  droites  D,  U  est 

/*'(1,  M,N) 
où 

L  =  bc' —  cb',  H  =  ca'  —  ac',        N  =  ab' —  àa'. 

6.  Les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  à  D 
et  ly  sont  [formule  (6)] 

7.  La  4'Stance  du  point  {Xi,  ji,  Xi)  à  la  droite  D 
est  donnée  par  la  formule 


(.4)         Ad  -  ^ *(a,ft,c) 

Démontrons  directement  cette  l'ormulu  de  forme  nou- 


Ou  reconnaît  aisément  (')  tjue  les  coordonnées  [for- 
mule (j)]  de  la  projection  de  (x(,^i,3()  sur  D  peuvent 
se  mettre  sous  la  foruic 

yrf— a-i     _    yd—y\ ^rf  —  «■     _         ' 

B*;.— c*i     c*;— A*;     A*i-B*;     î*(a,6,c)' 


où  A,    B,   C    représentunt    respectivement  A{ji,  z,), 
B(»„*,),  (J{:.„r,). 

La  distance  cherebée  de  {x,,yi,  z,)  à  D  est 


c'est-à-dire 
""  3*(a,t,cj  V        +a2{G*à  — A*c)(A*ft  — B*;)( 
(')  A  cause  des  identités 
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OU,  en  développant,  ordonnanl  par  rapport  à  A,  B,  C,  et 
siinplîliaiit 

V       +  iSLI-Ca,  6,  c)cos[ico5v— cosX)  —  6ci]  BC 
=  ^,    '^       /l»(a,  *,  c)'P(A,  B,  C)  -  ^(ka-i-Bb-t-Ce?. 

ou,  iiDaleiiiGHL,  à  caaac  de  An  -t-BA  +  Cc^o, 


,    _.  /»'vA,  B.Ci 


8.  Application. —  Pour  moiiirur  la  racilîtc  (l'a|iplt- 
catioii  des  rorinules  cjui  pi-écèdcni,  dé  moi  lirons  It  lln^- 
l'ème  suivant  : 

Le  volume  d'un  tétraèdre,  donné  par  tes  coordon- 
nées de  ses  sommets,  est  égal,  en  valeur  absolue,  aa 
produit  du  premier  membre  de  In  condition  qui  expri- 
mei-ait  que  tes  quatre  sommets  sont  dans  un  même  plan 
par  te  sixième  du  sinus  du  tétmèdre  des  coordonnées. 


En  cfTut,  soit  le  tétraèdre  i-a-3-4.  L'ai-èie  3-4doutU 
longueur  est 

a  pour  équations  détriplées  (i,  D) 


'^(.y,')-- 


y 

*      1 

y» 

i,   I 

^' 

^t   1 

s 

X!          I 

«> 

a-1     I 

-k 

37t       I 

a: 

y    1 

'1 

y>   ' 

a:, 

y*    1 
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(  4.5  ) 
La  distance  (lu  point  2  à  celte  droite  3-4  est  [for- 

^^      /■r[A(j-..  a,),  B(^«,a:,).  C(J-,T7ÔÎ 

L'aiie  (i  ft)  de  la  base  a-3-4  est  donc 

A,  =  ~  /V[A(^.,3,),  B(s„a:,},  C(x„j.)]. 
Le  pian  de  celte  base  a  pour  équation 


3-1    Ji 


cl  la  liauteur  H,,  distance  du  sommet    1  à  ce  plan,  e 
[formnle(9)] 


P(^.,j.. 


Le  volume  |V=T7A,HiJdu  tétraèdre  est  donc 

I  i^i    ^1    «i     I  j 

Uk    ^t     3l      I    I 
COMPARAISON    AVEC    LES    FORMULRS    DE    GÉOMÉTRIE  PLANE. 

9,  Plucker,  dans  sa  Neue  Géométrie  des  lîaumes 
(Teubner,  Leipzig,  1866),  divise  les  droites  du  plan  en 
deux  espèces  :  celles  dont  l'équatioii  est  de  ta  forme 
(  ^■~  -  =:  -^ ~  "  1  qa'il  appelle  rayons,  et  celles  dont 
l'équation  est  de  la  forme  (ux  +  vy  +  r  =  o)  qu'il  ap- 
pelle axes.  Géométriquement,  le  rajron  est  la  droite  di- 
rigée, menée  d'un  poiut  lini  (x,  ^)  au  |>oint  de  l'infini 
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(4i6) 
{a,  b,  o)\  Vaxe  est  la  trace  sur  lu  plan  fonilanieiital  li'un 
ptaii  quelconque;   c'est  aus»i  la  drotle  de  jonciiou  Je 
deux  points  pris  sur  les  axes  coordonnés  ( >  o)  el 

Si,  d'après  cetto  conception  de  Plucker,  nous  prenons 
l'équation  d'une  droite  du  plan  sous  los  deux  formes 

dixy)  —  *jr— a/  — (éa  — dP)  =  o, 
p{x,y)  =  ux-\-vy  +  r  =  o, 

et  si  nous  posons  (avec  xOy  =  6) 

^(le, y)  =  X* -*~  j'*-^-  acosfl  J7V,  i}'(^>^)  =  ^*+ J'* —  acosflir»-, 
il  n'ext  pas  sans  intérêt  de  comparer  les  formules  qui 
viennent  d'être  établies  avec  les  suivanU^s  (les  numéros 
se  correspondant) 


(«) 

-'-■'-, ,^^^-:.T' 

(ï) 

.i„„/ .,  *  '«»+»-)™« . 

^,^a.h>■Hl^.') 

14) 

f'-Û      „„       «  -  A, 

(5) 

oU  +  Tir  =  .,        i  =  |j. 

(;) 

(8) 

(9) 

(■<■) 

=1,  =  «6  sine, 

^i    ^1     '1 

(■Si 

.l.  =  i     a-,    ^,     1  Isine. 
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(4.7  ) 
Il  nous  parait  ûviJval  quti  si  ces  formules,  consé- 
quence de  la  conception  de  Pliickcr,  étaient  établies 
sous  cftle  forme  en  Géométrie  plane,  elles  faciliteraient 
considérablement  le  passage  des  deux  aux  trois  dimen- 
sions, surtout  si  l'oti  a  soïa  de  les  démontrer  d'une 
itiiiiiière  correspondante.  Par  eiem))le,  les  formules  (4) 
peuveut  se  déduire  de  la  formule  (3);  mais  il  est  préfé- 
lable  [et  même  plus  simple  (  '  )]  Je  les  démontrer,  comme 
leurs  analogues  de  l'espace  par  les  formules  (i)  et  (2). 
On  peut  dire,  dans  les  deux  cas  : 
Une 


i'  Un  rajon  arbitraire 
la' ,  b')  sera  perpenilicjlaire  à 
d  et  parallèle  à  p  %i  l'on  a 

a' '^'^■i- b' v'i,  =  a. 


lite  arbitraire 
■',  c')sera  perpendiculaire 
t  parallèle  à  P  si  l'on  a 

ï'a-H6'*fr-t-c'*;  =  o, 


conditions  qui   doivent   subsister  quels  qui 
h',  (c').  Donc 


a-  Un  a^e  arbitraire  («',('') 
sera  parallèle  àf^ei  perpendi- 
culaire à  ^  si  l'on  a 

2—.  i:--*:.- 


sera  parallèle  à  D  et  perpendi- 
culaire ù  Psi  l'nn  a 


(')  »  C'est  une  remarque  que  l'on  peut  faire  souïenl  dans  l'jtude 
de  la  Géomélrie,  que  les  solutions  de  la  Géométrie  plane,  qui  ont 
leurs  analogues  dans  l'espace,  sont  toujours  les  plus  générales  et  les 
pins  simples.  »  {Chablis,  Aperçu  liittorique,  3*  édition,  p.  45,)  Le 
fait  est  peut-être  plus  fTappant  encore  quand  on  se  place  au  point 
■le  vue  analytique  :  l'aQaloi;ie  des  solutions  est  souvent  alors  voisine 
de  l'identité. 

Ann.  de  Mathémat.,  î-  strie,  l.  \l\.  {  Srplcinhre  i<|..o.}    aj 


jh,Googlc 


(4.8) 


UTILITÉ    DE    LA    FOSME    DËTRIPLÉE    (D). 

iO.  La  forme  (D)  du  n"  1  et  sa  forme  corrélative 
(où  A=o,  B=o,  C  =  o  sont  !es  équations  des  poinU 
communs  à  D  et  aux  plans  coordonnés  )  ont  de  très  nom- 
breuses applications.  Nous  nous  bornerons  aux  exemples 
suivants  : 

1°  L'équation  de  l'iiyperboloïde  déterminé  par  les 
trois  droites  D| ,  D^,  D*  et  celle  du  paraboloïde  déter- 
miné par  D|,  Dj  et  le  plan  directeur  P,  sont  respective- 
ment 
(«)  (A„B„C,)  =  o 


rbypcrboloïde  (a)  devenant  paraboloïde  si  l'on  a 
(«1,  ft,,  c,)=o. 

Si  l'on  change  tie  nom  les  coordonnées,  r«|ua- 
tion  (a)  conserve  la  même  signification,  l'Ityperboloïde 
passant  par  l'origine  avec  (a,,&i,  C)):=o.  L'équi- 
ùon(b)  représente  la  quadi-îque  réglée  ajant  pour  di- 
rectrices D(  et  D,  est  telle  que  les  plans  de  jonction  des 
génératrices  à  l'origine  passent  par  )e  point  de  l'îufiui 
P(»,i',it',o). 

3°  L'équation  ponctuelle  du  système  des  m  plans  tan- 
gents, menés  par  la  droite  D  à  la  surface  de  m'*"' 
classe  F(U,  V,  W,  R)  =  o,  est 
(c)  F(A,  B,  C,  P,)  =  o, 

où  Po^ —  (Aa-1-Bp  +  Cy)  est  le  premier  membre  de 
l'équation  du  plan  de  jonction  de  D  à  l'origine. 
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(4i9) 
En  eflet,  un  plan  passant  par  D  a  pour  équation 

A  +  IB  =  -  Xc:E  — cj-H- (Xa  —  ft)  a 

et  Hera  Inngent  à  la  surface  si  l'on  a 

F[— Xc,  c,  Xo  — *,  X(c«  — aY)  +  *ï  — cp]  =  o- 

En  éliminant  ^  entre  cette  condition  et  A  +  ^B^  o, 
on  trouve  l'équation  (c). 

En  changeant  de  nom  Us  coordonnées,  P,  devient  le 
point  à  l'infini  de  D,  et  l'équation  (c)  représente  le  sys- 
tème des  m  points  d'intersection  de  D  avec  la  surface  de 
m'*"'  ordre  dont  l'équation  ponctuelle  est  F  =  o. 

3°  En  introduisant  la  notation  pluckériennc 


on  voit  que  :  i"  si  (x,  y,  z,  i)  représente  un  point  donné, 
l'équation  ponctuellv  (c)  devient  celle  du  complexe  dos 
tangentes  au  cône  circonscrit  ayant  ce  point  pour  som- 
met; 2°  si  {x,y,  z,  i)  sont  les  coordonnées  d'un  plan 
donné,  l'équation  tangentielle  (c)  devient  celle  du  com- 
plexe des  droites  coupant  la  section  de  la  surface  par  ce 
plan. 


[B7b] 
SUR  LES  INVABUNTS  DE  LA  FORME  BIQUADRATIQUE  BINAIRE; 

Par  m.  V.  JAMET. 


i.  Je  me  propose  de  montrer  commi^nt  la  méthode  de 
Fcrrai-i,  pour  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième 
degré,  fait  connaître  les  invariants  proprement  dits  de 
la  forme  biquadra tique  binaire,  et  aussi  les  coefficients 
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ilu  l'équatioa  aux  rapports  aoliarmoniques  des  racioes 
de  l'équation  biquadralique. 

M.  Niewenglowati ,  dans  son  Cours  d^^lgèbie. 
tome  II,  page  4^i,  fait  observer  que  l'équatioD  resoU 
vante  de  Ferrari  admet  pour  racines  les  valeurs  que  prend 
l'expression 

lorsqu'on  y  remplace,  de  toutes  les  manières  possibles, 
Xi,  Xt,  Xt,  Xt  par  les  racines  de  l'équalion  biquadn- 
tique  proposée.  On  peut  adapter  comme  il  suit,  ai» 
formes  biquadra tiques  binaires,  la  remarque  que  nous 
S  d'énoncer. 


2.  Soit 

une  forme  biquadratîque  donnée.  On  aura  ideDtî- 
quement 

\  —  [2(— 3ac-i-26'+(iA)i>  +  4(M— arf)x>'+(A'-«)/Lr- 

et  la  forme  proposée  sera  décomposée  en  une  différence 
de  carrés  ou  en  uu  produit  de  deux  formes  quadratiques 
binaires,  si  l'on  a 

(a)    2(M  —  ad)'  —  (—  3ac  +  a*'  +  aA)  (A'  —  ae)  =  o. 
Soit  h  une  racine  de  cette  équation,  telle  qu'on  ait 

On  pourra  transformer  l'identiu-  (i)  comme  il  suit: 
af=  (aar'-t-  aiay -H  h  y*)* 
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(4»r  ) 
OU  biuii 

Cl  l'oit  voit  que  si  l'équalion 

admet  pour  racines  ;£,,  x^jX^,  J7i,onaura,  par  exemple, 

A  +  /A»  —  ae  h  —  /A»  — ae 

=  a:[ar(, =  xjXi, 

d'où  l'oD  déduit 

(3)  a;\Xt+ XtXi= -^ — • 

3.  Cette  relation  subsiste  si  l'on  suppose  h^  —  ae^  o. 
Car  alors  on  trouve  aussi,  en  vertu  de  (a), 

et  l'identité  (i)  devient 

af=  [(*«'+ 3(6-+-  /3ac  —  a*«—  a/i)ay  +  A_y»] 
[«*»+»(/>  —  /3ac  — a6»— a/Oay  -t-  A^*]. 

On  en  déduit  encore  la  relation  (3);  et  celle-ci  en- 
traîne, comme  conséquence,  la  remarque  énoncée  plus 
haut,  à  condition  que  dans  l'équation  (9)  on  fasse  la 
substitution  h  =  aaC. 

•i.  Supposons  mainleuant  qu'on  ait  décomposé  la 
forme  yen  un  produit  de  deux  facteurs  quadratiques, 
savoir  : 
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(4") 

on  sait  que  les  expressions 

son[  des  invariants  du  second  ordre,  de  telle  sorte  que 
leur  produit  est  un  invariant  de  quatrième  ordre.  Mais 
si  les  équations 

ont  pour  racines,  respectivement  x,,  x,,  et  x,,  Xt,  on 
aura 


4-' 
et 

a* 

Soient  ht,  h^,  /tj  les  racines  de  l'équation  (3).  On  en 
déduira 

et  (/i,  —  ht)^  sera  un  invariant  du  quatrième  ordre, 
ainsi  que  (kt  —  /tg)'  et  (ht —  /ti)^>  Donc  la  somme 

(Ai  — /(,)'  +  (/'!- Al )'+(''!— Al)* 

sera  elle-même  un  invariant  du  quatrième  ordre.  Or 
c<!tte  somme  est  égale  à 

2(  Aî  +  AJ  H-  A»  -  A,  A,~  /^A,-  A,A,) 
ou  bien  à 

(4)  3[(A,-hA,+  A,)'— 3(A,A,+  A,A,+  A,A,)]. 

Mais  l'équalion  (3)  se  développe  comme  il  suit: 

■    A»-3cA>-f-(4Arf  — oe)A-ia<P-)-3ace^ae6»  +  c'=o. 
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(  i-'^  ) 

Donc  l'expression  (4)  est  ^gale,  à  un  facteur  numé- 
rique près,  à 

5c*—iàd-i-ae, 

et  celle-ci  est  un  invariant  du  quatrième  ordre. 

5.  Le  produit 

(A,-A,)VA.-A,)'(''.-Ai)» 
est  aussi,  d'après  ce  qui  précède,  un  invariant  du  dou- 
zième ordre.  Mais,  pour  calculer  ce  produit,  il  est  à 
propos  de  transformer  l'équation  (  3  )  comme  il  suit  : 
(A— c)»+(4Arf-ae— 3c»)A— a«rf>+3ace— 2e6»-i-c»=o 
ou  bien 

(A  — c)'-(-(4irf— ae  — 3c«)(A  — c) 

—  iad*-t-2ace  —  ieb*  —  tc*  +  ibdc  =  o; 

puis,  eu  posant 

A  — c  =  X,        4*rf  — ne-3c*  =  — S, 
ace-h-ibcd —  atfl —  eb*  —  c'  =  T, 

on  trouvera  Gnalement 

X'  — Sl-4-2T  =  o. 

Si  les  racines  du  cette  dernière  équation  sont  X^ ,  ).j,  )<(, 
on  trouvera 

(ft,-A.)'(A»-A,)'{A.-A.)» 

Donc  T'  est  un  invariant  du  douzième  ordre,  et  T  est 
un  invariant  de  l'ordre  6. 

6.  Il  s'ensuit  aussi  que  le  rapport  =;  est  un  invariant 
absolu  de  l'a  forme  biquadratique.  La  méiliodc  ci-dessus 
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(  iM  ) 

permet  de  montrer  aisément  commtmt  ce  rapport  inter- 
vient dans  la  formation  de  l'équation  aux  rapports 
anharmoniqiies  des  racines  de  l'équation  /(x,  i)  =  o. 
En  eflfet,  si  l'on  désigne  ces  racines,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait,  par:c, ,Xa,  Xj,  x^,  l'un  des  rapports  anbarmo- 
niques  qu'elles  déterminent  est  égal  à 

(J-,  — 3-i)(a:t  — 3-,) 

ou  bien  à 

jjJt  -!-  x^3■J~c^^T^  —  J-iJ-, 
^«^t  -(-a',1,  —  j^iii  — afia-i' 

et,  par  conséquent,  chacun  des  six  rapports  anliarmo- 
niques  considérés  est  égal  à  la  valeur  que  prend  l'ex- 
pression 

h  ~  û 

lorsque  i,  h,  k  désignent  une  quelconque  des  permuta- 
tions des  indices  i,  2,  3.  Soît  donc  p  un  tel  rapport 
anliarmonique,  et  soît 

_  ).,-X, 

On  en  conclut 

1  -  ^'—^*       Xi  — X,  _  (X,  — X,)'4-(X,  — X,)* 
P"^  p  ~  X,  — X,  "^  )>,  — X,  ~      (X,  — X,)(Xt  — Ài) 

Soit  eucore 

X'— SX  +  7.T  =  ç(X), 


l'égalité  précédente  donnera 


(X;  -+-  Xj  +  X*)—  aX,(X,  +  X,  +  X,)-<-  3Xî 
_aS-t-3Xî 


On  en  conclut 

M- 
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(  i"  ) 

D'ailleurs,  oii  déiluit  de  l'équaiion  (p().)  =  o, 
Xi(X;  — S)»  — 4T»  =  o, 
el,  par  conséquent, 

SHp  +  .>'[--^p'+5p-.]^ 
ou  encore 

S'(p-i-i)'{ap  — U'(p-2)'~io8T»(p'— p-l-l)'  =  o- 
Te^e  est  l'équatiou   cliercLée:   elle  montre   que  le 
rapport  ^-  est  Ja  valeur  qtie  prend  la  fraction 

roSfp'  — p-4-1)* 
(p-i-i)'(ap-i)=(p^-2)> 

quand  on  y  remplace  p  par  Tun  quelconque  des  six  rap- 
ports an  harmoniques  des  racines  de  l'équation 

7.  Nous  terminerons  ce  travail  en  indiquant  un  pro- 
cédé de  calcul  très  simple  jwur  ramener  une  forme  qua- 
driquo  binaire  à  la  forme  canonique 

Aar'-i-aBa7'/>+C^'. 
Soit  encore 

la  forme  donnée.  Faisons  la  substilulion 

y  =  x'-\-y, 

et,  dans  l'expression  de  la  forme  transformée,  calculons 
les  coefficients  de  x"y  et  x'y'*.  Ces  coefficients  sont 
égaux  à 
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et  9 

En  «gaUnl  ces  coefficienls  à  zéro,  on  Iranve  deoi 
è(]ualions  qui,  relranclities  membre  à  membre,  donneot 
lieu  à  l'équation  suivante  : 

En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 

"    '  }      -^-3■:(«  +  p)'  +  irf{«^-p)  +  a«  =  <.. 

Puis,  en  multipliant  les  deax  membres  de  (5)  par 
a4-  ^,  et  rctraDcbant(5)  et  (6)  membre  à  membre, ou 
trouve  encore 

(7)  o,»[l»  +  Aap(a-Hp)-(;(a  +  p)-e  =  o. 

Soit 

Les  équations  (5)  et  (7}  se  Iransforuieot  comme 
il  suit  : 

(9)  (X  +  3c)(«  +  p)-t.a6ap-4-2<i=o, 

(10)  rf(«  +  p)-).ap  +  e  =  o. 

Éliminant  a-t-p  et  a?  entre  (8),  (9)  et  (10),  00 
trouve,  ^lour  délcrminor  ^,  réc[ualion  suivante  : 

la  b  — X  ] 

(11)  t.b      >,-i-3c      arf      =0, 
I -X         d  e     \ 

que  l'on  ramène  ti  une  forme  plus  symétrique  par  I) 
substitution 

X  =  — c+  i|i. 
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(4»7) 
En  cfTi;!,  on  trouve  aioaî 


et  cette  équation  se  ramène  à  la  forme 

V»— SX'+aT  =  o 

par  la  substîtntion  [i=: • 

8.  Mais,  en  faisant  la  substitution  x  =  aj;'-f-  ^y, 
y=a^'\~y',  nous  supposons  essentiellement  que  son 
déterminant  a — ^  n'est  pas  nul.  Si  la  résolution  du 
système  (les  équations  (9)t(io)  et  (ii)  donnait  a=  ^, 
la  constante  a  qui  figure  dans  cette  dernière  égalité 
devrait  vérifier  les  équations  (5)  et  (6),  et  l'on  au- 
raity(«,  i)^o,  /'(«,  i)  ^  0.  L'équation  _^=  o  aurait 
alors  au  moins  une  racine  muUiple,  et  la  réduction  de  la 
forme  f,  réduction  possible  chaque  fois  que  l'équation 
n'a  pas  de  racine  triple,  n'oOrirait  qu'un  intérêt  secon- 
daire; c'est  pourquoi  nous  nous  abstiendrons  de  déve- 
lopper la  discussion  dans  ces  cas  particuliers. 

AGRUfiATION  DES  SCIENCKS  MATnÉNATIQIlKS 
(COlKCOUItS  BB  1900)- 


Mathimatiquei  élémentairet. 

O  et  O'  étant  les  points  d'intersectioD  des  eûtes  opposés  d'un 
quadrilatère  Q,  on  considère  le  quadrilatère  Q'  formé  par  les 
hissectrices  des  ongles  du  quadrilatère  Q,  de  telle  sorte  que 
deux  cùtés  opposés  de  Q'  soient  les  bisseetriccs  de  deu\  angles 
opposés  de  Q. 
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(4^8  ) 

I*  Soii  I  le  poini  d'intersection  des  diagonales  du  quadri- 
lalcre  Q';  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  I  lorsque  le 
quadrilatère  Q  se  déforme  de  façon  que,  0  et  O'  resuot  fiiM. 
deux  sommets  opposés  de  ce  quadrilstère  décrUenI,  resper- 
tivement,  deu^  cercles  fines  passant  chacun  par  les  deux 
points  0  et  O'? 

a*  Les  trois  points  O,  O'  et  I  restant  fixes,  et  I'ud  de* 
sommets  du  quadrilatère  Q  décrivant  une  droite  A,  quels  sont 
les  lieux  géométriques  décrits  par  les  trois  autres  sommets  de 

Discuter  la  nature  de  cliacun  de  ces  lieux  suivant  la  position 
de  la  droite  &  dans  le  plan. 

1"  Calculer  les  angles  et  les  eûtes  du  quadrilatère  Q',  con- 
naissant les  angles  et  les  cAtés  du  quadrilatère  Q. 

Montrer  que,  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C,  D  les  angles  du 
quadrilatère  Q,  et  par  a',  b',  c',  d'  les  longueurs  des  cAtéî 
lie  Q'  qui  sont,  respectivement,  les  bissectrices  de  ces  anglcç, 
un  a  la  relation 


Mathématiques  spéciales. 

Étant  donnés  trois  axes  Qx,  Oy,  Os,  on  considère  un  cûne 
du  second  ordre  C  tangent  aux  deux  plans  xOy  et  3^0^,  res- 
pectivement, suivant  Oy  et  Os,  et  une  droite  D  rencon- 
trant Or. 

1°  Pour  quelles  positions  de  la  droite  D  exisie-t-il  au  moins 
une  surface  du  second  ordre  S,  indécomposable,  passant  par 
ci!tie  droite  et  tangente  au  cône  C  en  tous  les  points  d'une 
courbe  plane? 

a°  La  droite  D  étant  située  dans  le  planS'O^  et  restant  fixe, 
trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  S. 

Ce  lieu  est  un  plan  P. 

3"  La  droite  D  se  déplaçant  dans  le  plan  xOy  de  façon  que 
le  plan  P  passe  par  un  point  donné  A  de  l'espace,  trouver 
l'enveloppe  du  plan  P,  et  montrer  que  la  droite  D  enveloppe 
une  parabole  Q. 

4*  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  positions  du  point  A 
pour  lesquelles  la  parabole  Q  correspondante  e^t  égale  à  unt 
parabole  donnée? 


jh,Googlc 


(4^9) 

5*  La  droite  O  étant  toujours  située  dans  le  plan  xQy  et 
restant  die,  on  donne  un  plan  quelconque  0.  Montrer  que  le 
lieu  géométrique  des  points  de  contact  avec  le  plan  II  des 
surfaces  S  qui  sont  tangentes  est  une  droite  &. 

Étudier  la  distribution  des  droites  A  dans  l'espace  quand  H 
se  déplace  arbitrairement. 

Combien  y  a-t-il  de  droites  A  passant  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace? 

Quelle  est  l'enveloppe  du  pjao  n  lorsque  la  droite  A  se  dé- 
place dans  un  plan  passant  par  D? 


Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 

géométriques. 

On  donne  deux  sphères  fixes  S  et  Z,  la  première  de  centre  0 
et  de  rayon  r,  la  deuxième  de  centre  <u  et  de  rayon  p.  Soit  M 
un  point  de  la  sphère  S  ;  on  désigne  par  Q  l'angle  luOM,  parc 
l'angle  du  plan  uOM  avec  un  plan  fixe  mené  par  Ou>,  et  para 
la  distance  des  centres  Oio. 

t°  Former  la  relation  dilTérentielle  entre  0  et  o  qui  exprime 
que  le  point  M  décrit  une  courbe  C  donc  les  tangentes  touchent 
la  sphère  Z. 

3°  Exprimer,  dans  ce  cas,  9  et  <p  ou  leurs  lignes  trigonomé- 
triques  en  fonction  d'un  paramétre,  en  introduisant  seulement 
les  transcendantes  qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

3°  Discuter,  dans  les  diiïérentscas  qui  peuvent  se  présenter, 
la  forme  des  courbes  C  et  celle  de  leurs  projections  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  0(u. 

4°  Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  C,  le  point  jt  où  la 
tangente  en  M  à  C  touche  la  sphère  £  décrit  une  courbe  T  : 
rectilier  la  courbe  C  et  établir  qu'elle  est  une  développée  de  F  : 
déterminer  le  plan  osculateur,  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon 
de  torsion  de  la  courbe  C  en  chacun  de  ses  points. 

5°  RectiRer  la  courbe  T. 


Trouver  le  mouvement  d'une  poulie  circulaire  homogène 
pesante  de  masse  M,  de  rayon  R  et  d'épaisseur  négligeable, 
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posée  sur  un  axe  rigide  fixe  Ox,  sur  lequel  elle  est  ■stajeltie 
è  rouler  sans  glisser,  de  telle  façon  que  ion  plan  passe  o»- 
lUmmeat  par  l'axe. 

En  prenant  romme  sens  positif  sur  Ox  le  »ens  descendiit 
et  appelant  a  l'angle  de  Ox  avec  l'horiion,  on  adjoindra  i  Ot 
un  axe  horizontal  fixe  O^  et  un  axe  O^  dirigé  vers  le  h)H 
perpendiculairement  au  plan  *0^. 

On  appellera  x  l'abscisse  OH  du  point  de  contact  U  delà 
poulie  avec  l'axe  Ox,  0  l'angle  du  plan  de  la  poulie  avec  le 
plan  vertical  ^0*.  On  supposera  qu'à  l'instant  initial,  (  =  d. 
la  poulie  est  placée  sans  vitesse  dans  le  plan  vertical  xO:. 
au-dessus  de  Ox,  le  point  de  contact  en  O  (ft  =  o,  ar  =  o), <t 
que  l'on  applique  au  centre  de  la  poulie  une  percussion  donaéi 
ayant  pour  projections  respectives  Ma,  MA,  Me  sur  les  au» 
Ox,  Oy,03. 

On  calculera  les  réactions  de  l'axe  sur  la  poulie,  et  l'on  dé- 
terminera l'instant  où  la  poulie  se  détache  de  l'as.e  Ox. 

Nota.  —  On  suppose  qu'il  n'existe  aucune  résistance  )■ 
roulement  de  la  poulie  sur  l'axe. 


ÉCOLE  N08IUE  SUPÉRIEURE  (GOHGOURS  M  IW»- 


Dans  un  plan,  rapporté  à  des  axes  de  coordonnées  rectiit- 
gulaircs,  on  donne  la  cubique  dont  l'cquatioD  est 

(x^-i-y*}x  =  a*. 

Montrer  que  par  les  quatre  points  d'intersection  (à  distanoe 
finie)  de  cette  cubique  cl  d'un  cernle  on  peut  faire  passer  unr 
conique.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  cette  conique  soit  bitanf^enie  au  cercle. 

Montrer  que  les  cercles  bitangcnts  à  la  cubique  se  distri- 
buent en  quatre  familles  distinctes  {deux  réelles  et  deux  ina- 
(■inaires)  et  que  les  cordes  de  contact  sont,  soit  parallèles  i 
une  asymptote,  soit  concourantes  en  un  des  trois  points  de  1) 
courbe  situés  sur  l'axe  des  x. 

Étudier  le  lieu  des  centres  et  le  lieu  des  milieux  des  corder 
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cercles  qui  touchent  la  cubique  ea  deux  points 
réels. 

Montrer  que  les  points  cl«  contact  avec  la  cubique  de  deu\ 
cercles  bitangents  de  la  même  famille  sont  sur  un  même 
cercle. 

Par  un  point  arbitraire  Mg  de  la  cubique  passent  deux 
cercles  bitangents  réels  qui  tuuchent  respectivement  ta  cubique 
en  deux  autres  points  Mi,  M)!  calculer,  en  fonction  des  coor- 
données Xt,ya  du  point  Mg,  les  coordonnées  des  points  (autres 
que  les  points  de  contact)  où  les  tangentes  en  M],  M,  ren- 
contrent la  cubique;  en  conclure  que  ces  tangentes  concourent 
en  un  point  de  la  courbe.  Comment  le  calcul  doit-il  être 
modifié  pour  les  cercles  imaginaires  bitangents  qui  passent 
par  le  point  M«? 

N,  B.  —  Il  est  inutile  de  reproduire  l'énoncé. 


QIESTIODS. 


185S.  l  étant  une  longueur  quelconque  donnée,  on  prend,  sur 
les  cdtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle,  BA'=  CB'=  AC'=  l,  puis 
les  points  A',  B',  C,  isotomiques  de  A*,  B',  C,  et  l'on  joint  de 
toutes  les  manières  possibles  les  neufs  points 

(A,  ...,A',  ...,A',  ...)■ 

Étudier  la  figure  formée.  Montrer  qu'elle  comporte  deux 
groupes  de  trois  triangles  triplement  homologîques  de  pre- 
mière espèce  (c'eal-à-dire  ayant  deux  à  deux  même  centre 
d'homologie),  deux  groupes  de  trois  triangles  triplement  ho- 
mologîques de  deuxième  espèce  (c'est-à-dire  ayant  deux  à 
deux  même  axe  d'homologie),  un  groupe  de  quatre  trian(;tes 
quadruplement  homologiques  de  deuxième  espèce,  et  beau- 
coup d'autres  propriétés.  Déterminer,  quand  l  varie,  les  lieux 
de  points  et  enveloppes  de  droites  résultant  de  la  figure. 

(L.  RiPBKT.) 

183G.  Lieu  des  centres  des  coniques  dont  on  connaît  le  centre 
de  courbure  en  un  point  donné,  ainsi  que  la  somme  des  carrés 
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1857.  Ktant  données  quatre  divisions  proportionnelles  por- 
tées par  quatre  droites  quelconques  de  l'espace,  on  considère 
les  tétraèdres  ayant  pour  sommets  les  points  homologues  de 
ces  divisions.  Si  deu\  de  ces  tétraèdres  sont  semblables,  tons 
les  autres  sont,  semblables  deux  à  deux. 

(E.  DUPOBCQO 

1858.  On  considère  la  figure  plane  qui  est  la  projection  At 
la  figure  de  l'espace  formée  par  cinq  plans  n,  b,  c,d,e-,  on  dé- 
signe par  (a,  b)  la  droite  qui  est  la  projection  de  l'iaterseciioa 
des  plans  a  et  6,  et  par  (A,  Bj  le  point  qui  est  la  projection  de 
l'intersection  des  plans  autres  que  a  et  b.  Montrer  qu'il  existe 
une  conique  telle  que  chacune  des  dix  droites  de  la  ligure  est 
la  polaire  du  point  correspondant. 

(G.  FONTESÉ.) 

'  1859.  Etant  donnés,  dans  un  plan,  un  cercle  C>  at-ant  le 
centre  O  et  un  cercle-point  non  situé  sur  C*,  prenons  sur  le 
rayon  qui  unit  O  avec  le  point  variable  P  de  G*,  le  conjugué 
harmonique  de  P  par  rapport  au  cercle-poîni:  le  lieu  de  P'est 
une  courbe  de  Jerabek;  construire  la  tangente  en  le  point  P', 
les  tangentes  en  le  point  double,  les  tangentes  doubles,  Tinter' 
section  de  la  courbe  avec  une  droite. 

(V.  Retau.) 

1860.  Par  l'inversion'  quadrîque  définie  avec  le  pôle  O  et  le 
cercle-point  V  (conique  des  points  unis),  un  cercle  avant  le 
centre  V,  et  qui  ne  passe  par  0,  est  transformé  en  une  qaar- 
lique  rationnelle  circulaire  à  point  tacnodal,  qui  est  ligne 
d'ombre  d'un  bélicolde  gauche.  Construire  les  intersections 
de  la  courbe  avec  une  droite;  les  tangentes  en  le  point  double 
(qui  est  aussi  un  foyer  quadruple  de  la  courbe),  la  tangente  en 
un  point  quelconque,  et  les  deux  tangentes  doubles. 

(V.  Rbtjili.) 

1861 .  On  considère  une  ellipse  E  et  un  cercle  C  concentrique 
à  Ë.  Si  celte  ellipse,  entraînant  avec  elle  le  cercle  C,  se  déplace 
de  façon  à  être  constamment  tangente  à  une  droite  fixe  en  un 
point  donné,  les  courbes  engendrées  par  les  divers  points  do 
cercle  C  ont  toutes  même  aire. 

(E.-N.  B.4msiE.v.) 
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[02b] 
PROBLÈMES  SUR  LES  NORVALSS  AUX  COURBBS  PIANES. 
COURBES  lANS  LKSOilKLLES  LA  SOMME   N  +  N'  EST 
CONSTANTE; 

P4>  M.  ÉMUARn  COLf.IGNON. 


Ed  un  poiot  M  d'une  voui-be  ÂB  ou  mène  la  normalu 
MN,  qui  coupe  en  N  l'axe  Ox,  et  en  N'  l'axe  0^^  per- 
pendioulain:  à  Ox.  Noua  appelleroas  N  et  N'  les  lon- 
gueurs MN,  MN',  que  l'on  peut  regarder  comme  les 
deux  normales  finies  de  la  courbe  rapportée  aux  axes 
rectangulaires  Ox,  O^. 

On  propose  de  déterminer  la  courbe  AB  de  telle  sorte 
qu'il  y  ait  une  relation  donnée  entre  les  deux  normales 
N  et  N', 

Soit  t  l'angle  que  Fait  la  tangente  MR  à  la  courbe 
avec  l'axe  Ox;  <t  sera  aussi  l'angle  MN'O  que  fait  la 
normale  avec  l'axe  Oy  pris  dans  le  sens  YO  ;  et  si  x  et  jr 
représenteni  les  coordonnées  OP^MP*,  MP  du  point  M, 
on  aura 

Soii  /*  =  ^  =  'anga.  On  en  déduit 
Bina  ^        ^  cosi=        ■ 

et  l'équation  ditférentielle  de  la  courbe  sera 

Ànn.  de  Htilhémal..  î*  série, l.  XIX.  (Octobre  19™.)  38 
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p  tient  la  place  de  -^-  L'intégra tiou  de  évite  éqvalîou 
ne  pourra  se  faire  que  lorsque  la  fonction  f  sera  déter- 
minée. Nous  eiaminerons  ici  le  cm  où  elle  se  réduit 
H  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  quauiilés  Net  S', 
ce  qui  revient  i  poser 

N±N'=const. 

Suit  donc  ft  -+■  ti'^^a,  en  a{>pelant  a  la  somme  algé- 
brique des  deux  quanlités  N  et  N'. 

La  dt-oite  UN',  formée  de  deux  normales  placées  boni 
à  bout,  sera  une  droite  de  longueur  constante  n,  dont 
les  exlrémités  glissent  respectivement  sur  les  axes  Ox 
et  Oy.  Les  courbes  cberchées  sont  les  trajectoires  or- 
thogonales de  ces  droites,  c'est-à>dire  les  développante 
de  la  courbe  que  la  droite  mobile  enveloppe  dans  sou 

On  obtient  Tacilcment  l'équation  de  ces  courbes  en 
employant  les  coordonnées  podaires.  Oe  l'origine  0 
abaissons  OR  perpendiculaire  sur  la  tangente  MR  à  b 
courbe  cherchée,  normale  à  NN'.  Nous  poserons  ORisc, 
elangIe_j'OR  =  a. 

Pour  obtenir  toutes  les  positions  de  la  droite  N^i'daus 
l'angle ^Ox  il  suflit  de  faire  varier  ot  de  o  n  -■  A  li  vi- 
lcura.=  o  correspond  la  position  de  la  droite  nutbilc 
relevée  le  long  de  l'axe  Oy,  à  a  ^  -t  la  position  de  U 
droite  eoucbée  sur  l'axe  Ox. 

Dans  ce  système  de  cooi-donnécs  la  longueur  BMcIl- 
ta  tangente  comprise  entre  le  pied  du  la  peipeudicu- 
laire  OR  et  le  point  de   contact  M  est  égale  en  valeur 

absolue  à  la  dérivée  -y-'  L'inspection  de  la  Ggure  montre 
que,  !ors<|u'on  fait  varier  a  de  o  à  -■  ;■  diminue,  i^ 
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sorte  qiiv  -t-  v.&l  négalif.  On  doit  donc  poser 

L'angle  a  se  retrouve  d'ailleurs  en  ON'JV  et  en  HON, 


si  l'on   mène  OH  parallèle  à  RM  par  l'origine.  On  a 
donc 

RM  =  OH  =  0Ncos3  =  asinscosa, 

et  l'équation  podaire  dilTérentielle  de  la  courbe  est 


Il  vient  en  intégrant,  et  en  appelant  Cune  constante 
arbitraire, 

Si  dans  cette  équation  on  fait  tx  =  o,  ce  qui  suppose  la 
droite  mobile  relevée  en  OG  le  long  de  Oy,  on  a  r^  C. 
La  constante  C  est  donc  l'ordonnée  du  point  K  qui  forme 
sur  l'axe  Oy  le  point  de  départ  du  la  conrbe.  On  a,  en 
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effet,   pour  ce  point  r  =  C,  ce  =:  o,  -^  ^  o;  la  courbe 
est  normale  en  K  i  l'axe  Oj. 

Le  constante  C  peut  recevoir,  d'ailleurs,  toutes  les 
valeurs  positives  ou  négatives.  Mais  noua  nous  occupe- 
rons principalement  ici  des  valeurs  de  C  qui  correspon- 
dent à  l'addition  eflective  des  deux  segments  KM,  MN' 
pour  former  la  somme  a.  Il  en  sera  ainsi  si  le  point  R 
tombe  entre  l'origine  O  et  le  point  G,  extrémité  de  la 
droite  NN'  relevée  sur  Oy,  il  faut  et  il  suGlil,  par  cod- 
séquent,  que  la  constante  C  soît  positive  et  moiiidra 
que  a. 

Ou  aura,  en  projetant  le  contour  ORM  sur  les  aies, 
les  coordonnées  x  ei  y  rapportées  aux  axes  rvcungu- 
laires  Ox,  Oy.  Il  vient 

*=  OP  =asin«cos'«  —  r8ina  =  {a  —  G)  sioa  —  Jti  sin'i, 

yi=  PM  =  <iïin*acosen-rcos«=  /-  +  CJ  cosa— ^ocoi'i. 

L'éliminatiou  de  l'angle  a.  entre  ces  deux  équations 
conduirait  à  l'équation  cartésienne  de  la  courbe. 

Sans  former  cette  équation,  nous  pouvons  voir  eoire 
quelles  limites  la  courbe  reste  comprise. 

1°  Considérons  d'abord  le  rayon  vecteur  r. 

La  dérivée  ^z  s'annule  pour  sin  x  =  o  et  pour  cos«i= o, 
c'est-à-dire  (»ur  a  ^  o  et  pour  o  =  -  ;  r  varie  euire  le* 
limites  C  et  C  —  j  a  ;  elles  sont  toutes  deux  positive*, 
si  C  est  positif  et  supérieur  à  -•  Lorsque,  au  contraire, 
C,  sui>posé  compris  entre  o  et  a,  est  moindre  qucjei 
r  change  de  signe,  et  prend  la  valeur  o  lorsqu'on  a 
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a'LfS  limites  dex  corrc8|K)ndent  de  même  à^  = 
c'est-à-dire  à  la  valeur  de  a  fouraie  parl'éqtiatiou 

(a  —  C)  cosa  —  \a  sin'a  cosa  =  o, 
ce  qui  euiraine  les  relations 


-^/^^W- 


La  première  donne 


La  seconde  fournit  une  valeur  réelle  de  l'angle  a,  si  C 
est  positif  et  moindre  que  a.  Nous  verrons  tout  à  t'Iieure 
que  celle  valeur  de  l'angle  a  correspond  au  point  de  re- 
broussemeut  de  la  courbe.  On  a  alors 


C) 


L'abscisse  x  devient  nulle  pour  a=:ot  _^^C,  i 
et  elle  devient  nulle  aussi  lorsqu'on  a 


.tielation  qui  définitune  valeur  réelle  de  l'angle  x  lorsque 
C  est  >■  -  et  <;  a.  La  valeur  correspondante  de  y  est 

égale  n  ^  ^a(aC  — a).  Ce  sont  les  coordonnées  du  point 
double  de  la  courbe  sur  l'axe  O^. 
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3"  Les  limites  de  y  sont  (burnïes  par  l'équation 

f._(2.c).i.,.,.oo....„..o. 

c'est-à-dire  par 

sin  1  =  a,        a  =  o,        x  =  o,       ^  =  C  ; 
et  par  la  valeur  de  cosx  fournie  par  l' équation 


Pour  que  l'angle  a  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ail 

a-H3C<3«        ou        C<o, 

condition  que  nous  supposons  remplie.  On  en  déduii 
jwur  le  point  correspondant 

._[!(--C)]'' 


Cherclioits  lus  points  pour  lesquels  ^^o.  Ils  seronl 
doQoés  par  les  équations 


("-)-^« 


Si  l'on  prend  C  entre  o  et  a,  celte  dernière  équation  »•-' 

déliail  qu'un  angle  imaginaire.  Il  faudrait,  pour  ti-ouv«!r 

un  angle  réel,  qu'on  eût  C  négatifet  inférîeurà  —-■ 

Le  rayon  de  courbure  ^  eu  un  point  M  quelconque  aX 
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doiiué,  en  coordoiinées  ptxlaires,  par  l'éi{uaLÎoii 

Si  ou  l'appliqut.'  à  l'équaLioti  de  ta  courbe, 

il  vient  d'abord 

rf'r  _ 

d,i   -      acosaa, 


=  -t(«-G)-i«»in'!.]. 

'  L'analyse  attribue  ici  un  veitain  signe  au  rayon  de 
courbure  et  c'est  le  signe  — ,  lorsque  la  somme 
G  4-  |a  sin*x  est  îuférîeure  à  a. 

Si  l'on  adopte  ce  signe  et  qu'on  prenne  aussi  r  avec  le 
signe  que  lui  assigne  l'équation  r^C  —  ^asîn^z,  on 
obtient  l'équation  suivante 

p-t-3r  =  4C— a, 

de  sorte  que  la  somme  algébrique  du  rayon  de  courbure 
et  du  triple  du  rayon  podaîre  est  constante  tout  le  long 
de  la  courbe. 

La  valeur  absolue  du  rayon  de  courbure  au  point  M 
est  donnée  sur  la  figure.  Achevons  le  rectangle  0N5N'. 
Le  point  S,  sommet  de  ce  rectangle,  est  Je  centre  instan- 
tané de  la  droite  NN' quand  ses  extrémités  glissent  simul- 
tanément sur  les  deux  axes  ;  et  si  l'on  abaisse  de  ce  point 
la  perpendiculaire  SF  sur  la  droite,  on  aura  en  F  le 
point  où  la  droite  mobile  touche  son  enveloppe.  La  lon- 
gueur FM,  comprise  entre  le  point  de  contact  Fet  la  déve- 
loppante MR  de  l'enveloppe,  est  le  rayon  de  courbure  de 
la  développante,  ou  de  la  courbe  cherchée.  Or  on  a 
FM  =  Fil  -  IIM  =  FH  -  OR  =  a  -  C  —  J  fl  sin»!.' 
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Le  rajon  de  coui-bure  ^  change  du 
par  zéro  lorsqu'on  a 


.=v^ 


-Cl 


SoÎL  a,  cet  angle  particulier,  qui  correspond  au  cai 
où  les  points  F  et  M  coïncident.  Si  l'on  n'attribue  à  C 
que  des  valeurs  comprises  entre  o  et  a,  ta  valeur  de  i, 
sera  toujours  nîelle.  Elle  correspond  aux  points  de  it- 
broussement  de  la  courbe. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  détermine  les  coordonuéet 
de  la  courbe  qui  correspondent  à  «  =  «,,  on  a  un  en 
niémt!  tem{>s  l«s  coordonnées  de  l'enveloppe  GG'  ^t  l'élî- 


miuation  de  C  enLre  les  deux  équations  quî  les  fout  COD- 
uaitre  conduira  à  l'équatiou  de  l'euvcloppe  elle-même. 
En  coordonnées  podaires,   la  courbe-enveloppe  GG 
du  la  droite  NN'  a  pour  équation 

!■'  étant  lu  rayon  vecteur  OH  et  x  l'anglu  IlOX. 
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Les  oonrbes  cherchées  aOectent  les  formes  Km/, 
■K'm'f,  ,..,  K";n"r.  Deux  d'entre  elles  passcnl  par 
l'origîiiej  l'une  de  ses  courbes  correspond  h  C^  s'il  c<: 


qui  donne,  avec  a  =  - , 


=  C-i,  =  o, 


CeUe  courbe  touche  en  O  l'axe  Oy. 
Fig.  î. 


L'antre  courbe  correspond  à  C  =:  o  avec  a  ^  o,  ce  qui 
donne  à  la  fois 

=  ^  = 

Elle  touche  eu  O  l'axe  Ox. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  l'arc  de  la  courbe,  il  faudrait 
intégrer  la  fonction  p  dx,  en  ayant  soin  de  prendre  p  en 
valeur  absolue. 

Les  courbes  obtenues  sont  symétriques,  non  seule- 
ment par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy,  mais  encore  par 
rapport  à  leurs  bissectrices.  Si  l'on  donne  à  C  des  va- 
leurs réelles  (]uelconqucs  en  dehors  des  limites  o  et  « 
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OÙ  noua  l'avons  considérée,  on  obtient  d'aulres  courbes 
(]ui  sont  représentées  par  les  m^Dies  équaitons;  elles  de 
rencontre  lit  plus  la  courbe-enveloppe,  et  pour  elles  cal 
la  différence,  et  non  la  somme  des  normales,  qui  resU; 
constante. 

Pour  une  très  grande  valeur  de  C,  la  courbe  cherchée 

Fig.  4- 


^apii 


roche  îndéfîntinent  d'une  ^ 


>nféi-enee  détrite 


du  point  O  comme  centre  avec  G  pour  rayon.  Les  éijua- 
tïous  qui  font  connaître  x  et  _y  se  réduisent,  en  l'fTf- 
à  la  forme  approximative 


ce  qui  conduit  à  l'équation  du  cercle  x*  +j  '  =  C'- 

L'hypollièse  revient,  en  effet,  à  réduire  la  loiigueura 
à  une  valeur  iuSniment  petite;  les  normales  de  lacourlN^ 
cherchée  passent  alors  sensiblement  par  le  point  fixe  0. 
et  elles  sont  sensiblement  égales,  puisque  leur  dilTé- 
rence  est  constante  et  égale  à  a,  quantité  supposée  né- 
gligeable. On  retrouve  donc  le  cercle  comme  limite  des 
courbes  pour  a  infiniment  petit,  ou  C  iuCnîment  graii<l< 
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[F4] 

SUR  L'INTÉGRUB  D'CULER  BT  L'ADDITION 

IKS  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE; 

Par  m.  E.  IAGGI. 

II  s'agil,  dans  cette  Note,  de  l'int^gralion  de  l'équation 


Depuis  qu'Euler  en  a  donné,  sans  démons! ration,  l'in- 
Ugrale  générale,  il  en  a  4'lé  fait  de  nombreuses  démon- 
strations; on  connaît  notamment  eelle  dt;  CIcbsL-li  { '  ), 
où  entrent  des  eonsidérations  géométrîqutts,  et  ladétnon- 
siratiou  plus  analytique  de  M.  Darboux(*).  La  métliodc 
analvtiqne  suivante  emploie  dex  calculs  analogues  à  ceux 
de  la  mélhude  de  iM.  Daiboux,  mais  pi-aeède  d'un  rai- 
soutiemunt  plus  direct  et  plus  tntuîlir,  par  conséquent 
prérêrable  au  point  de  vue  de  l'enseigncuieiil. 

L'équalioit  (i)  s'écrit 
(a)  \y  dx  +  ^xdjr  =  Q, 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  l'ensemble 
de  deux  termes  de  la  dilTérentielle  de  la  fonction 


(1)  Clebsch,  Traité  de  Géométrie. 

(')  DiRDOCi,  Sur  une  datte  de  coarbet  du  quatrième  ordre  et 
l'addition  det  fonction»  elUpliijuet  (Annalei  de  l'Ècote  Normale 
tupérieure,  i»  série,  t.  IV;  1867). 
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et  l'on  a  donc,  en  tenant  compiede  l'équation  (3), 
(3)  d{xù.y+^^)  =  xd^y-t-yd^x. 

Or,  on  peut  calculer  celle  expression!  <>"  * 


(i) 


el  par  conséquent 


dLx  =  - 


d(3r  i.y  +  jf  Lt:)=  xd^y  +  y  d\x 


d'où 


et,  en  tenant  compte  de  l'équation  (  1), 

(5,        ,^,,y^y,^^=,t;y{!^^2^). 

Le  second  membre  de  cette  équation  différentielle 
n'est  pas  sous  forme  intégrable;  on  ne  pourrait  l'j 
mettre  qu'avec  l'aide  de  la  relation  entre  x  el^j'  qoe 
justement  nous  cherclions;  mais  observons  que  l'on  peal 
obtenir  une  expression  de  la  fonction  dont  le  premier 
membre  est  la  diiTéreotielle  :  les  formules  (4)  donnent 
en  effet 

X^  ^y*~ yi  \X^=:  {(C*  —  yt){\  —  k*3fly*), 

d'où 

^   '  J      J  xb.y  —  Y^ 

En  divisant  membre  k  membre  (5)  et  (6),  on  a  alors 

(a?*  dx        v'  dv  \ 

■r  if  +7  i-c  {.x^  —y*  )(i  —  k'x^y'^  ) 
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En  ellectuant  le  produit  des  d«ux  dt-rniers  fadeurs  du 
numérateur  de  cette  expression,  on  voit  que  ce  produit 
se  met,  grâce  à  l'équation  (t),  sous  ta  forme 

et  l'on  a 

<f(jAy+/Aj)  __  —2k*xjr(x  dy  -k- y  dx) 
X  ^y  -\-y  il  I  —  k^x^y* 

Les  deux  membres  sont  maintenant,  d'une  manière 
explicite,  sous  forme  df  dilTérentielle  exacte,  et  l'on 
obtient  sans  difficulié  l'intégrale  générale  avec  une  con- 
stante arbitraires 


(7) 


X  ly  -*•  y  ^  _ 
I— Â»^V*  ' 


De  là  on  tire,  cOnime  ou  sait,  la  formule  d'addiliun 
de  snz. 

Si  l'on  considère  les  deux  fonctions 

qui  sont  déterniinées  par  l'inversion  des  intégrales  (') 

on  voit  que 

^        du         dv 

dx=  —  =—  —  ■ 

La  l'elatiun  diiférentielle  . 


permet  de  trouver  direciemcnt  la  relation  en  termes 


(')  Sur  lei  fonction'a  elliptiques  de  première  etpice  (Xùuvellei 
Annale».  iHi|S), 
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fiùs  qui  lie  u  et  v.  L'ini«grale  générale  de  réqiialion 
précédettte  csl  en  eflet,  d'après  ce  qui  précède, 


tt  if  +  !•  ù« 
1— A>U>f> 

=  c; 

or,  en  sup|>osaiit 

X  =  0,<„l. 

fi  s'ensuit 

U(  =  o,        Vf 

=  1. 

et  par  consétjuen 

t 

(9)                              « 

iv  -t-  V  iw  =  1  — 

A»a'c« 

Telle  est  la  relation  qui  lie  w(:c)  et  v(x).  Mais  oa 
peut  l'avoir  sous  forme  rationnelle  d'une  manière  plus 
simple  qu'en  rendant  rationnelle  la  précédente  :  l'éqna- 
tion  (6)  s'écrit  iiialnlcuant 

„i  ipi  _  pt  4ut  =  (  ii»  _  p«  )  ( ,  _  ,t'  u»  f>  j 
et  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  (g), 
(lo)  uiv  —  v  ^u  =  ««—  c», 

(9)  et  (10)  donnent  alors 

auAc  =  «•— »>'  H-i  — *'«*f', 

■if  Ak  =  f>—  tt'-i-  t  —  A'k'i'' 


-u'-  If  i/i 


Xl«lH-i-t(|_iï«IJ  = 


e'est-à-diie 

(j/r=^  —  f  v'i  — X'a>)*  =  o, 
d'où  les  deu\  formules 


('■) 
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(]ui  5C  résuineut  dans  la  i-clalion 
(la)  u*-\-v^  =  i  +  k'u^v'. 

Dans  les  deux  fonntiW  précédentes,  il  u'y  a 
ambiguïté  sur  les  lignes  des  radicaux.  La  manière  dont 
nous  les  avons  trouvées  montre  que  ueif  sont  de  mêmes 
signes  que  Ac  et  Au,  tant  qu'il  s'agit  de  variables  réelles 

Les  calculs  précédents  donnent  d'ailleurs  sans  ambi- 
guïté de  signes 

aPWJ=:îllAU=l  — l*'-(-  l'»(r— X-'H«)=5(l—  H«), 


formules  identiques  à  celles  qu'oit  poiii 
les  lunciioHS  circulaires 


Au  mojcn  delà  relation (12),  ces  Tormule! 
encore  sons  d'autres  formes  rationnelles 


i.{i~A"a>)  = 


«(.-A'i.»)=- 


-A't>' 


-A'u» 


Les  dernières  expressions  de  a'  et  de  ^  montrent 
que,  cotamc  pour  les  fonctions  circulaires,  u'  s'exprime 
rationnellement  en  v  seule,  f'  s'exprime  rationnellement 
en  u  seule. 

Formons  encore  au  moyen  de  l'intégrale  d'EuIer  les 
expressions  do  u{x -\- y)  et  de  v{x+y)  que  nous 
avons  indiquées  dans  une  Note  piécédcntc  {loc.  cit.). 
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Ckaugeant  A-  en  u{x),  y  en  a{y)  dans  la  formule  (7), 
cette  formule  donne,  comme  on  sait, 

fi4)  «(«-+/)=  "/^^^T„j^- 

Si  dans  celte  formule  on  remplace  u^  et  u^  par  les 
valeurs  données  par  la  formule 

puis  par  les  valeurs  donuéns  par  la  formula 


-*'»^Hy(«^.-^+Uy..^) 


Ces  formules  peuvent  être  simplifiées  de  deux  ma- 
nières : 

i"  En  multipliant  tes  deux  termes  de  la  deuxième 
formule  par  h^u^Uj  et  les  ajoutant  aux  termes  corres- 
pondants de  la  première^ 

2'  En  multipliant  les  deux  termes  de  la  première 
formule  par  u^Uj  et  les  ajoutant  aux  termes  correspon- 
danls  de  la  deuxième. 

Dans  les  deux  cas,  le  facteur  (i  — A* u^u*)  disparaît, 
et  l'on  a  les  formules  rationnelles 

(|5>  (.(37+^)=!. 


On  peut  passer  de  ces  formules  à  celles  de  v{x  -1-/)) 
eu  changeant  x  en  x  +  K.  Mais  l'intégrale  d'Euler  peut 
donner  paiement  ces  formules.  On  a  en  ellét 
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et  en  supposaiil  x  ->ry  constant 

Cette  équation  ne  diffère  «le  (  i  )  que  par  le  changement 
de  X  en  v^,  y  en  — uy.  L'intégrale  d'Euler  (7)  donne 
doDe,  par  les  mêmes  changements, 


Si  l'on  fait  j'  ^  o,  le  premier  membre  se  rédnït  à  v^. 
c,  qui  est  fonction  de  x  +_j'Oude  v{x+y),  n'est  donc 
autre  que  v(x  -hj)-  Nous  servant  alors  des  formules 

puis  des  formules 


nous  obtenons,  en  opérant  comme  précédemment,  les 
formules  rationnelles 


(16)       »(,<»+y)  = 


-k^u^u 


On  peut  remarquer  l'analogie  des  formules  (i5) 
et  (16)  avec  les  formules  relatives  auv  fonctions  circu- 
laires. 

Les  numérateurs  des  premières  des  formules  (i5) 
et  (16)  sont  les  formules  d'addition 

Ann.  de  Mal/iémaC,  3'  série,  l.  \1\.  (Ottobrc  1900.)  29 
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<Ies  fonctions  circulaires 


Quant  an X  secondes  formuli^s  (i5)  et  (i6),  elles  sonl 
identiques  aux  formules  d'addition  des  fonctions  circa- 
latres  que  l'on  peut  écrire  ainsi 

UfUy-*-PjVy       siiiisin_7'-i-cos:r  cos_y 


aina7cos_>' — sin_f  cosi 


7iix  +  y)=9{x+J'). 


Ceci  est  d'ailleurs  une  loi  générale  pour  les  formules 
relatives  aux  fonctions  elliptiques  n  et  f  :  toute  formuU 
qui  ne  contient  pas  k  explicitement,  ou  dont  on  a  éli- 
miné k  soit  au  moyen  de  l'équation{\^),  soit  de  toute 
autre  manièi-e,  est  identique  à  la  formule  correspon- 
danle  des  /onctions  circulaires.  En  effet,  les  fonctions 
elliptiques  u  cl  v  se  réduisant,  lorsque  l'on  fait  A  =  o, 
aux  fonctions  circulaires  sin:r  et  cosx,  les  formules 
relatives  aux  fonctions  elliptiques  u  et  v  doivent  donc 
se  réduire,  lorsqu'on  annule  k,  aux  formules  relatives 
aux  fonctions  circulaires;  si  donc  ces  formules  ne  con- 
tiennent pas  explicitement  k,  elles  sont  identiques  aus 
formules  correspondantes  des  foncliuns  circulaires.  Ceci 
montre  comhien  serait  méthodique  et  simple  une  théorie 
des  fonctions  elliptiques  faite  en  prenant  pour  éléments 
les  fonctions  ri  et  v. 
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E>8a][M'2e] 
Stift  LA  SYMÉTRIE  lE  MU  FIGURES  AL(iÉBRIQllBS 
PAR  RAPPORT  A  UN  POINT; 

l'AH  M.  s,  MANGEOT, 
Docteur  ùs  Sciences. 


La  mukiplicalion  <.-l  la  division  sonl  les  seules  o|>éra- 
(îons  d'Algèbre  qu'il  y  ait  à  eflectuer  pour  résoudre  lu 
prabléme  de  la  reclierchc  des  centres  dans  les  figures  ou 
systèmes  des  deux  figures  algébriques  définis  analyti- 
quement. 

J'ai  déjà  traité  ici  (')  une  partie  de  ce  |iroblènie, 
celle  qui  a  pour  objet  la  détermination  des  centres  des 
courbes  planes  ou  des  surfaces.  Je  ne  reviendrai  pas  sur 
cette  question,  renvoyant  le  lecteur  à  la  solution  que 
j'en  ai  donnée.  Cette  solution,  que  j'ai  pu  formuler  par 
dus  règles,  n'exige  pas  d'autres  calculs  d'Algèbre  que 
des  multiplications  de  polynômes  entiers  (*).  Les  autres 
cas  du  problème,  qui  font  l'objet  de  la  présente  Note, 
se  ramèneront  n  celui-ci  et  pourront  être  complètement 
résolus  par  des  multipltcatiotis  et  des  divisions  afgé- 
bri<|ues  (*). 

La  question  à  traiter  est  la  suivante  : 

Étant  données,  par  des  équations  cartésiennes  en- 


(  I  )  Mai  i8.^. 

(-')  Les  pruduit9  il  calculer  ne  sont  même  loua  que  àa  puïssanc 
de  Tonctions  linéaires  de  trois  variables  au  plus. 

<')  Les  ùliininatiODg  sont  évitées  dans  tous  les  cas.  On  n'a  pas  n 
plu»  d'équations  â  résoudre  (sauf- peui-f ire  un  système  de'  In 
équations  du  premier  degré  à  ti-ois  inconnues]. 
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Itères,  deux  courbes  planes,  ou  deux  sur/aces,  ou  deux 
courbes  gauches  qui  peuvent  être  confondues,  trouver 
s'il  existe  un  point  w  par  rapport  auquel  les  deux 
figures  soient  symétriques  l'une  de  l'autre,  et  déter- 
miner la  position  de  ce  point. 

Les  coordonnées  courantes  étanl  x,  y,  z,  je  déii- 
guei-ai  celles  du  point  u  par  x,,  y,,  z,  :  les  axes  de  coor- 
données sont  rectangulaires  ou  obliques. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  j'emploierai  deux  notatiooi 
dont  je  donne  dès  à  présent  ta  définition.  Si  une  lettre 
alTectée  d'indice,  telle  que  /„  désigne  un  poljuome 
entier  en  x,  y,  z,  la  notation  _/"_,  représentera  l'csprei- 
sîon  obtenue  en  remplaçant  dans  ci:  poijuome  x,j,  s 
par  2x0  —  X,  ayo  — y,  3  2*  —  z-  Toute  notation  de  la 
forme  (P),  si  P  est  uti  symbole  désignant  un  polyitome 
entier  en  x,  y,  z,  sera  censée  représenter  la  somme  des 
termes  de  ce  ^mlynome  dont  le  degré  est  le  plus  élevé. 


Cils  DE  DEUX  CODKBES  PLtHES  OU  DE  DEUX  SDRFICES. 

Soient  y((x,^,  z)  ^  o,  'fi{x,y,z)  ^  o  deux  équa- 
tions entières  eiiire  X,  y^  S,  de  même  degré  m.  Pour 
^ue  les  deux  surfaces  S,  S'  qu'elles  représentent  soient 
symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point 
(■>(xg,yo,  zd),  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  identî' 
que  ment 

/-.  =  «=Pi. 

On  déduit  de  U  cette  relation 

/_,±/,  =  a^,±/,; 

et  si  l'on  remar<]ue  que  l'une  des  deux  déterminations 
de  son  prcuiîer  membre  a  uu  degré  de  parité  contraire  à 
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celle  de  ni    U  forme  que  présente  ce  premier  membre 
donne  ce  théc 


Pour  que  les  deux  surfaces  S ,  S' soient  symétriques 
l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point  w,  il  est  néces- 
saire, et  il  suffit  aussi,  que  les  termes  du  m'*"'  degré 
de  /,  soient  égaux  à  ceux  du  m'^'"''  degré  de  (p,  à  un 
fadeur  près  h;  que  le  polynôme  A^tpi — f,  ait  son 
degré  de  parité  contraire  à  celle  de  m;  et  que  les  deux 
surfaces  représentées  par  les  équations 
(I)  Aç,  +  /,=  o,        Aç.,-/.  =  o 

aient  un  centre  commun  {Xt^y)|,  zp)'  Cepoinl  coïncide 
avec  le  point  w  ('), 

La  condition  ksI  aufTîsante,  parce  qu'en  posant 

on  a 

et,  par  suite,  ri|  et  v,  ayant  leurs  degrés  de  parités  dif- 
férentes, 

±/_,  =  ui-M'i  =  Aipi. 

Le  théorème  précédent  s'applique  à  deus  courbes 
planes  du  jm'"""  ordre,  C,  C,  ayant  pour  équations  en- 
tières /,(x,j):=o,  a>,{a:,^)  =  o,  si  l'on  remplace 
dans  son  énoncé  le  mot  surfaces  par  le  mot  courbes; 
ici,  le  point  c»  a  pour  coordonnées  Xa,yo. 

En  définitive,  on  voit  que  les  points  tt>  relatifs  aux 
deux  surfaces  S,  S',  ou  aux  deux  courbes  C,  C,  ne  sont 
pas  autre  chose  que  les  centres  communs  que  peuvent 


C)  Les  deux  équations  (i)  sonl,  la  première  de  degré  m,  la  se- 
conde de  degré  inférieur  à  m.  On  regarde  une  surface  (ou  une  courbe 
plane)  rejelée  i  rinTioi  ou  indéterminée,  comme  ayant  |>out  centre 
un  point  quelconque  de  l'csparc  (uu  du  pian  de  la  courbe). 
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avoir  les  deux  surfaces  ou  les  deux  coui-Iies  plaiiu. 
représenlces   par  les  équations   (t),   dont  les  d<^J 
doivent  toutefois  avoir  des  parités  diiTéreiites. 

Cas  de  deux   couhbes   catickes   défitiies 
par  quatre  équations  de  même  degré. 

Soient  F  l'iutersccliou  de  deux  surfaces  ayant  poor 
équations 

/i(a-,r.  «)  ="'      M^,r>-')=  o, 

et  *  l'intersection  de  deux  surfaces  représentées  par  l« 
équations 

çiC'ï'.r.  -)  =  o,       fti^.y,  s)  =  o, 

les  quatre  équations  étant  supposées  entières  et  de  méat 
degré  m. 

Pour  que  les  deux  courbes  F  et  4>  soient  sjmétriquM 
l'une  de  l'autre  par  rappoit  à  un  point  b>{Xi,,ytt  '*)•  '' 
faut  et  il  suffit  que  les  polynômes  /_,,  J'_2  soient  îles 
fonctions  linéaires  homogènes  des  polynômes  o,,  s- 
telles  que 

Les  identités  ('2)  doinutnt 

11  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas,  que  je  vais  ex>' 
miner  séparément  : 

1°  Les  deux  fondions  homogènes  {fi)t{ft)  ««W* 
pas  proportionnelles.  —  Il  devra  en  être  de  même  Aei 
deux  fonctions  (»,),  (^1),  d'après  les  relations  (3),  et  il 

(  ')  Les  équations/  ,=  ■>,/  ,=  0  sont  «lli-s  d<"  la  courh»  ?>>"»■ 
ttiquc  lie  V  piic  mppurt  il  u. 
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ne  pourra  pas  y  avoir  alors  plus  d'un  système  de  valeurs 
des  constantes  a,  b,  a',  f/,  pour  lesquelles  ces  relations 
soient  vérifias  identiquement. 

Prenons  »  volonté,  dans  le  polynôme  V|,  deux  termes 
du  m'*°"  degré,  Ax'^y's'",  Pi! xP'yi' z''  tels  que, 
si  hxPy^z'  el  &xP'y^'z'^  sont  les  termes  semblables 
de  (pj,  la  constante  AB' — BA'  soit  différente  de  zéro; 
et,  CxPy^z'',  KHxP'yi' z''  désignant  les  termes  corres- 
pondants de  fi-,  et  \>xPy''z'^  \i' xP'y^ sf  ceux  de  /"j, 
iwsons 

I   ^  CB'  -  Bt^'  .  _  AC'-CA' 

ÂB— tJA-'  AB'-BA'' 

_  PB'  —  BD'  _  AD'—  DA' 

~  AB'-BA''  ~  AB'  — BA'' 

Ce  seront  là  les  valeurs  que  doivent  avoir  les  con- 
stantes o,  b,  a\  b',  multipliées  par  ( — i)".  L'addition 
de  di/i  ou  de  ±:/i  aux  deux  membres  des  identités  (2) 
conduit  alors  à  ce  théorème  : 

Quand  les  deux  polynômes  (y,)  et  (/i)  ne  sont  pas 
proportionnels,  pour  que  les  deux  courbes  F  el  4* 
soient  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un 
point  (i>,  i7  est  nécessaire,  et  il  suffit  également,  que 
chacun  des  deux  polynômes 

k^i-¥-  Ao, — /),        it'wi-t-  A'tpj  — /, 

ait  son  degré  inférieur  à  m  et  de  parité  contraire  à 
celle  de  m,  ou  soit  nul  identiquement,  et  que  les 
quatre  surfaces  représentées  par  les  équations 

(4)  *?,4-  A<p,±/,  =  o,        A'ç,+  A'<|.,d:/,  =  o 

aient  un  centre  commun  {x^, y e,  io)-  Ce  point  coïncide 
avec  le  point  w, 

La  condition  est  sufiisante,  parce  que  si  l'on  pose 

/■»l-i-  A31+/1  =  ■>«!,  A- If  fi-  Il  fi — /i  =  'ifi, 
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on. a 

/- 

=  »-,-»-,.       ±/-,=  «,+  . 

=  *î 

el  l'on  . 

ura  de  même 

H»».; 


Les  points  tù  relatifs  aux  deux  courbes  F  et  ^swL 
doue  ici  les  centres  communs  que  peuvent  avoir  les 
quatre  surfaces  délinies  [tar  les  équations  (4).  lesdeui: 
polynômes  kfi-i-kfi  —  /,  el  A:'o,  +  /i'oj  —  /,  étant 
supposés  remplir  les  conditions  dant  il  vient  d'élre 
parlé. 

a"  Les  deiLX  polynômes  {/,),  { fi)  sont  proportion- 
nels. —  D"aprèa  les  relations  (3),  les  quatre  polj- 
nomes{/)),  {f-i),  (çi),  (ffla)  doivent  être  les  mêmes  à  up 
facteur  près.  Multiplions  les  quatre  équations  donné» 
par  des  nombres  rendant  égaux  ces  quatre  polynômes, 
et  posons  alors 

(5)  /,-/^=F.,        ç,-cp,=  *,; 
on  aura,  en  vertu  des  identités  (3), 

éi  les  deux  conditions  (a)  pourront  s'écrire 

(6)  /_,-(_,)'«o,  =  -6*„       /_,-(-i)'««.,=-6'*,. 
En  les  retranchant,  on  obtient  celle-ci  : 

qui  peut  remplacer  l'une  d'elles.  Elle  montre  que,  ji 
l'on  considère  les  deux  surfaces  représentées  par  les 
deux  é<|ualions  connues 

F,  =  o,        *,-=o    ('), 
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ces  deux  surfaces  devront  être  de  même  ordre  et  sycaé- 
tri<]ues  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  point  <»  lui-mitme. 
Je  suis  donc  conduit  à  chercher  un  point  (■>'  par  rapport 
auquel  ces  deux  surfaces  particulières  seraient  symé- 
triques l'une  de  l'autre  :  c'est  le  problème  traité  plus 
haut.  Si  le  point  tû'  n'existe  pas,  j'en  conclurai  qu'il  n'y 
a  pas  de  point  u;  si  je  trouve  uu  seul  point  u'  ayant 
pour  coordonné,es  a:',  y,  z',  ce  point  sera  un  point  (i>  à 
la  condition  que  l'expression 

/litx'  —  x,  ly'—y,  as'— j)  +  (— i)"'+'ç,(jr,_y,a) 

soit  nulle  ou  proportionnelle  à  4>,  {<);  et  il  n'y  aura 
pas  d'autre  point  <ii  que  celui-ci.  Je  vais  examiner  main- 
tenant l'hypothèst:  où  il  y  aurai  tune  infinité  de  points  u': 
Je  lieu  de  ces  points  est  une  droite  connue  D,  ou  un  plan 
connu  P.  Si  le  point  u  existe,  il  doit  appartenir  à  ce 
lieu.  Faisons  une  transformation  de  coordonnées  en 
prenant  D  pour  axe  des  s  dans  le  premier  cas,  et  P  pour 
plan  des  xy  dans  le  second  cas;  el,  datrs  les  deux  cas, 
conservons  les  notations  x-,  y,  «. /n/j.  »i,  fj  pour 
désigner  les  nouvelles  coordonnées  courantes  et  les 
transformées  des  quatre  fonctions  données.  L'un  au 
moins,  /,,  des  deux  polynômes  /, ,  /j  n'étant  pas  sup- 
posé indépendant  des  variables  x,  y,  comme  aussi  l'un 
au  moins,  f,,  des  polynômes  ^ ,,  f^,  soient 

/,=^V,{^,y)z'-'+V,(;r.y)z''-'+..., 
?.  =  V,(a-,j')s"+V,(a:,^)3'"-'  +  .... 
ces  deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  z. 

Actuellement,    les   deux   polynômes    f\^=/, — /.,^ 

(  ' }  Pour  calculer  cette  expreisioa,  oa  peut  prendre  indilTérem- 
nient,  pour/,,  l'un  ou  l'autre  des  deux  polynômes/,,/., cl  pour  Oj, 
l'un  ou  l'Hutre  des  polynômes  ?,,  f,. 
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4>,  ^  0|  —  cpi  sont,  dans  le  premier  cas,  des  funclioni 
dexet^  seulement,  et,  dans  le  se«:ond  cas,  des  fonc- 
lions  de  la  seule  variable  z. 

Supposons-nous  d'aboi-d  placé  dans  le  premier  de  cet 
deux  cas,  et  écartons  pour  le  moment  l'hypothèse  où  /< 
ne  contiendrait  pas  la  variable  z.  La  seule  condition  > 
remplir  est  ici 

/.(~^,-.r,2ïo-^)  +  (-r)'"*'*,(x,7,  s)  =-**,. 

Ua(x,_j')  désignaut  le  premier  des  polynômes  Ui, 
Ui ,  . . . ,  qui  n'est  pas  nul  de  lui-même,  écrivons  que  le 
tet'iae  en  4™-"-'  du  premier  membre  a  son  coefHcient 
nui,  nous  avons  la  relation 

a(m  -  a)s.Ua<-:r,  -7)  ^-  U,+i{~^,  -y) 

-H{-i)='V„+,(a:,j')  =  o. 

Donc,  pour  que  le  point  b>  existe  ici,  il  faut  et  il  sofSt 
que  la  fraction  Unie 

^[m-:,)V^(-œ,  -y, 
ait  une  valeur  constante  c,  et  que  le  polynôme 

/,(-r.-^,3C-^)+(-l)'"+'0,(*,^,a) 

soit  nul  ou  proportionnel  à  <t, .  Le  point  u,  unique,  est 
le  point  du  nouvel  axe  dus  z,  D,  dont  la  cote  est 
égale  à  c. 

Si  fi  était  indépendant  de  S,  il  devrait  en  âtre  de 
même  de  chacune  des  fondions  y^,  ts,,  ^j  d'après  les 
relations  (5)  et  (6)  :  les  deux  figures  F,  *  seraient 
composées  de  droites  parallèles  au  nouvel  axe  des  3, 
et  tous  les  points  de  cet  axe  seraient  des  points  w  à  la 
condition  que  le  polynotno 

/,(- T,-jr)  +{-!)'«+>  ^,(j;  y) 

fût  nul  ou  proportionnel  ;i  -5,(.r,y)  —  'f ^(■'■■J')- 
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Supposons-nous  maintenant  placé  dans  lu  second  dès 
deux  cas  considérés. 

La  condition  d'vxistence  du  point  <û  ayant  ici  la  forme 

/,(2a:»  — 3-,  -tya—y,  —  ;)  +  (-  !)■"+'  fi(r,y,  s)  =  -**, 
=  — frCMo^^  +  Mii^-i-H...)        (Mo=o), 

pour  qu'elle  soit  satisfaite,  il  faut  et  it  sufGt  que  l'on  ait 

V„(ix,-x,-iy,-y)-i- {-,)«*' \„(x,y)  =  (-iy'-«+'byi„ 
{n=  (,,,,...,  m). 

Les  conditions  nécessaires  i:t  suHlsantes  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  sont  qu'il  existe  un  nombre  b  tel  que,  ai  \J„ 
est  une  constante,  U„-f-{ — i)""*"' V„  soit  une  constante 
égale  à  ( — i)"'""+*&M„,  et  que,  dans  le  cas  contraire 
(qui  se  présentera  pour  une  valeur  de  n  au  moins),  les 
deux  fonctions  (Un),  ( — i)''~'(V„),  où  5  désigne  le 
degré  de  \J„,  soient  identiques  entre  elles,  et  les  deux 
courbes  du  nouveau  plan  des  xy, 

««(a:,^)  +  i-i)'"-'bM„  =  o,        y„ix,jr)  =  o 
symétriques  l'une  de  l'autre,  quel  que  soitn,  par  rapport 
à  un  même  point  ('  ).  Ce  point,  unique  ou  non,  est  un 
point  <D,  et  il  n'y  a  pas  d'autres  points  u  que  celui-ci. 

Cas  de  deux  courbes  caucres  dëfiivies  par 

QUATRE  ÉQUATIONS  n'ayAKT  PAS  TOtTTES  LE  MEME  DEGnË{^). 

J'emploie  les  mêmes  notations  qu'au  paragiaplie  pré- 
cédent. Soient  m  le  degré  de  f,  fl  m'  celui  de  /^ 
(m>™'>,)(.). 


(')  La  constante  b  n'interviendra  pas  dans  le  calcul  des  coordon- 
nées d«  c«  point.  Cette  constante  se  trouvera  connue  par  le  fait  des 
conditions  indiquées  :  elle  pourra  être  nulle. 

(■)  Il  n'y  a  eu  aucune  division  algébrique  i.  efTectuer  dans  les  cas 
précédemmenL  traités. 

(')  Si  l'on  avait  m' ~  m,  il  faudrait,  pour  l'existence  du  point  u, 
que  les  qaaiTc  équations  des  deux  i-ourbes  cusïcnl  te  mfme  de^ré. 
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Four  qu'ici  les  deux  courbes  F  et  ^  soient  sjrmc- 
triques  l'une  de  l'aulre  par  rapport  à  un  puiot 

il  faut  et  il  suflit  que  le  degré  de  ^i  soit  égal  à  m,  celai 
de  cps  égal  à  m',  que  y„a  soit  proportionnel  à  sj,  rt 
qu'eulin  le  polynôme /"_,+  a»,  soit  divisible  par  ^t{'\ 
pour  une  certaine  valeur  nou  nulle  de  la  constante  n. 
On  voit  qu'en  désignant  par  S),  Si,  T,,  ï,  lesqualre 
surfaces  représentées  respectivement  par  les  étgtit- 
lions  y,  ^  o,  /ï^o,  a,  =  o,  (pi  =  o,  les  deux  sur- 
faces Sa,  T,,  d'ordre  m',  doivent  être  symétriques  l'ane 
de  l'autre  par  rapport  au  point  u  lui-même.  La  recherche 
du  point  ii>  est  donc  ramenée  à  celle  d'un  point  u'par 
rapport  auquel  ces  deux  surfaces  Sa,  Tj  seraient  sïnni- 
trtques  l'une  de  l'autre  :  c'est  une  des  questions  traitées 
plus  liaut.  Si  le  point  (/existe  et  est  unique,  il  ne  restera 
pins,  après  avoir  calculé  ses  coordoiiuées,  qu'à  vériliff 
l'existence  de  la  constante  a,  ce  qui  [)ourra  se  faire  au 
moyen  d'une  division  (*). 

Examinons  le  cas  où  l'on  trouverait  toute  unedroiicD 
de  points  ci>'.  Le  point  o,  s'il  existe,  doit  être  situé  sur 
cette  droite.  Les  deux  surfaces  Sj,  Ta  sont  ici  deui  ej- 
lindres  parallèles  à  D,  et  l'on  peut  admettre  qn 'aucune 
des  deux  surfaces  S),  T,  n'est  à  son  tour  un  cylindre 
parallèle  à  D,  puisque  autrement  il  suffirait  de  vérifier  si 
un  point  cboisî  arbitrairement  sur  D  est  un  point  m  pouf 
avoir  terminé  la  question.  Rapportons  toutes  les  surfaces 


(')  Au  lieu  de  dire,  en  parlant  d'un  polynôme  :  niU  ou  ifiViiiUe 
par...,  je  dirai  simplement  :  divùible  par...,  faisant  ainsi  lenlf 
dans  le  cas  de  ta  divisibilité d'uD  polyaome  par  un  autre  le  cas  par- 
ticulier où  ce  polynôme  serait  identiquement  nul. 

<  '  )  La  question  serait  terminiSe  si,  pour  ce  point  u',  /_,  était  pr"* 
portionnel  i  s,. 


jh,Googlc 


(  46.  ) 
à  la  droite  D  prise  coinriiu  axe  des  s,  et  conservons  les  no- 
tations eniplovées,  en  remarquant  que  y,  et  *,  contien- 
dront la  variable  z,  et  que /i  eioj  seront  deux  fonctions 
indépendantes  de  s,  dont  l'une  devra  devenir  propor- 
tionnelle à  l'autre  si  l'on  y  change  ;i;  el_^en  — :r  et  — y. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  l'existence  du 
potut  ti>  est  alors  que  le  pol^ynome 
(7)  />(-^.  -/.  as,-ï)-H«?,(:r,^,s> 

soit  divisible  par  ^j.  Admettons  que  ce  point  existe. 
Posons 

Y,(x,r.^)=Vo(^,^)i«+V,(a.,j-)s"-'M-..., 

Rt  soit  Up(x,_j')  le  premier  des  polynômes  l}t(^,y), 
l]t(x,y)-,  . ..,  qui  n'est  pas  divisible  par/i  (').  La  pie- 
inière  des  fonctions  U|)(— zc, — y),  U|{ — x,  — y),  ... 
qui  ne  contient  pas  fj  eu  facteur  sera  Up( — x,  — y). 
Le  polynôme  (7)  étant  divisible  par  cpi,  la  partie  de  ce 
polynôme  qui  a  pour  i-xpression 

-^lIf.+,(-:r,-J')(:i  =,-=)'"-?-'  +  ... 

devra  jouir  de  la  oiâine  propriété.  Prenons,  dans  cette 
expression,  les  termes  eu  z"'~?  cl  3™"?'"'.  Luurs  coeffi- 
cients, qui  sont  les  deux  polynômes 

(-.)— ilUp(-^.  -;r)  +  <.V,(»,^), 

(_,)»-p«[a(„_p),,lIj(_»,  _^)^.ll|i„(-x,  -^-ll 

('}/,  n'est  pas  supposé  divisible  par/,,  ni  f,  par  3,. 
Je  puis  admettre  que  ^  est  plus  pelll  que  m;  cat.  dans  l'Iiypo- 
thése  ^  =  m,  la  fonction  (  7  ),  et  cf  Me-cî, 

sont  divisibles  par  7,  en  mâmc  temps  l'une  que  l'autic,  quelle  que 
soit  du  reste  la  valeur  de  s,. 
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devront  être  divisibles  pu*  çj.  La  première  de  rcs  dinti 
conditious  exige  que  ¥^(2-,^)  ne  soit  pas  divisible 
par  fi  :  plie  fera  connaître  la  valeur  de  la  constante  a, 
La  seconde  condition  donnera  ensuite  la  valeui'  de3a{<). 
Pour  achever  le  problème,  il  faudra  voir  si,  avec  les 
valeurs  de  a  et  z,  ainsi  calculées,  valeurs  qui  seroBi 
uniques,  le  poljnouie  (y)  est  bien  divisible  par  tp^. 

Jl  nous  reste  encore  à  examiner  le  cas  où  il  y  aurait 
tout  un  plan  P  de  points  tu'.  Le  point  u,  s'il  existe,  doit 
appartenir  à  ce  plan.  Prenons  le  plan  P  pour  plan 
des  yz,  et  conservons  les  notations  adoptées,  en  obser- 
vant que/2  <^t  ?i  seront  maintenant  des  fonctions  de  la 
seule  variable  x  (dont  l'nne  devient  proportionnelle  à 
l'auti-e  qnand  ou  y  change  xen  —x),  et  que  nif,  ni  y, 
ne  pourront  être  des  fonctions  de  x  seulement.  La  con- 
dition nécessaire  et  suflisante  pour  l'existence  du  pointu 
est  ici  que  le  polynôme 

(8)  /,(-x,%y,~)',iz^-z)-^-af,{x,j',z) 

soitdivisrbic  par  ç j.  Oi-donnons  le  polynome/')(x,_j',  î) 
par  groupes  homogènes  de  degrés  décroissants  relative- 
ment aux  deux  variables  y,  z,  et  soient 

A„(r)="— P+A,(a;)3™-P-'_y-i-Ai(a-)s'«-c-»_y'+... 

le  premier  de  ces  groupes  dont  tous  les  coefficients  ne 
sont  pas  divisibles  par  /,,  et  hr{x)  le  premier  des  coef- 
iîcients  k.o{x),  A|{x),  K^{x),  ...,  qui  n'est  pas  lui- 
même  divisible  pai'y^.  Je  puis  toujours  supposer,  sauf  à 


(')  On  pourra  généralement  abréger  ces  calculs  deact  s,  en  fii»"' 
à  volonté  l'une  des  deux  variables  j;  ou  y,  aoit  y,  dans  les  ioaz- 
tîons  U,  V,  /„  ipj,  91,  pour  cette  valeur  donnée  à  y,  les  palynones 
ena:,U„Li„...,U„_,ne  sont  pas  tous  divisibles  par/,.  Ici,  f,(x.j-| 
premier  de  ces  polynômes  qui  ne  remplit  pas  «W 
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échanger  les  Ictlres  y,  z,  que  la  variable  jk  figure  dans 
le  tcn-me  correspondant  Ar{it) z"'~P~''y^,  en  sorte  que  r 
n*est  pas  nul. 

Jç  désigne  le  groupe  suivant  par 

Soient  aussi 

et 

D<,(x)s'"-i-'+Di(x)s"'-i-^y-\-Di{x)i'"-l-iy*  +  ... 

les  deux  groupes  de  termes  de  <f,(^x,y,  s)  qui  sont  de 
degrés  m  —  p  et  m  — p  —  i  relativement  aux  deux  va- 
riables _^',  :;.  Dans  l'hypothèse  où  le  point  ta  existe,  la 
partie  du  polynôme  (8)  qui  a  pour  expression 

aç,(^,r,5)  +  A.(-x)(2î,-=)"-P-'-(2jo-r)'- 
-f- Ar+i(—a^)(iaB~ *)"■-/'- '-'(i^g—zK+'-V--- ■ 
-f-Bo{-3;)(a«,-s)"'-/'-' 
+  B,(-cvj(iz,-=)"-P-'i2y,-r)-t-... 


doit  être  divisible  par  ^,.  Donc  les  coefflcicnts  qui 
aQecteut  les  termes  en  z'"''P~''y''  et  z"'~P~''y''"' ,  dans 
cette  expression,  à  savoir 

(-,)"'-pA,(-T)  +  aCr{2^), 

(_  ,)™-y..  <[-,rXo\r'-  3^)  +  B._,  C-  T)]  +  a  D^,  (a:), 

devront  être  divisibles  par  <f  a-  Si  l'on  remarque  que  Cr(j;) 
ne  peut  pas,  d'après  la  première  de  ces  deux  conditions, 
être  divisible  par  fi,  on  voit  que  ces  deux  conditions 
feront  connaître,  la  première,  la  valeur  de  la  eonsiante  a, 
puis  la  seconde  celle  de  y^-  H  n'y  a  que  deux  valeurs 
ttc  a  et  j'g  qui  puissent  satislnire  à  ces  deux  conditions  de 
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divisibilité.  Ces  deux  nombres  étaut  calculés  de  la  sorte, 
si  y,  (x,y,  2)  est  ii)dépeudanL  de  z,  la  question  se  trou- 
vera ramenée  à  voir  si  le  j)olynome  (8),  alors  complè- 
tement connu,  est  divisible  par  f^,  et  tous  les  points  de 
la  droite  y  =: y,,  du  nouveau  plan  des  yz  seraient  des 
points  m.  Dans  l'hypotlièse  contraire,  pour  avoir  la  va- 
leur de  Za,  on  est  ramené  au  cas  qui  vient  d'être  traité. 
Cette  valeur  se  calculera  donc  par  la  condition  que  le 
polynôme 

(_,)™-p-.-i[3(m-p)soUp(-a:,2>o-7)  +  IJp*,(-^.îJ'.-/)] 

soit  divisible  par  la  fouciion  çii  de  x,  Xi^{x,  y), 
Up+i(a;,  j)')  et  Vp_^,  (ic,^)  étant  définis  comme  dans  L-e 
cas.  Il  restera  à  s'assurer  si,  avec  lus  valeurs  uniques 
ainsi  trouvées  pour  a,  y,,  s,,  le  polynôme  {8}  est  bien 
divisible  par  ^1. 

Centre  d'une  courbe  gauche. 

Pour  reconnaître  si  l'intersection  F  de  deux  sur- 
faces Si,  Sj, d'ordres  »n  et  Hi'(m'^Ht),  ayant  pour  équa- 
tions entières 

Mx,y,z)  =  o,         ft(x,y,s)  =  o, 

possède  un  centre,  et  |>our  déterminer  ce  point,  il  suffira 
d'appliquer  les  méthodes  que  je  viens  d'exposer  en  se 
plaçant  dans  le  cas  où  les  polynômes  f^,  fj  sont  les 
mêmes  que  les  polynômes^, ,_/].  Il  est  facile  de  voir  ce 
que  deviennent,  dans  ce  cas,  les  résultats  fournis  par 
l'analyse  précédente.  Je  me  bornerai  à  énoncer  ces 
deux-ci  : 

Quand  m'  est  inférieur  à  m,  si  la  courbe  F  a  un 
centre,  ce  point  doit  être  aussi  centre  de  I  a  surface  ^1  ', 
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Quaud  ni  ^ale  m,  si  le  rapport  de  (y,  )  à  (/i)  n'est 
pas  constant,  la  courbe  F  n'admet,  en  faitde  centres,  que 
les  centres  que  peuvent  avoir  en  commun  les  deux  sur- 
faces S(,  S]. 

L'intersection  de  deux  surfaces  qui  n'ont  pas  le  m^me 
cône  asymptoiique  n'a  pas  de  centre  si  aucune  des  deux 
surfaces  ne  possède  de  centre. 

jRemar^ne.  —  En  supposant  que  les  équations  par 
lesquelles  sont  déGnica  les  deun  figures  F,  $,  distinctes 
ou  confondues,  ne  dépendent  que  de  deux  mêmes 
variables,  on  a,  par  ce  qui  précède,  sans  le  secours  de 
l'élimination,  une  solution  de  ces  deux  problèmes  de 
Géométrie  plaue  : 

i"  Heconnattre  si  le  système  lies  points  communs  à 
deux  courbes  algébriques  admet  un  centre,  et  trouver 
ce  centre; 

a'  Reconnaître  si  deux  systèmes  analogues  au  pré- 
cédent sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à 
ua  point,  et  déterminer  ce  point. 

Dans  les  deux  cas,  le  point  en  question  doit  être  un 
centre  de  courbes  planes  algébriques  dont  on  connaît  les 
équations. 

Nota.  —  Connaissant  les  équations  de  deux  figures 
algébriques,  ou  sait,  ainsi  qu'il  résulte  d'une  Note  que 
j'ai  communiquée  à  rAcadémic  des  Sciences  (■),  former 
des  équations  de  surfaces  du  second  ordre  jouissant  de 
celle  propriété  que,  si  les  deux  figures  sont  symétriques 
l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point  u,  ces  quadriques 
doivent  avoir  pour  centre  le  point  o>.  On  pourrait  faire 
usage  de  ces  quadriques  pour  rceounaitru  l'existence  et 


(  '  )  Complet  rendu*,  ■  ■  scpleinbre  1899. 

Ann.  de  Malhemat.,  î-  série,  l.  XIX.  (Octobre  1900.)         3o 
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la  position  Aa  point  <u;  mais  leur  umploî  sérail  ïiisuBi- 
sant  à  résoudre  la  question  si  elles  pos^JaiL-nt  une 
infinité  de  centres  communs. 


SUR  LE  mmm  de  i;x\gle  «ub  fait  m  buiftob 

Vm  ELUPSOiW  AVEC  SM  PLAN  MAMËTRAL  CIK- 
JUGDÉ; 

Par  m.  BT.UTEL, 

I*ni(cs*rur  de  Mathùmali.iUM  ^périalr* 


Si  l'on  a|>pullex,^,  ^les  paranièirus  <Iirectcurs  d'une 
cordtt,  l'angle  V  tjue  fait  celte  corde  avec  le  plau  dia- 
mélral  conjugué  est  fourni  par  la  foriniilo 


.)  Hn*V('^-t-^-i-^')f«*-Hj-'+*«>- 


Celte  équation,  on  V  est  donné,  déHnil  un  càiie  dit 
quatrième  degré,  lieu  des  cordes  l'époiidania  laqueMioit. 
L'angle  V  sera  maxinmtii  ou  ininimnin  quand  ce  cotie 
présentera  une  génératrice  doubln  isoléf. 

L'application  di;s  inétliodcs  usuelles  j)our  la  rcilienlie 
des  génératrices  doubles  montre  que  ces  généralriics 
sont  iiéeessairenient  dans  un  des  plans  de  coordonnées. 

1°  Une  pari-ille  génératrice  est  confondue  avec  l'un 
des  axes,  cela  exige  siu-  V  =  i , 

2"  Une  pareille  génératrice  u'est  pas  confondue  av<'C 
l'un  des  axes. 

Si  elle  est  dans  le  plan  =  =:  o,  on  démontre  de  suite 


Ile  est  confondue  avec  l'un  des  diamétrei 


»nj"i 
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;aux  il  l'cllipso  principale 


Eii  poi-ianl  culti!  valeur  duiis  l'équalioii  (i),  on  est 
atiicité  11  étudier  le  cùiic 

dans  le  voisinage  de  la  drolle 

■^  _  .y  _  * 

on  bt(;ri,  eu  qui  roviont  an  inùiue,  ci)  pl\;natit  la  Iraui; 
du  lùiie  sur  le  plan  (j'  ^^  i),  tvla  icvieiit  à  étudiur  la 
i-ciuiImj 

dans  1b  voisinage  du  poriii  {x  =  d,  3  ^  o). 

En  y  transpoMaiit  i'oiigiuc,  on  veiilie  que  eVst  Liuii 
un  [)oinl  double  et  que  les  taiigvules  j  suiit  fouinics 
par  l'équalioii 

\»  ?! 

^(«ï-  6»  )'-(<('    -i»)Jl.(,7l—rtl  )(<■'— Aï)  r:,.. 

Ces  tangeiiltrs  selont  imaginaires  si  l'on  a 
(c*— rt*;n;>— A»)<o, 
»v  qui  cxigi-  que  c  soit  IV/.rf  /moi  f/i. 
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On  ti'obtiunt  donc  un  miniinnm  non  s 
soîu,  niais  relatif,  que  si  la  corde  en  question  en 
confondue  avec  uu  des  diamètres  conjugués  ^uxdc 
l'ellipse  principale  dout  le  plan  est  perpendiculaire  t 
l'axe  moyen  ('). 


SOLUTION  Dl  PBOBLÈMR  DR  MÉGANIVUR  PROPOSt 
AU  CONCOURS  D'AfiRÉGATION  EN  189S; 

Pau  m.  a.  db  SAINT-GERMAIN. 


Je  vais,  comme  j'ai  fait  plusieurs  fois  dans  les  Nou- 
velles Annales,  indiquer  une  solution,  Lien  simple,  da 
problème  de  Mécanique  proposé  au  Coucours  J'igré- 
gation  de  1899.  Je  résume  l'énoncé  1 

XJne  sphère  S,  pesante,  homogène,  non  élastique,  ^ 
rayon  p,  âe  masse  m,  d'abord  en  repo^  sur  unplot 
horizontal  H  parfaitement  poli,  est  chot/uée,  ea  m 
point  P  de  sa  surface,  par  un  point  M,  de  poids  mg, 
animé  d'une  vitesse  horizontale  connue  et  non  tM- 
gente  à  S;  après  le  choc,  M  s'incruste  en  P  sur  h 
sphère.  Déterminer  le  mouvement  du  système  aussitôt 
après  le  choc;  dire  dans  quelles  régions  doit  X 
trouver  P  pour  4/ue  la  sphère  soit  soulevée,  ou  ne  le 
soit  pas,  au-dessus  du  plan  H.  Calculer,  dans  les  deux 
cas,  la  perte  de  force  vive.  Chercher,  dans  le  second 
cas,  le  mouvement  ultérieur  du  système. 


i  '  )  Cetle  Note  a  f  té  rédigée  ï  la  démode  de  M.  Appell,  qai  f' 
servi  de  ce  thécirÉmc  de  Giïnmetnc  dsDi  un  arlirtc  relatir  agi  tif 
ricHCcs  d>i  commandiint  Ilarlmaon  {Huttetin  de  la  SocKlé  malh 

niatique  (le  France,  lo"")- 
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Prenons  des  axes  rectangulaires  fixes  dont  l'origloe  O 
coïncide  avec  lu  centre  de  S  avant  le  choc,  OX  dirigé 
dans  le  seus  de  la  vitesse  initiale  du  point  M,  vitesse 
égale  à  V,  OZ  suivant  la  verticale  ascendante.  Soient  x, 
y,  z  Jcs  coordonnées  initiales  de  P  :  j:  est  nécessaîi'e- 
ineiit  négatif.  Je  fais  tjt=:}  et  le  moment  d'inertie  [i 
de  S  autour  d'un  de  ses  diamètres  est?  ,o*.  Je  définirai 
le  mouvement  du  s/stènte  immédiatement  après  le  choc 
par  les  composantes  u,  v,  w  de  la  vitesse  acquise  par  le 
centre  de  la  sphère  ut  par  les  composantes^,  f,  /'  de  la 
rotation  instantanée  <».  La  vitesse  du  point  M,  égale  à 
celle  de  P,  aura  pour  composantes 

u  +  qz-ry,        ç-i-rx-pi,        w  +  py-qx. 

Supposons  d'abord  que  S  doive  être  soulevée  au- 
dessus  du  plan  H  et,  par  suite,  que  te  soit  positif.  La 
somme  des  projertions  des  quantités  de  mouvement 
éunt  la  même  avant  et  après  le  choc,  nous  avons  trois 
équations  : 


la  conservation  de  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  trois  axes  donne  encore 

Io    =^p-^}-{w-\-py~qx)  —  s{v-^rx  —  ps), 
V5  =  nîH-a(M  +qs  —  ry)~x{iv-^py  —  qx), 
—  V^=(*r  +  a!(i'  ■^rx~pa)  —  y{u-\-qî  —  ry). 

Ajoutant  ces  équations    respective  meut    multipliées 
par  X,  y^  z,  on  a  : 
(3)  px--rqy-^r£  =  o, 

celle  équation  exprime  que  u  est  perpendiculaire  à  OP  ; 
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on  pouvait  l'écrire  à  l'avance  parce  <juc  u  doit  être  di- 
rigé suivant  lu  diamètre  conjugué  du  plan  du  couple  dv 
percussion  par  rapport  à  l'ellipsoïde  central  de  S,  qui 
est  lui-même  une  sphûcc.  Les  équations  (i)  donnent 

Je  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (s),  puis, 
en  vci'tu  de  la  relation  (3),  je  i-einplace,  dans  la  j>ri;' 
ntière  des  équations  olitenuea,  les  termes  —  — x 


niùme^^;dans  la  troisième,  les  tenues  en  2  devieinicui 
-;—•  Je  forme  ainsi  trois  équations  i-enferniant  cliacuiii' 
le,    et,    en    remplaçant    [A    par -r  p'> 


une  seule    inconnui 

^■  +  ^^+  ='  par  pî,  j'en  ti 


>Va  ÎVf 

puis  les  équations  (4)  donnent,  après  de  simples  réduc- 
tions, 

iHpt  '  iMp'    "  ,»?• 

Pour  être  d'accord  avec  notre  lij^potlièse,  il  faut  que 
la  valeur  trouvée  pour  w  soit  positive;  x  étant  négatif, 
^  doit  l'être  aussi  et  le  point  P  situé  sur  la  moitié  infc- 
rieurc  de  la  aurfuce  S,  ce  qui  scmlile  assez  évident 
a  priorL 

Calculons  directement  la  perte  Q  de  force  vive  due  au 
choc, 

(\i      -^  *^^  ^'~  "'"  ''"'  "''-M<"'—  («  +  y--'-j-)' 
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rcinpiaçaiit  it,  i',  w  par  li-urs  valeurs  {i),  ou  Li-uuve, 
api-ès  réduclîon  des  tcniiiis  semblables, 

Q^  iV>-  ■/,«'— ^ [C? 3  — /■/)«+(/■«—/»«)'-,-(/>/  — ^r)»]. 

En  venu  (le  rîduntité  de  Lagrange  el  de  la  relation  (3), 
U  quautité  eiilre  cioclicls  se  réduit  à 


Ui»  calonl  analogue  pcrmuUi'aît  de  véiilîer  le  ihéo- 
réiue  do  Cariiot.  Mais  si  l'on  adoiel  a  priori  l'applica- 
liou  de  ee  ibéorèmc,  ou  arrivera  presque  imiuédiate- 
iiienl  à  la  valeur  précédente  de  Q.  Ecrivons,  en  effet, 
tjue  ta  forée  vive  perdue  est  é^ale  à  la  furcc  vive  due 
aux  vitesses  perdues;  on  a 

Ajoutons  membre  à  membre  avec  l'équalton  (5);  il 
ae  produit  d'énormes  réductions  grâce  à  ce  fait  que  S 
<!lait  d'abord  en  repos  et  la  vitesse  initiale  de  M  paral- 
lèle à  OX  ;  il  reste 

v.Q  =  »V*-iV(«  +  y*  +  r/)=3V(V-tt-ifj-t-r/); 

or,  en  veitn  de  la  preinlère  équation  (i),   la  dernière 
pàrentlièsc  est  égale  à  ii,  et  Q  à  \ii. 

Passons  au  cas  où  S  doit  rester  sur  le  plan  H,  w  étant 
nul.  La  sphère  let^oit  du  plan  une  pereussion  N,  mais 
voinmu  celle-ci  est  dirigée  suivant  OZ,  nous  aurons 
encore  les  deux  premières  équations  (i)  et  (4)i  les 
ùquatiims  (a)  an:c  ir  nul  cl  la  relation  (3).  Si,  dans  les 
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équalîoDS  (a),  je  remplace  u  et  c  par  leurs  valeurs  (4;i 
j'obtiens  des  ÀjuatioDS  un  peu  moins  sjmétnqoes  qne 
dans  le  premier  cas  : 

(7)  o=  v-p+yipy  —  q!')—*'^''^^*' 

(8)  iv.1  =t.g^-j^'~^-^     -xipy-qx), 

,    ,                 1-,                     rx  —  ps  qs  —  ry 

<9)  — -yy=[tr-t-ar ^-i—      —  jf3 — __i. 

L'équation  (g)  est  la  m£me  que  l'écjualion  corres- 
pondante dans  le  premier  cas  et  nous  en  tirerons  encore 
pour  r, 

donc,  eu  ^ard  A  l'équation  (3), 

,     ^  5Vv4 

(10)  px^qy^—p-. 

Ajoutons  les  équations  (7)  et  (8)  multipliôcs  par^-  et 
par  —x: 

d'où,  en  posant  x'  +  j'*  =  »*, 

(11)  py  —  qx  = i^— • 

Des  équations  (10)  et  (1 1)  on  tire, 

9P*(9P*-t-âa»>'         *        9P*(9P'-t-5»'>  ' 
et  les  valeurs  (4)  de  u,  v  dcvicnneut 

=  (6Îj:'-i-aBj-'+r8j*)V  _       35  Vj^ 
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La  percussion  N  est  égaie  à  l'accroisseinenl  de  la 
somme  des  r|uaiilîlés  de  mouvement  projetées  sur  OZ, 
ou  kpy  —  yx,  dont  nous  avons  la  valeur  (i  i)  :  or  N 
doit  être  [tositive;  il  faut  donc  que  :rz  soii  négatif  et,  par 
suite,  z  positif  :  le  point  P  sera  sur  la  moitié  supérieure 
de  la  surface  de  S. 

On  peutcalculvr  directement,  comme  dans  le  premier 
cas,  ta  perte  de  foi-ce  vive  due  an  clioc  :  ce  calent  exige 
tjuel({ue  attention.  Mais  on  peut  aussi  employer  la  wé- 
tliode  qui  nous  a  conduit  si  rapidement  au  résulut  :  la 
perte  de  force  vive  est  encore  exprimée  par  la  for- 
mule (5)  où  w  serait  nul  :  le  théorème  de  Carnot  con- 
duit encore  à  l'équation  (6)  malgré  l'intervention  de  la 
percussion  N,  parce  que  son  travail  est  nul  :  en  combi- 
nant les  deux  expressions,  on  trouve,  comme  dans  le 
premier  cas,  que  la  force  vive  perdue  est  égale  à  Vu. 

Le  mouvement  ultérieur  du  système  est  celui  d'un 
solide  de  révolution  qui  glisse  sans  froiiement  sur  un 
plan  horizontal.  Le  solide  a  sou  centre  de  gravité  G  au 
milieu  du  rayon  de  S  qui  aboutit  en  P  :  sa  masse  est 
égale  à  a;  ses  moments  d'inertie  autour  de  l'axe  du 
figure  GP  et  d'une  perpendiculaire  quelconque  menée 
par  le  point  G  sont 

Conservons  les  axes  fixes  du  début  et  définissons  la 
position  du  solide  à  l'instant  t  par  les  coordonnées  ^,  t), 
s  du  point  G  et  par  les  angles  d'Euler  0,  <];,  o;  6  éUnt 
l'auglc  de  GP  avec  OZ,  Ç  est  égal  à  ^p  cosQ  et  la  force 
vive 

aT  =  2Ï'«+aii'>-H  -p'0''sin'0 

-(-  A(0'«+  f  »sin'0)  +  C(?'+  f  cos8)>. 
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Pour  ui)  dti placement  virluct  coinpalîlilu  avet  lesliii- 

fions,  l<;  travail   des  forces  agissant  sur  le  svstéinc  esi 

—  ■tg'ô^  ou  §'^3  aîndôO;  les  équatious  de  Lagrangemli- 

tives  à  5,  /,,  y,  i  soiif 

^'  _  dW  _  dio'-h-if'co-'i)  __ 

tlt  ^  "'  dt   ~  "'  di  ^  "■ 

Les  deux  premières  cxpriiueut  tjiie  ;',  r/  ont  de*  va- 
leurs constantes,  (pii  sont  évidemment  ^V  et  zéro.  \a 
valeur  de  ç'4-'ycos9  est  aussi  coustanlc  cl  égale  à  la 
])rojeetion  de  la  rolutioii  initiale  w  sur  Gl*,  c'esl-à-Jin; 

il ■  ■  -  ou,  (3),  à  7.éio.  On  a  donc  toujours 

Mais  ou  résultat  simplîQc  beaucoup  la  quatrième  équi- 
tion  <lu  Lagrange,  qui  expriiue  alors  l'invariabilité  de 
'ji'siu^Q;  ce  produit,  qui  représente  dans  Ir  cas  acLucl 
la  projection  de  la  rotalion  instantanée  du  système 
sur  OZ,  est  égal  à  sa  valeur  initiale  r, 


Au  lieu  de  la  einquiènie  équallou  de  Lagrange,  \ixv- 
lions  l'intégrale  des  l'orees  vives  :  eu  égard  aux  i-ésuiuu 
précédents,  elle  peut  s'écrire 


^U. 


La  eoiiKtaute  h  est  la  valeur  initiale  du  prenii^r 
meinlire.  Or  p  cosO»  est  égal  à  'z,  psiuQg  à  a;  0^  csl  la 
projeclioit    de  u    sur    une  iioiizonlale   per[x.-udicuUra- 

à  (;P  el  doni   l,s  cosinus  din-cleurs  sont  —  ■^.  ^.  <•; 
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sa  valeur  - — — —  esi  doiiiiéc-  par  la  formule  (i  i).  Rcm- 
plaçanl  les  quantilés  connues  par  leurs  valeurs  et  faisant 
!<■!  réJueliuiis,  je  trouve 


valeur  essentiel!  uni  mit  positive.  SI,  enfin,  dans  l'inté- 
grale dus  forées  vives  je  prends  pour  ineonnue  p  cosQ^  )., 
au  lieu  de  6,  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(  L  i8    9p'  +  5a»  ^^^^'      '•>\^<'  >         ,8 

IjCS  variables  su  séparent  et  t  s'exprime  par  une  inté- 
grale abélienne  en  X^  'i.  lui-niiïnie  oseille  entre  deux 
limites  eompiiscs  entre  —  a  et  p  et  toujours  didëientes. 
Le  cas  de  x=  o  est  exelu;  si  y  est  nul,  i'  et  a'  le  sont 
aussi  ;  t  est  encore  donné  par  une  intégrale  abélienne, 
mais  on  voit  que  le  seront!  menibre  de  l'équation  (m) 
s'aunulc  quand  ),  est  égal  à  zt  p  ou  à 


^(çt?'-^-ix'-)g' 


),  varie  entre  — fi  et  la  plus  petite  des  deux quautilés 7.,, p; 
si  c'est  p,  le  solide  tourne  toujours  dans  le  même  sens 
autour  d'une  parallèle  à  OY  menée  par  le  point  G;  si 
c'est  ).|,  le  sens  de  la  rotation  sera  variable^  si  X,  ^  p, 
GP  deviendra  vertical  au  bout  d'un  temps  infini.  Quand 
z  est  nul,  ),  varie  entre  i'.éro  et  la  raciue  négative  du 
l'équation 
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Éléments  de  i.à  Tb£i>iiie  des  hombhesj  par  M.  S. 
Cohen.  viii+4o3  pages  grand  in-S".  Paris,  Gauiliier- 
Villars,  1900.  Prix  :  12". 

Le  Livre  que  vient,  de  publier  M.  Cahen  tlait  vivement  dé- 
siré et  son  Autejr  a  tous  les  titres  à  notre  reconnaissance. 

Depuis  le  célèbre  Traité  de  Legeodre,  il  n'avait  pas  paru  en 
France  d'Ouvrage  où  fussent  réunies  et  exposées  d'une  façon 
complète  les  doctrines  fondamentales  de  la  théorie  des 
Dombres.  Or,  le  Traité  de  Legendre,  quoique  riche  en  résnl- 
tats,  a  vieilli  sur  beaucoup  de  points  et  ne  répond  plus  aux 
exigences  actuelles. 

D'autres  auteurs,  en  des  Ouvrages  qui  n'étaient  pas  consa- 
crés A  la  tbéorie  des  nombres,  ont  été  amenés  à  exposer  asseï 
complètement  certaines  parties  de  celte  Science;  mais,  natu* 
rellement,  ils  ont  laissé  de  c6lé  tout  ce  qui  n'était  pas  indis- 
pensable à  leur  sujet.  Aussi,  V Algèbre  lupérieure,  de  Serret, 
qui  renferme  des  développements  étendus  sur  les  fractions 
continues  et  sur  les  congrueoces,  est  muette  sur  les  formes 
quadratiques. 

Il  y  avait  ainsi,  dans  la  littérature  mathématique  fraoçaise 
de  notre  époque,  une  lacune  bien  regrettable  à  un  double 
point  de  vue. 

En  premier  lieu,  la  théorie  des  nombres  se  relie  étroitement 
aux  autres  parties  des  Mathématiques,  et  l'on  sait  que,  prin- 
cipalement dans  les  recherches  élevées  de  l'Analyse,  beaucoup 
de  vérités  revêtent  un  caractère  nettement  arithmétique.  Par 
exemple,  on  ne  peut  guère  arriver  à  l'intelligence  complète 
des  théories  concernant  les  fonctions  automorphes,  la  traos- 
formatioD  des  fonctions  elliptiques  et  celle  des  fondions  abê- 
liennes  sans  connstlre  au  moins  dans  leurs  parties  essentielles 
les  propriétés  des  formes  quadratiques  à  coefficients  entiers  et 
des  irrationnelles  qui  s'y  rattachent. 

On  sait  aussi  combien,  dans  ces  dernières  années,  les  ques- 
tions  relatives  à  la  distribution  des  nombres  premiers  ont  con- 
tribué i  attirer  l'attentioa  des  analystes  sur  les  propriétés  des 
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fonctions  entières,'  et  comment  les  recherches  ainsi  provoquées 
ont  amené  de  mémorables  découvertes. 

Les  personnes  désireuses  de  pousser  un  peu  loin  leurs  études 
mathématiques  étaient  donc  obligées,  pour  acquérir  des  con- 
naissances véritablement  indispensables,  de  s'adresser  à  des 
Ouvrages  étrangers,  allemands  pour  la  plupart,  fort  bien  faits 
sans  doute,  mais  dont  la  lecture  n'est  pas  accessible  à  tous. 

Le  Livre  de  M.  Cahen,  appelé  à  rendre  de  grands  services  à 
ceux  qui  veulent  étudier  l'Arithmétique  en  vue  de  ses  appli- 
cations à  d'autres  parties  de  la  Science,  ne  sera  pas  moins  bien 
accueilli  de  ceux  qui  chérissent  la  théorie  des  nombres  pour 
elle-même.  Et  ces  derniers  ne  seront  pas  les  moins  nombreux  : 
Sur  beaucoup  d'esprits,  les  propriétés  des  nombres  entiers 
exercent  un  charme  d'une  singulière  puissance,  dont  on  peut 
discerner  diverses  raisons  :  d'abord,  de  toutes  les  vérités  ma- 
thématiques, celles  de  l'ordre  arithmétique  empruntent  le 
moins  à  l'expérience,  et  les  postulais  dont  elles  dérivent  sont 
ceux  que  l'on  ne  pourrait  rejeter  sans  s'interdire  de  penser.  Il 
suffit  de  dire  :  J'ai  la  faculté  de  distinguer,  d'attocier  el  de 
compter  det  concepts,  pour  en  conclure  avec  une  rigueur  ab- 
solue :  tout  nombre  entier  est  ta  somme  de  quatre  earrét. 
Cela  est  indépendant  de  tout  renseignement  que  nos  sens 
peuvent  nous  donner  sur  te  monde,  et  ce  caractère  d'abstrac- 
tion et  de  certitude  parfaite  revêt  l'Arithmétique  d'une  incon- 
testable beauté. 

En  second  lieu,  les  propositions  de  la  théorie  des  nombres 
ont  fréquemment  des  énoncés  d'une  simplicité  frappante,  in- 
telligibles presque  sans  initiation  mathématique,  même  quand 
leur  démonstration  a  exigé  les  eObrts  de  l'invention  la  plus 
subtile,  même  quand  celte  démonstration  nous  reste  encore 
inaccessible.  Enfin,  cette  étude  qui,  rapidement,  conduit  aux 
problèmes  les  plus  difficiles  peut-être  qui  puissent  se  poser 
aux  Géomètres,  n'exige  point  de  connaissances  préalables.  Le 
premier  venu,  réunissant  les  conditions  de  savoir  lire,  d'avoir 
l'esprit  mathématique  et  de  goûter  les  jouissances  abstraites, 
peut  aborder  la  théorie  des  nombres  et  prendre  part,  après 
quelques  jours,   aux  spéculations  les  plus  élevées  de  l'esprit 

Le  Livre  de  M.  Cahcn  remplit  parfaitement  ce  double  pro- 
gramme :  d'une  part,  exposer  les  parties  de  l'Arithiaétiqae  qui 
sont  essentielles  pour  l'intclligcncecomplcte  d'autres  théories; 
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ilti  l'aulru,  iHre  accessible  aux  li'cteurs  les  plus  dcnuéft  de  |tré- 
paration,  en  ne  faisant  appel  à  aucune  notion  antérieurement 
acquise.  Cette  dernière  préoccupation  est  visible  dans  tout 
l'Ouvrage,  qui,  d'un  bout  i  l'autre,  se  sulTit  à  lui-même.  La 
rédaction  en  est  fort  claire,  les  résultats  sont  mis  nettement 
en  évidence,  au  fur  et  à  mesure  qu'ils  sont  acquis.  Enfin,  de 
nombreux  exemples  numériques  permettent  au  lecteur  de  se 
rendre  compte  de  la  valeur  pratique  des  méthodes  exposées, 
tout  en  le  i-eposani  des  considérations  abstraites. 
L'ne  courte  analyse  montrera  le  plan  que  s'est  tracé  l'Au- 

Lc  Chapitre  I  résume  les  théories  les  plus  élémentaires  con- 
cernant les  opérations  fondamentales,  la  numération,  la  diii- 
sibilité,  les  nombres  premiers,  les  nombres  fractionnaires. 

I.e  Chapitre  11  contient  un  complément  de  ces  théories  élr- 
mentaires.  On  y  étudie  les  diviseurs  des  numbres,  les  indii^a' 
leurs  des  divers  ordres  (dont  des  recherches  récentes  ont 
montré  l'importance),  lu  décomposition  en  facteurs  de  n'..  Le» 
nombres  néf;ati[s  sont  alors  introduits  et  le  Chapitre  se  ter- 
mine par  l'exposé  des  propriétés  les  plus  simples  des  fractions 
continues. 

Au  Chapitre  III,  nous  pénétrons  dans  I*  théorie  des 
nombres  proprement  dite,  avec  la  notation  des  congruences, 
l'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  les  congru 
nomes,  les  racines  primitives  et  les  indices,  les  t 
Fermât,  d'Iiuler  et  de  Wilson.  Ces  derniers  se  trouvent  élé' 
gomment  {généralisés  par  la  considération  des  fonctions  symé' 
triques  des  nombres  inférieurs  à  un  nombre  premierdonné. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  i  l'étude  des  résidus  quadra' 
tiques  et  aux  confirueoces  du  second  degré.  L'Auteur  y  étudie 
avec  grand  soin  celle  célèbre  loi  de  réciprocité,  de  Legendre, 
sur  laquelle  tant  d'illustres  géomètres  ont  exercé  leur  saga- 
cité. Il  eu  donne  les  deux  démonstrations  les  plus  simples  con- 
nues, et  passe  à  l'extension  faite  par  Jacobi  du  symbole  de  Le- 
gendre, extension  si  iinporianlc  au  point  de  vue  des  calcula 
numériques,  indépendamment  de  son  j^rand  intérêt  théorique. 
Il  applique  ensuite  les  théories  précédentes  à  la  résolution  des 
congrucoces  du  second  degré.  Dés  maintenant  (et  nous  ne 
s  pas  à  la  moitié  du  Livre),  te  lecteur  peut  éprouver  la 

.isfaclion  (|ue  donne  la   solution   complète  cl   iri'éprochalilc 

me  question  dinicîlc. 
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Au  Chapitre  V  sont  inti-oiluitf;  les  nombres  incommensu- 
rables, délinis  au  moyen  d'ensembles  de  nombres  rationnels  et 
dont  la  notion,  bien  qu'étrangère  à  la  théorie  des  nombres 
proprement  dite,  est  indispensable  pour  la  suite.  On  étudie  le 
développement  de  ces  nombres  en  fractions  continues,  puis 
vient  l'examen  de«  critères,  malheureusement  encore  bien  im- 
parfaits, qui  permettent  de  distinguer  les  nombres  rationnels 
(les  incommensurables  et  les  nombres  algébriques  des  nombres 
iriinsccDdants.  Le  théorème  de  Liouville  sur  les  nombres  aljté- 
liriques  est  établi  et  le  Chapitre  se  termine  par  l'étude  du  ilé- 
veloppement  en  fractions  continues  des  nombres  nigcbriqucs 
du  second  degré,  les  seuls  sur  lesquels  nos  connaissances  aient 
acquis,  jusqu'à  ce  jour,  quelque  précision. 

Le  Chapitre  VI,  de  beaucoup  le  plus  important,  est  consacré 
à  l'étude  des  formes  quadratiques  binaires.  On  peut  dire  que 
c'est  le  véritable  sujet  du  Livre,  semblable,  en  cela,  à  la 
Zahlenllieorie,  de  Dirichlet;  mais  M.  Cahen,  qui  s'est  évi- 
demroent  guidé  sur  l'illuslre  auteur  allemand,  ne  l'a  pas  imité 
servilement. 

Deux  notions  importantes,  celle  des  groupei  df  substitu- 
tions modulaires  et  celle  des  congruences  de  substitutions, 
dont  M.  Cahen  fait  un  Rm|iloi  svstèmatique,  permettent  en 
elTet  de  rendre  l'exposition  plus  claire  en  bien  des  points 
et,  eii  même  temps,  font  mieui  ressortir  la  philosophie  des 
méthodes  suivies. 

Après  une  courte  étude  des  substitutions  modulaires,  sont 
énoncés  les  trois  ]iroblèmes  fondamentaux  que  pose  la  ques- 
tion de  l'équivalence  des  formes.  Ils  sont  ensuite  résolus, 
d'abord  pour  les  formes  à  discriminant  positif,  puis  pour  celles 
à  discriminant  négatif.  L'étude  faite,  dans  un  Chapitre  anté- 
rieur,  du  développement  en  fractions  continues  des  irration- 
nelles  quadratiques,  rend  la  lecture  de  ces  dernières  page!* 
sensiblement  plus  facile  que  celle  de  Diriehiet. 

J'exprimerai  ici  un  regret  (le  seul  d'ailleurs  que  m'ait  laissé 
la  lecture  de  l'Ouvrage  tout  entier):  c'est  que  le  désir  de  se 
restreindre  ait  empêché  M.  Cahen  de  faire  ccinnaUre  les  repré- 
seo talions  géométriques  si  simples  et  si  ingénieuses  que 
M.  Klein  a  imaginées  pour  les  formes  réduites,  cl  qui  te  rat- 
tachent aux  théories  des  fonctions  modulaires  et  fuchsienncs. 

Le  Livre  est  complété  par  plusieurs  Notes  intéressantes, 
parmi  lesquelles  je  citerai  comme  iiarticuliéremcnt  suggestive' 
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celles  sur  les  nombret  premieri,  sur  le  groupe  modulaire, 
snr  les  /onctions  numériques,  sur  les  nombres  entiers  ima- 
ginaires, et,  enfin,  par  des  Tables  numériques  empruntées  * 
la  Théorie  des  coagruencei,  de  TcliebyclielT, 

Eq  terminant,  je  formerai  l'espoir  que  M.  Calicn  ne  tardera 
pas  à  accomplir  une  promesse  faite  par  lui  dans  la  Prérace  de 
son  Livre  :  c'est  de  nous  donner  un  second  Volume,  suite  na- 
turelle de  celui-ci,  et  consacré  à  l'Aritlimétique  transcendante 
[nombre  des  classes  de  formes  quadratiques,  idéaux,  fonc 
lion  i;((),  etc.].  Ces  théories  ont  fait  l'objet  de  beaux  travaux 
contemporains,  parmi  lesquels  ceu\  de  M.  Cahen  lui-même 
occupent  une  place  distinguée. 

Il  y  a  grand  intérêt  à  les  rcunir  dés  maintenant  en  corps  de 
doctrine  et  tous  les  lecteurs  du  présent  Volume  penseront 
comme  moi  que  nul,  mieux  que  son  auteur,  n'est  désigné  pour 
accomplir  celte  Iftche.  Raoi'I.  Bhicard. 


Page  iS8,  )a  question  573  est  énoncée  d'une  manière  ineiacie 
comme  l'a  fait  voir  M.  Mister  (1B71,  p.  11)  et  doit  être  retirée. 

Pa^e  371,  cinqutAme  ligne,  liseï  tangente  au  lieu  de  génératrice. 

Page  38a,  les  questions  482  et  539  ont  déji  été  résolues  et  duiveat 
être  retirées. 

Hâme  page,  la  question  558  doit  être  changée  en  598. 

Pige  383,  la  question  1856  doit  porter  le  n*  1856"'. 

Page  383,  question  1858,  au  lieu  An  prouves.,  Wstt  prouver. 

Page  38j,  question  1861,  au  lieu  de  montrez,  llseï  montrer. 


AVIS    IMPORTANT. 


Les  questions  proposées  dans  le  numéro  de  septembre 
portent  un  numérotage  erroné.  Au  lieu  des  ««  18S3dl881i 
elles  doivent  porter  les  n"  1867  à  1873.  /Vous  prions  nos 
lecteurs  de  vouloir  bien  faire  la  rectification  néeeuaire. 
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PREKIER  nOKOURS  DKS  «  NOIiVBLLES  ANNALES  > 
POUR  1901. 


Sqirt. 

On  dit  qu'un  point  M  décrit  une  courbe  C  sui- 
vant la  loi  dus  aires,  le  centre  des  aires  étant  un 
point  S,  lorsque  la  portion  de  droite  SM  décrit 
des  aires  qui  varient  proportionnellement  au 
temps  sur  la  sur/ace  du  cône  qui  a  pour  sommet 
le  point  S  et  pour  directrice  la  courbe  C. 

On  demande  d'étudier  les  mouvements  pour 
lesqueh  il  existe  deux  ou  trois  centres  des  aires. 

Conditions. 

Le  Concours  est  ouvert  à  tous  les  Ifictcurs  dos  Nou- 
velles Annales  de  Âfalftémalit/ucs. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  pruiît  de  l'aulecii'  : 

i"  A  uit  crédit  de  loo''. d'Ouvrages  i'i  clioisir  dans  le 
Cauloguede  M.  Gauthier- Villars; 
il"  A  la  puhliealîon  duMénioire; 
3°  A  uit  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

fjes  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  Rédaction 
»VANT  LR  i5  MAI  iQoi,  terme  d'absolue  rigueur- 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment  connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonjnie 
AiiH.  rie  »allu'wal.,  >  tirie.  l.  XI\.  (  Xiivcmbrc  ii/hi.)     3i 
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Dans  ce  dciiiivr  c.-is,  le  Mémoire  portera  un  signe,  unr 
devis»  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  oaebeté  renrennaiit,  avec  la  même  indica- 
tion, te  nom  et  l'adresse  do  l'auteur.  Les  |ilis  cachetéi 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  mai  et  après  le  jugement  prououcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires',  mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  iesjugesdu  Concours.  Cliacuii  comprendra  du 
resie  que  l'insei-lion  d'un  Travail  trop  étendu  serait 
Mistérïellement  impossible. 

1^  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5juin  ii)oi,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard,  publié 
dans  te  junrnut. 

La  RédacLioii,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  n  elle,  se  i-éservenl  la  faculté  ; 

i'  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  nientioD' 
nées,  au  cas  tout  à  faii  exceptionnel  où  deux  Ménioii'es 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  Do  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  eu  éti'e  digue. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  tiltérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'aiitenrdu  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  coimaitre 
sans  relard  s'tl  désire  que  la  publication  de  son  travail 
ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

LkS    RÉniCTEl'RS. 
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[02] 

SOR  LES  SilBSTITUTrONS  UNIFORMSS 
ET  LE  PROBLÈME  DE  IttBBAGE; 

Par  m.  ë.  lAGGI. 


MM.  Leau  et  Lémerav  se  sont  occupés  à  plusieurs 
reprises,  daus  ce  Journal  et  dans  d'auirus  Recueils,  des 
fonctions  itérées 

en  supposant  que  l'itération  de  f^  ne  produise  qu'un 
nombre  Uni  m  de  fonctions  distinctes,  c'est-à-dire  que 

et  M.  Leau  a  iiotainiiieut  démontré  que,  lorsque  les  f^ 
sont  uniformes,  elles  sont  algébriques  et  linéaires  (<). 

Or  on  peut  démoulrer  que  ces  fonctions  sont  linéaires 
non  seulement  dans  le  cas  particulier  d'un  groupe  d'uu 
nombre  fini  de  substitutions  obteuues  avec  une  seule 
substitution  fondamentale  ^i,  mais  même  dans  le  cas 
général  d'un  groupe  de  substitutions  uniformes,  en 
nombre  quelconque  liiii  ou  inlini,  obteuues  par  répé- 
titions et  combinaisons  de  substitutions- fondamentales 
et)  nombre  quelconque. 

On  sait  que,  si^a  (^)  est  une  subsiitution  d'uu  groupe 
quelconque,  la  fonction  f^a{^)i  obtenue  par  inversion 
de  fn-,  fait  aussi  partie  du  groupe  (*)  (dans  le  cas  par- 

(  '  )  Sur  let  fonctiont  Uèrées.  Note  de  M.  I^au  parue  en  1S98  dan« 
le  Bulletin  de  la  Société  Mathématique. 
[')  Feckerchei  tiir  la   Théorie  dei /onctions,  par  H.  lagRÎ.  Be> 
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ticulier  précédcul,  y,  et  Jm-,  fp  ct_/nt_/)+i  soiil  iiivi;rs« 
deux  à  Jeux);  ils'ensuii  quc.sîy),  etyi„50iit  uiiirormei, 
elles  sont  liuéairus.  On  peut  d'ailleurs  entrur  <Iau«  plm 
de  (létaiU. 

Suit  s  uiiesubstîluliond  un  groupe doiiuéquelcouqari 
et  soit 

{.)  ï=/(x) 

la  formule  de  s,  qui  l'exprime  en  x  au  nioven  d'opéra- 
lions  qu'indique  y. 

Le  groupe  qui  contient  s  contient  aussi  son  inverser 
que  l'on  peut  écrire 

où  '.9  est  obtenue  par  inversion  dey*;  or  de  (i)  ou  tire  : 

Si  donc  *  et  T  sont  des  Tonctions  uniformes  de  j, 
c'est-à-dire  si  f{x)  et  «(x)  sont  uniformes,  (i)  et  (3) 
font  voir  que  j  et  x  sont  fonctions  uniformes  l'une  de 
l'autre,  c'est-à-dire  sont  liées  par  une  équation  du 
premier  degré  par  rapport  à  chacune  d'elles,  ou  enfin 
que  s  est  une  fonction  linéaire  de  x,  et  alois  îl  en  est 
évidemment  du  même  de  9. 

11  en  résulte  que,  si  un  groupe  tl'titi  nombre  qiiel- 
coitifue,  fini  ou  injini,  de  substitutions  obtenues  au 
moyen  de  subslituiions  fondamentales  en  nombre 
quelcont/ue,  ne  contient  que  des  substitutions  uni- 
formes, ce  groupe  est  e.rctusii-ement  composé  de  sub- 
it il.ul  ions  linéaires. 

On  peut  aussi  énoncer  ce  fait  delà  manière  suivante  : 
Si  lui  groupe  formé  d'un  nombre  quelcontjue,  fini  ou 
infini,  de  subslituiions  in-ec  des  substitutions  fond»- 
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mentales  en  iioinbrù  ijnelcom/ue,  n'eut  ftas  exclusive- 
ment composé  do  substilutîoni  linéaires,  ce  groupe 
contient  des  substitutions  non  uniformes. 

Lus  considérations  précéduiites  montrent  encore  que 
si  l'on  vvut  constituer  un  nombre  fini  m  de  substitutions 
avec  une  seule  substitution  rondanientale  y,  (x),  ceUti 
Ibnciion  doit  être  algébrique. 

En  fCTut,  si  f,(x)  était  transcendante,  uniforme. ou 
non  unifoi'Rie,  son  inverse,  qui  fait  partie  du  groupe,  le 
serait  aussi  j  or  de  deux  fonctions  transcendantes  in- 
verses l'une  de  l'autre,  l'une  an  moins  a  une  inlinité  de 
valeurs,  sinon  ces  fonctions  sont  algébriques;  toutes 
ves  déterminations  devant  faire  partie  du  groupe,  on 
voit  quf  le  groupe  ne  peut  se  composer  d'un  nombre 
lini  de  substitutions  si  f,  (x)  n'est  pas  algébrique,  ainsi 
<jue  toutes  tes  antres  fonctions  y„  obtenues  par  répéli- 
lion  an  /i(x);  il  est  évident  d'ailleurs  que,  siy,(^) 
satisfait  a  cette  condition,  tontes  les  autres  j  satisfont. 
Si  maintenant  on  considère  un  groupe  d'ordre  quel- 
conque p,  c'est-à-dire  formé  au  moyen  de  p  substitu- 
tions fondamentales 

/.,  /i,  /;.  ■■■>  A"\ 

ce  groupe  contient  comme  sous-gronpe  le  groupe 
d'ordre  un,  formé  au  moyen  d'une  seule,  y,  par  exemple, 
des  p  substitutions  fondamentales;  or  nous  venons  de 
démontrer  qu'un  tel  groupe,  d'ordre  un  ne  peut  iHre 
composé  d'un  nombre  fini  de  substitutions  que  siy,  est 
algébrique  :  il  s'ensuit  qn'm  fortiori  le  groupe  d'oi-dre  p 
considéré  ne  peut  être  composé  d'un  nombre  fini  de 
subslilulions  gue  si  ses  p  substitutions  fondamentales 
et,  par  suila,  toutes  les  autres  sont  algébriques. 

Cette  condition  nécessaire  n'est  pas  suffisante-,  on 
connait  trop    d'exemples   de  groupes  de   substitutions 
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algébriques  en  nombre  iufinî  ]K>ur  qu'il  soit  utile  d'in- 

On  peut  cependant  caractériser  davantage  les  groupes 
d'un  nombie  fini  du  substitutions  obtenues,  soit  avec 
plusieurs  substitutions  fondamenlales,  soit  avec  une 
seule  : 

Si 

/„    /.,     ...,    /„     ...,   /„ 

sont  les  nt  substitutions  algébriques  d'un  groupe  d'ordre 
quelconque,  le  produit 


F(^>=[J/''(^) 


reste  invariable  quand  ou  substitue  à  x  une  quelconque 
des  fonctions  y),  : 

Or  cette  fonction  est  algébrique.  Considérons  donc 
une  fonction  algébrique  quelconque,  uniforme  ou  mul- 
tiforme, 

y=F(T) 

dont  l'inverse,  la  fonction  x  de_^',  ait  m  ■+■  i  valeurs;  les 
fonctions  f  délerminces  par  l'équation 

F,/)  =  F(^)    (1) 

sont  les  fondions  les  pliut  générales  qui  foritteni  ut 
groupe  rfe  /«  -4-  I  substitutions  (y  compris  la  substitution 
identique  f^  =  x),  ¥{x)  'ne  restant  assujettie,  bîeu 
entendu,  qu'à  ces  conditions  :  i"  d'être  algébrique; 
•2."  d'avoir  pour  inverse  une  foncliou  ayant  ni  +  i  va- 
leurs. 


(')  Le  CBS  où  P{x)  est  rationnelle  et  Je  degré  m  + 1  ea  .r  n'e 
qu'un  cas  particulier  auquel  ne  peuvent  ïc  ramener  tous  les  c 
ptï^ihlcï  de»  groupes  cnnfidéri-s  (  Inr,  cïf.). 
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Les  gi-oiipes  obtOHUs  ainsi  ne  sont  pas  necessairemirnl 

(lu  premier  ordre.  Ceux  qui   sont  du   premier  ordre 

forment  la  sotulioii  la  plus  générale  du  problème  de 

Rabbsge  : 

Déterminer  lias  foitclions  itérées  en  nombre  m  telles 

A  ce  sujet  il  y  a  lieu  de  remarquer  igue,  dans  la  solu- 
tion <ju'cH  a  proposée  Babbage,  solution  reproduite 
dans  (|uel(fues  Traités  d'Analyse  ('),  entre  une  fonction 
arbitraire,  ce  qui  si-rait  en  contradiction  avec  «os  con- 
clusions. 

Si/",  est  une  solution  particulière  de  l'équation  fonc- 
tionnelle précédente,  par  excinplc  une  substitution 
linéaire,  il  forme  la  fouction 

où  'l,  est  une  fonction  arbitraire,  ce  qui  duune,  en 
écrivant  ^x  au  lieu  de  '^{x}, 

(6)  o,(.r)  =  J,_,/,;,4_,/,J,,j-. 

Or,  i,  ef!<_,  étant  inverses  l'une  de  l'auti-c,  il  suppose 
que 

(7)  ■V.^^ijr-r. 
pour  en  conclure 

Mais  ceci  suppose  que  -IfiX  est  uniforme  (iranscen- 
dantc  ou  algébrique).  Kn  cil'ei,  si  ^,  (x)  n'est  pas  uni> 
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forme,  J't't'-i-X  »«  l'est  pas  non  plus  el  a  pltitrcurs 
valeurs;  parmi  ces  valeurs  si;  trouve  x,  mais  le.*  autr» 
valeurs  lie  peuvent  ùu-i;  x, -sinon  ^x  secait  uiiifoniie. 
cl  la  formule  (8)  n'est  é(|uivalenlu  à  la  foruiulv  (6) 
(ju'autanL  <]ue  6x  est  uniforme. 

Le  but  de  la  formation  (5)  de  s,  êiaiii  de  jwuvoir 
écrire 


on  doit  tout  d'abord  supposer  (jue'l'i(jr)  est  uiiîfurniv. 
Mais  on  peut  remarquer  en  outre  que,  si  'Vi^n'est  pas 
uniforme  et  a,  par  exemple,  p  valeurs,  chacune  des 
fonctions  <i„x  a  p  valeurs.  La  dernière,  par  exemple, 
qui  est  égale  h  ^_,-l,x,  nu  se  réduit  à  x  que  si  ■{'.,  est 
unirunue.  Supposons,  par  exemple,  que  ^i,  qui  est  uni- 
forme, soit  égale  à  sinx.  On  aurait 

I     X  +  IIIT, 

<p„,,a;  =  4i_ii].,37  =  arc  sin(*.na?)=i  -   tan-'-i)-  — x 

Si  il,  est  une  fonction  rationnelle  de  degré  p  ea  x, 
'{'-i  a/'  valeurs. 

Donc,  daus  aucun  cas,  ni  <J<,  ni  <^^,  ne  jwuvent  être 
multiformes,  et,  par  conséquent,  ces  deux  fonctions 
inverses  l'une  de  l'autre  ne  peuveul  être  que  li- 
néaires.  Mais  alors  les  fonctions  ^„  sont  elles-mêmes 
linéaires.  I..e  procédé  de  formation  des  fonctions  Oh  par 
la  formule  de  lîabbage,  qui  n'est  valable  que  ponr  des 
fonetioiis  ij  linéaires,  ne  donne  donc  rien  si  l'on  se 
sert  de  fonctions  ft  linéaires,  car  on  sait  trouver  dtrec- 
tenieut  tous  les  groupes  de  m  subsiitulions  linéaires, 
(^■pendant,  si  l'on  lonnait  une  solution  /',    non  linéaire 
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d«!  l'éqnatioii  (4)i  la  fortiiulo  (5),  où4i  est  une  l'uiictioii 
liDéairv,  conduira  k  d'autres  groupes  de  m  Gulistîtutioui. 
Mais  ce  ne  sci-oul  encore  «videDiinuiil  <]uc  des  solutions 
parti  eu  lièi-L-s  du  probtèmi;  de  Babbage. 


[oa] 

suit  IJNB  CLASSE  M  COlIHBfiS  PLAHES  RBMAR(II AILES; 

I'ab  m.  EaxEST  GESÀRO. 


II  y  a  des   liaisons  simples  et  iioiiibrctises 
courbes  reprësctilécs  par  l'équation  iiiLrinsèqui 


"Jm- 


"k  cl  y.  étant  doiiY  constantes,  dont  ta  première  peut  être 
-prise  indillëreninieiit  avec  le  signe  -l-  on  — .  Il  faut  re> 
niarfjucr  que,  pour  (*  =  —  2,  réquation  (i)  représente 
une  ligne  cycloïdalo.n  savoir  la  cycloTde  pour  ±).^  1, 
une  é/ticjcloïih  pour  î.*>-  1,  une  hypocycloïde  jwnr 
).*<;i.  En  particulier,  pour  ±À  =  a,  3,  j,  I,  e'C,  on 
trouve  respectivement  l'à/ncycloïde  à  deux  iebronsse~ 
ments,  la  cardioïde,  Vastroïde,  V hypocycloïde  à  trots 
rebroussemftnts,  etc.  Pour  [i  ^ — i  la  courLe  repré- 
sentée pai'  l'équation  {\)  c&l  parallèle  à  la  ligne  cyctol- 
dale,  qui  correspond  à  la  uiéiuc  valeur  de  )..  Pour  [*  =  1 
la  niiïme  équation  représente  une  alysoïde;  el,  en  par- 
ticulier, si  ±  À  =  ^,  la  chiiinette.  Elle  représente  aussi, 
pour  a  =v  2  et  ±  X  =  I ,  la  chatnelte  d^ égale  résistance; 
pour  [i  =  4  <■'*  ±5.^3,  la  Ivmniscale  de  BernouUi; 
pour  [A  =  5  et  ±À=;-J-,  la  parabole;  pour  [jt=^ï  et 
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=  y,  Vfryperboîe  éçuilatère.  Enfin,  plus  généi'ale- 
,  pour  ±  ).  ^  }t  —  I  I'é<]Uation  (i)  représente  une 
ipirale  sinusoïde,  yiour  ±  X  =  i  jji§  i  ntie  ligne  de  Ri- 
haucour,  et  pnnr  =hÀ=[jL^i  une  autre  importante 
amîlle  du  couibus,  catartérisëcs  par  la  propriété  que 
euts  circonférences  oscnl atrices,  léduiles  dans  un  rap- 
[K>rt  constant  autour  dei  points  de  contact  correspoii- 
nnts,  au  lieu  de /tasser  par  un  f?oint  Jîxe,  comme  dans 
;3  spirales  sinusoïdes,  ou  d'être  normales  à  une  ménie 
droite,  comme  dans  les  ligues  de  Ribaucour,  sont  Mn- 
gentes  à  une  droite Jîxe.  LticaSK^icrplé  {àz'k=  i,  j*=  ') 
est  celui  d'une  atysoïde  particulière  (p  ^a-i-  j-)'  ''*•* 
des  points  milieux  des  rayons  de  courbure  d'une  cliaî- 
nette  d'égale  résistance. 

.  Pi'Snons  comme  axes  (  mobiles)  la  tangente  et  la  nor- 
male en  un  [wiut  queleouque  M  d'une  coui-be  (i),  et 
partageons  le  rayon  de  courbure  en  M  dans  un  rappoit 
constant  par  un  point  M'.  On  sait  (*)  que  les  variatîovs 
absolues  des  coordonnées  de  ce  point  (x  =  v^y  ;=  ^?). 
sont  données  par  les  formules 


{'i) 


qui  deviennent,  dans  le  cas  actuel,  .r^  i  —  k,y  =^h-^> 
d'où  l'on  déduit,  pour  exprimer  l'arc  de  (M'), 

D'autre  part  on  a,  en  vertu  de  (i). 
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Donc,  si  l'on  atu-ibne  à  k  l'une  ou  l'antro  dus  valeurs 
suivantes 

on  obtient  deux  iigDrs(Mi)  el(Mi),  dont  les  arcs  sont 
donnés  par  les  formules 

^__!_/e.V       ^'-    '   C'Y 

ds   ~  \-\-\  \aj    '  ds   "  T^^\aJ 

de  soi'ie  que 

=  /•    >■<? 

Comme  o»  a,  d'ailleurs,  -r-  +  -r-  =  a,  on  voit  que  tes 
deux  lignes  pailttgent  haintonif/iwinent  les  rayons  de 
courbure  de  (M).  En  oulre  lu  coeriicient  angulaire  de 
[a  tangente  à  (M')  est 


(X  +  .)„  =  (X-.)*,= 


■^t^-^W- 


Il  en  résulte  que  les  inclinaisons  des  tangentes  à  (M|) 
et  (Ml)  sur  la  tangente  à  (M)  sont  deux  angles  supplé- 
mentaires, 9  et  i:  —  !o,  définis  parla  formule 


=ar 


Dune  (M|)  et  (Mj)  peuvent  être  considérées  comme  les 
deux  branches  de  l'enveloppe  d'une  circonférence  lî, 
qui  joue  par  rapport  à  (iM)  te  in£-me  rôle  que  la  circon- 
férence dîrecirice  pour  les  lignes  cycloïdales,  puisque 
le  centre  de  courbure  de  (M),  en  tout  point  M,  appar- 
tient A  la  polaire  de  M  par  rapport  à  11.  Le  leiili'c  de  11 
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I  putDl  Mo,  duiit  lus  coordoiiiiéus 

X'f    dp  ),• 


soitt  pi'Oporiiuii  lie;]  les  aux  caordoiitiûtis  du  cuoire  de 
courbure  Je  la  dëveloppée  de  (M).  Doue  ce  dernier 
poinise  trouve  toujours,  eoDtine  dans  !«  cas  (tt^  — 2I 
des  lignes  cvcloïdales,  sur  le  diatiièlrc  de  û,  qui  passe 
par  M, 

Ce  qu'il  y  a  de  rcmaixjuablc  cVslque  les  courbes  (M,), 
(Mi),  (Ml)  appartiennent  lotîtes  à  la  classe  définit 
par  l'i'-tf nation  (1).  Remarquons  d'abord  qu'où  a 

sincp     \a/  -ip        <^         ap 

d'où  i'oii  <]éduit  l'angle  de  coiilingeiice  de  (M')  : 

P  P  ^       V        ai/  P 

Li^s  l'ayons  do,  <:oui'liure  de  (M,)  ut  (M^)  sont  <l0Dt 


■<X-^.)(' 


'(l-lM»).- 


Ou  vérilie  aisénieut  que  les  centres  île  courbure 
(le  (M,)  e?  (Mï)  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  àt 
cotubure  de  (M).  Il  suffit  de  porter  les  derniers  résuluf 
dans  les  lorinules  (3)  pour  trouver  que  (Mi)  et  (M/i 
sont  derinies,  parmi  les  courbes  (1),  par  les  valeurs  sui- 
vantes des  paramètres  X  et  p  : 

i  =  y-  -^  i^  3.   ^  ^^  -    !J  _       _     aj' 

Quant  à  (M|i)i  l'application    des  formules  (2)  aui 
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coorduiinées  (4)  donne 


1   c  +  i  /p\C 


Comme  on  devait  s'y  attendie,  les  laiigeriles  à  (M) 
et  (M()  en  deux  points  trorresjiondaiits  sont  parallèles. 
Il  s'ensuit 

dto  _  1  fi  +■  a  /9\^  ^n  _  ''* 

di  ~  a  J»— I  \a}    '  pj  ~   p  ' 


d'où 


peul  éli'c  m 
it  <]ue 


L'expression  6.ks„  peul  élic  mise  sous  une  forme  très 
simple  on  remarquant  <]ue 


d'où 

.=(X'-l)(*„H-a-). 

EuQu,  par  rétiminalion  de  p  eitlre  les  (.'galités  (5),  ou 
arrive»  voir  <|ue,  dans  la  classe  (r),  la  courbe  (Mg)  est 
caractérisée  par  les  valeurs  suivantes  des  paramètres  7. 


>,=  - 


^=~ 


On  suppose,  bicu  entendu,  que  (M)  ne  soit  pas  pa- 
rallèle à  une  ligne  cjcioïdale.  Dans  ee  cas  (i*  ^=  —  i)  la 
seconde  formule  (5)  montre  immédiatement  (jue  (M«) 
est  une  circonférence.  II  faut  remarquer  aussi,  dans  le 
cas  général,  (|ue  le  rayon  de  Q,  évidemment  égol  li 


=^ar 
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puni  èUi;  uiix  sous  l'uno  ou  l'aulre  dus  formes  suivantes  : 


B  =  ^ilili_.         R  = 


d'où  l'on  déduit  que  (M«)  itVsl  autre  ijue  la  ligoc  (Mj) 
relative  à  (M,),  en  même  lumps  <|uVlli!est  la  lîgiin(M,) 
ruiativc  à  (Mj).  Oit  remarqueia,  en  particulier,  que 
si  (M)  est  une  ligne  de  Rîbaueour  (^  =  j  ^),  il  en  est 
de  niî^me  de  (Mo),  et  que  les  deux  ligues  admettent  la 
droite  (M,)  comme  directrice,  tandis  que  pour  (M,)oii 
a  X)  =  [*i.  11  en  résulte  que  toute  courbe  (i),  à  para- 
mètres égaux,  peut  tïtre  considérée  conitiie  l'enveloppe 
des  circonférences  décrites  des  points  d'une  ligne  de 
Ribaucour  comme  centres,  tangenliellentent  à  la  di- 
rectrice de  celte  ligne.  Ou  peut  aussi  la  considérer 
comme  le  lieu  des  conjugués  hurmoniijues,  par  rapport 
nux  rayons  de  courbure  d'une  ligne  de  Jîibaucour, 
des  points  de  rencontre  des  normales  à  cette  couiie 
avec  la  directrice;  et  les  cenlres  de  courbure  des  detii 
lignes,  en  deux  |K>inl9  correspondants,  ne  trouvent  tou- 
jours  sur  une  per|)endteulaire  à  la  directi-ice.  Nous  n'ia- 
sistons  pas  sur  une  foule  d'autres  propriétés,  qu'il  serait 
aisé  de  déduire  des  fornmies  qui  précèdent. 


[M'8h?] 
FOKVBS  It&llIITIS  Wmt  REL4TI0N  TKIPLEHElIfT  Umtl 
BNTRE  TROIS  VARUILBS; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 

1.  Considérons  la  relation  trîpleinenl  linéaire 
(I)  Aj7J  +  H,j':-4-..,+  Cia:-H...-i-D==o. 

Si  l'on  suppose 
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en  posa»lx  =  x'+n,  j  =y+ A,  ^  =  j'+c,  on  peut 
faire  que,  dans  la  relation  de  même  forme  qui  lie  x\ 
y,  z\  on  ait 

B',C',=  B;c;  =  BiC;  =  AD'; 

vil  supposant  iy=o  et  on  supprimant  les  accents,  on  a 

■      AT>'s  +  B,r5^----+AD('^-4-...')-i-D=.. 

I.  L  ± 
'  Bi  B*  Bi  " 

.        .ad(|:....).,>-„. 

Si  l'on  pose 


A'AB,B,BiXYZ-,-A'B,B,B,(YZ+...» 

-vtAD(X  +  ...)-^D  =  o. 

Le  rapport  des  coedicients  pris  de  deux  en  deux  est 
le  même,  et  l'on  peut  disposer  de  A'  pour  que  ce  rapport 
ait  la  valeur  +i  OU  la  valeur  — i,  selon  le  signe  du 
produit  BiB^BtD;  il  suffit  de  poser 


^0; 


s  formes  réduites 


X-f-Y-hZ  +  tXYZ     _  „ 
'^*  n-t(YZ-^Z\-^XY)  ~ 

D'ailleurs,  £  est  le  signe  du  discriminant  du  premier 
inembru  de  la  relation  (i)  renduu  IinmoRène;  on  pent 
le  voir  en  consiil<'rant  In  rrl.ition  (a). 
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On  pcul  exprimer  .V,  Y,  Z  par  les  formulos 

I  X  =  taii"»,  Y  =  tan  Kl',         7,  =  tansu-, 

i  X  =  Tliu,-      ï=Tht',        Z  =  Tli.i-. 

<"■=-■!     „;,..-„..eo„.,..., 

les  Tli  vUtDlilcs  tangentes  hyperboliques. 

A  priori,  sauf  des  conditions  d'inégalité  et  des  cou- 
ditions  de  réalité  qui  se  trouvent  vérifiéesd'après  ceipi 
précède,  ou  doit  pouvoir  exprimer  les  variables  x,j,  » 
de  ta  relation  (i)  par  des  formules  de  la  forme 


(i)    ■'      1'       ^^'^'*"  M 


T(K),         ^~-  =  T(.'),         _^=T(«> 


les  T  étant  des  tangentes  circulaires  ou  lijrperliolîqoes; 
on  aurait  pu  craindre  toutefois  que  les  relations  (i) 
amenées  par  les  formules  (4)  ue  fussent  soumises  à  uik 
condition  invariante  :  on  a  vu  qu'il  n'en  est  rien. 

%  Voici  une  application  :  Soit  S  une  surface  du  troi- 
sième ordre  ayant  trois  points  doubles  A,  B,  C;  nons 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  ces  points  sont 
les  points  à  l'infini  sur  trois  axes  de  coordonnées  Ox, 
O^,  Or. 

L'équation  do  la  surface  est  évidemment  linéaire  par 
rapport  à  cliacune  des  variables  x,  j',  s  ;  elle  est  de  la 
forme  (i).  Par  un  trunsi)ort  d'origino  et  en  rempla- 
çant X,  y,  z  par  des  quantités  proportionnelles  X,  V,  T. 
on  arrive  eu  général  ù  l'équatiou  (2)  ou  aux  foi-- 
niules  (3)  et  (3'};  ou  pourrait  d'ailleurs  employer  1rs 
formules  (4)-  Parmi  les  cas  écartés  se  trouve  le  ras  où 
l'on  auiait 

iJ'rr  ,.,  Ç.\  '-^  f,.  C.  --  O.  C,  r^  o: 
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la  surface  aurait  alors  un  <jualrièiuo  point  doulilu  :  ce 
serait  la  surface  corrélative  de  la  surface  de  Steîner;  !e 
dtscrîminaDl  dont  ou  a  parlé  serait  alors  nul. 

Cherclions  les  droites  de  la  surface  représentée  par 
l'équation  (2).  Comme  A,  B,  C  sontdes  points  doubles, 
on  a  d'abord  les  droites  BC,  CÀ,  ÂB.  Une  autre  droite 
située  sur  la  surface  perce  le  plan  ABC  en  un  point 
situé  sur  l'une  des  droites  BC,  CA,  AB  :  elle  est  donc 
dans  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  de  coordonnées. 
Comme  un  plan  X^Xi  coupe  la  surface  suivant  une 
conique  passant  en  B  et  C,  si  cette  conique  se  compose 
de  deux  droites,  deux  cas  sont  possibles  :  l'une  des 
droites  passera  en  B,  l'autre  passant  en  C,  ou  bien  l'une 
des  deux  droites  sera  confondue  avec  BC,  le  plan  X  3=  X| 
étant  alors  tangent  à  la  surface  le  long  de  BC.  On  obtient 
les  droites  en  question  comme  il  suit  : 

1"  Avec  les  formules  (3'),  l'hypothèse  Xr^y'easi, 
ou  Thu^  1,  ou  11  =  00,  donne  u  ou  w égala  — 00,  Thv 
ou  Thif  égal  à  —  1 ,  c'est-à-dire  que  la  relation  entre 
Y  et  Z  devient 

(Y  +  0(Z  +  ,)  =  o; 

avec   les    formules   (3),    l'hypothèse    X^v^e^^i   ou 
tangif  ^  i  DU  u  ^  iaa,  donne  de  même 


Si   l'on  considère  ators   l'hexaèdre  dont  les  plans  de 
trois  faces  ont  pour  équations 

X  =  t/Ï,        Y  =  /s,        Z  =  /i, 

les  plans  des  trois  autres  faces  ayant  pour  équations 

\  =  ~</l,        Y=-i/l,        Z  =  -/i, 

les  six  droites  à  distance  iinie  obtenues  en  coupant  le 
Ann.  de  Malhémat.,  V  sùrie,  1.  Xl\.  (  Nuve mlirc  r^ip.)     Sa 
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premier  trîédi'e  par  le  second  dessinant  sur  la  surface 
un  contour  hexagonal  gauche  A'B"C'A'B' C'A'. 

2°  Avec  les  formules  (3)  ou  (3'),  l'hypollièse  ii  =  S 
donne 

c'est-à-dire  que  l'hypothèse  X  =  H  donne 

le  plan  X  =  H  est  donc  tangent  à  la  surface  le  long 
de  BC,  et  il  donne  sur  la  surface  une  droite  située  daai 
le  plan  des  deux  droites  B'C  et  B'C.  Chacun  des  deux 
plans  Y  =  H,  Z  =  H  donne  de  même  une  droite  de  la 
surface. 

Un  calcul  direct,  effectué  en  partant  de  X  =  X|, 
montre  ({ue  la  surface  n'a  pas  d'auti'es  droites.  Si  l'oii 
compare  ce  calcul  à  celui  que  doit  donner  la  surface 
gënérale  du  troisième  ordre  contenant  les  droites  BC, 
CA,  AB,  on  trouve  qu'il  faut  ici  compter  quatre  fois 
chacuue  de  ces  trois  droites,  deux  fois  chacune  des  six 
droites  A'B",  . .  .,  et  une  fois  eliacune  des  trois  autres 
droites 

3x4  +  6x3  +  3x1  =  27- 

Si  l'on  effectue  le  calcul  sur  i'équatiou  (i),  ou  n'aper- 
çoit pas  aussi  facilement  le  contour  hexagonal  dont  il  a 
été  question  (Cf.  Nouvelles  Annales,  p.  i4i  ;  1894). 

3.  M.  d'Ocagtie  a  appliqué  la  méthode  nomogra- 
phiqueà  la  relation  (i),  en  traduisant  celte  relation  par 
l'alignement  de  trois  points,  dans  le  cas  où  le  discrimi- 
nant est  positif  ou  nul  {Bulletin  de  la  Société  Mathé- 
matique, p.  53;  1898).  Pour  le  cas  où  le  discriminant 
est  négatif,  les  formules  (3)  donnent  une  relation  gra- 
phique assez  simple  entre  les  trois  variables  auxi- 
liaires X,  Y,  Z. 
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[04h] 

SIR  L'UKLICOÏIIB  GÉNBIIAL; 

Pas  m.  l'abbé  IS5ALY. 


Oa  sait  que  ce  nom  a  «l«  donné  au  lieu  géométrique 
représenté  par  le  système 

(i)  j;=  rcos9,        ^  =  /-sioB,        3  =  f(r) -\- a^. 

C'est  une  suiTacc  qui  jouit  notamment  de  cette  pro- 
priété que,  à  l'aide  d'une  détermination  convenable  de 
la  fonction  o,  elle  devient  apte  à  reproduire  toute  une 
série  de  surfaces  miiiima  allant  de  l'Iiélîcoïde  gauche, 
à  plan  directeur,  à  l'al^saéidu  de  Bour. 

Il  s'agit  de  déleniiîner  celle  l'oncliou  o  jiar  um; 
méthode  simple  et  directe,  n'empruntant  rien,  nï  à 
l'équaiion  de  Lagraiige  y  relative,  ni  à  l'intégrale  du 
Monge,  ni,  par  conséquent,  à  l'emploi  si  sujet  à  cau- 
tion (selon  nous)  des  lignes  cooi'données  dîtes  de  lon- 
gueur nulle, 

A  cet  eBet,  nous  ferons  observer  d'abord  que,  d'après  . 
iiotn^  article  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  (p.  56; 
1900),  la  condition  caraclérislîque  de  toute  surface  mi- 
nima  peut  s'écrire 
(a)  —94-/1'— 2/1  cos*  =  0. 

Or  si,  d'auire  part,  on  met  le  «arré  de  l'élément 
linéaire  sous  la  forme  appropriée 

rfS'  =  A»  du*  -+•  A''  da'*  +  a  B'  dw  du', 
laquelle,  rcmarqiions-le,  entraîne  cos*  =  j-j-,,  on  éta- 
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blira  sans  dîfGculu:  les  relations  de  proportïonual ité 
suivantes  : 

"  ?  _■    P'    _  P_ 

^■>"^'""' 

les  déterminants  bien  connus  D,  ly,  ly  correspondant 
(nous  permutons  les  accents  dans  leur  notation  habî- 

du'  '  eu'''  duàu' 
Il  s'ensuit  que  la  condition  (2)  peut  aussi  s'écrire 

(a')  A'»D-i-A»D'— «B-D-so. 

Ceci  posé,  revenons  à  notre  liélicoide.  On  déduîl 
immédiatement  de  ses  équations,  dans  l'hypotlicse  ie 
Il  =  9,  u'=  r  : 

k*=r*-t-a^,         A''=r-l-ç'*,        B'  =  ay', 
D  =— r'o',  D'=— /-ç',         D'=a. 

Portant  ces  valeurs  dans  (a'),  on  arrive  à  réf]uatîon 
différentielle 

(3)  j-<r»  +  a«)y'+  {r>-i-  aa»)ç'  +  r»y'»  =  o, 

équation  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Pour  cela  nous  posons 
d'abord 

*- "9  =  :  =  ?('•), 

et,  conséquemment, 

.=/(0,      »V)=^-^,.      <w— /lui; 

ce  qui  nous  permet  de  donner  à  l'équation  (3)  la  formi;, 
tout  autrement  avantageuse, 

/■('■'+ a')/'- (/■•-!- aa')/'- r>  =  o, 

voire  celle-ci 

(3')  .(..+  „.)^^_(,.>+,.,)||_,,  =  „. 


jh,Googlc 


(  5c  ) 


par    là 


1'/-       a»       ■!     •      I 
j=î-  =  -i-<'J  il  viendra 


C'esl  une  équation  de  Bernoulli.  On  la  Iraugrornie 
en  une  équalion  linéaire  en  y  posant  v^=w.  Elle 
devient  ainsi 


r(r»-f 


»') 


Intégrant  et  désignant  par  hi>  la  constante,  on  en 
conclut 

d'où 


Pour  achever  le  calcul,  multiplions  haut  et  bas  par 
'r^  +  a^  ;  nous  aurons 


VC-'+o'K'-' 


Or  si,  après  avoir  posé  p  =  r*  dans  la  première  inté- 
grale et  —  =  r  dans  la  seconde,  on  fait  respectivement 
dans  chacune 

/(p  +  a'J(p  — ni»)  =  (p-t-a')/, 
t/(i  +  a'p,)C'-'"'pi)  =  ('~'»'p.)(i. 


1  trouvera  enfin 


/r'+g'  -■-  y/r'- 
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C'est  la  fonclion  qu'il  s'agissait  de  définir.  Elle  coïn- 
cide (au  signe  prés  du  deuxième  itraie)  avec  celle 
donnée,  pour  la  première  fois,  parSchcrk.  On  consUti: 
d'ailleurs  qu'elle  reproduit  bien,  pour  m^o,  l'béli- 
coïde  gauche  et,  pour  a^o,  l'alysséide,  ainsi  que  nous 
l'avions  annoncé  dès  le  début. 


BËMONSTRATrOK  GÉOMÂTRfQUS  D'UNB  PROPRIÉTÉ 
»SS  N0RM4LES  k  INS  GOKIQIR  A  GBRiTRB; 

pAn  M.  A.  VACQDANT. 


I.  Thëorèmr.  —  Si  un  point  décrit  une  normale  en 
b>,  à  une  conique  C,  les  pieds  des  trois  autres  normales 
menées  de  ce  point  à  C  sont  les  sommets  d'un  triangle 
dont  les  pôles  des  côtés,  par  rapport  à  Ci,  sont  sur  une 
hyperbole  é^nilatère  H  passant  par  te  centre  deC, 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  C  et  son 
centre  au  point  iù  de  C  diamétralement  opposé  à  Wi- 

Cette  propriété  est  connue  ;  par  exemple,  elle  est  in- 
diquée, en  partie,  sous  sa  forme  corrélative  dans  l'Ou- 
vrage de  M.  E.  Duporcq  (Premiers  principes  de  Géo- 
métrie moderne,  p.  70)  ;  on  la  rencontre  aussi  dans  un 
article  de  NcuLeig  [Nouvelle  Correspondance  mathé- 
matique, t.  VI). 

Ou  peut  démontrer  très  simplement  cette  proposîtiou 
en  se  servant  de  la  l'elation  qui  existe  entre  les  pôles 
de  deux  coi'des  d'une  Conique  telles  que  les  normales 
aux  extrémités  de  ces  cordes  concourent,  savoir  :  le  pôle 
de  l'une  des  cordes  est  le  centre  de  l'autre,  en  appc- 
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laiit,  avec  Laguerre,  centre  d'une  droite  par  rapport  n 
des  axes  du  coordonnées  rectangulaires  le  point  dont 
les  projections  sur  les  axes  sont  symétriques,  relative- 
ment a  l'origine,  des  points  où  les  axes  sont  rencontrés 
par  la  droite  ;  celle-€i  sera  la  cenliale  du  point. 

Soient  P  un  point  de  la  normale  en  o),  à  la  conique  C 


et  A),  dj, 


ieds  des  trois  autres  normales  à  C  n 


nées  par  P.  La  corde 


de  C  en  ^i  et  Yi  i  le  point  a',  gui  se  projette  en  p,  et  yi 
sur  Ox  et  0/est  le  symétrique  par  rapport  àO  du  pôle  a, 
de  1»  corde  ajd).  Dans  le  rectangle  O^i  a', yi  les  diago- 
nales Oa', ,  p,Yi  se  coupent  en  leur  milieu  a'  et  sont 
également  inclinées  sur  Ox  et  Ojr.  Soit  O'  le  symé- 
trique de  O  par  rapport  à  o),  ;  la  droite  O'a',,  paral- 
lèle à  u,  a',  et  la  droite  Oa',  étant  également  inclinées 
surOx,  Oy,  forment  deux  faisceaux  Itomographiques  ; 
les  rayons  liomologues  et  parallèles  de  ces  faisceaux 
sont  parallèles  à  Qx  et  Oy;  donc  le  lieu  de  n',  est  une 
hyperbole  (k|uilatère  passant  en  O  et  O*,  de  centre  ci>, . 
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Le  lieu  du  ot| ,  sjniéiriquv  de  i\  par  rapport  à  O,  est  une 
hyperbole  équilatère  H,  passant  ea  O,  de  centre  u  âin- 
métralemeot  opposé  à  td,  sarC,  ayant  ses  asymptot» 
paraliêles  aux  axes  de  C. 

On  remarquera  qu'il  existe  une  inanité  de  triangle* 
teis  que  «,  atXg  inscrits  à  H  et  circonscrits  à  C;  les  nor- 
males aux  points  de  contact  a,,  aj,  n,  des  côtés  d'un 
triangle  a,aga]  avec  C  concourent  en  an  poiut  situé 
sur  ia  normale  eu  tu,  à  C. 

liéciproquernent,  si  une  hyperbole  équilatèie  H  a 
son  centre  en  un  point  to  d'une  conique  C  et  ses  asymp- 
totes parallèles  aux  axes  de  C,  on  peut  lui  inscrire 
une  infinité  de  triangles  qui  soient  en  niéme  temps 
circonscrits  à  C.  Les  normales  aux  points  de  contact  des 
côtés  de  l'un  do  ces  triangles  concourent  en  un  même 
point;  le  lieu  de  ce  point  est  la  normale  menée  à  C 
au  point  cu)  diamétralement  opposé  à  ta. 

En  eflet,  si  l'on  considère  la  normale  en  u,  à  C  et  un 
point  P  de  cette  normale,  les  tangentes  à  C  aux  pieds 
a,,  Oi,  0)  des  trois  autres  normales  menées  à  C  par  P 
se  coupent  deux  à  deux  en  des  points  et,  ,aci,E)tj  situés  sur 
une  hyperbole  équilatèi-e  H'  passant  en  O,  de  centre  w, 
d'asymptotes  parallèle*  à  Ox,  Oy.  Donc  H'  est  iden- 
tique à  H. 

II.  Théobëmb.  —  Le  triangle  a.,  a,  a.^  inscrit  àH  et 
circonscrit  à  C  est  aussi  inscrit  à  uneconiqueC,  coaxiate 
àC. 

En  ellèt,  le  triangle  Ox  y  ,  ayant  pour  sommets  O 
et  les  points  à  l'infini  sur  les  axes  Ox,  O^,  et  le  triangle 
aia^Ot  sont  inscrits  dans  l'Iiyperbolc  d'Apollonius 
(■),  <T,  (1.^(1]  ;  donc  ces  triangles  sont  conjugués  par  rap- 
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port  à  une  conique  I'  qui  aura  dès  lors  pour  axes  Ox, 
O^.  Si  l'on  prend  la  polaire  réciproque  de  C  par  rap- 
port à  r,  on  a  une  conique  C  coaxiale  à  C  et  inscrite 
dansaiHiaj;  la  polaire  récipi-oque  de  C  par  rapport  à  C 
est  une  conique  C|,coaxiale  àC  £t  passant  par  ct|,ai,a3. 
Les  normales  en  a, ,  a^,  aj  à  C  concourent  en  P  ei  les 
normales  en  «i,  aj,  (Xj  à  Ci  concourent  eu  un  point  P, 
de  l'hyperbole  équilalère  H  qui  est  une  Iiyperbole 
d'Apollonius  pour  la  conique  C|. 

Jtéciproifaement,  étant  données  deux  coniques 
coaxiales  C|  et  C  tellesqu'il  existe  un  triangle  a,  aja, 
inscrit  à  C,  et  circortscrit  à  C,  les  normales  à  C,  en 
a.,a.30.i  concourent;  il  en  est  de  même  des  normales  à 
C  aux  points  de  contact  a,,  a^,  «3  de  C  avec  les  côtés 
du  triangle  OLiU^ai.  Le  centre  de  l'hyperbole  d'jépol- 
loniiis  a,aja,  est  sur  C. 

Eu  effet,  il  existe  une  infinité  de  triangles  ce,  aiscj 
insci'its  à  C|  et  circouscrits  à  C;  soient  T  et  T'  deux  de 
ces  triangles,  il  existe  une  conique  F  conjuguée  à  la 
fois  aux  triangles  T  et  T';  il  est  clair  que  si  l'on  prend 
la  polaire  réciproque  de  C,  par  rapport  à  T  on  obtient 
la  conique  C;  d'ailleurs  le  triangle  Ox^y^  conjugué 
à  la  fois  par  rapport  aux  coniques  G  et  C|  sera  conjugué 
par  rapport  a  F;  les  triangles  SiaiOta  et  Ox^y^  con- 
jugués à  F  ont  leurs  sommets  sur  une  vouique  qui  est 
une  h_^perbole  d'Apollonius  relative  à  C|  ;  donc  les 
normales  C,  aux  points  tx,  xjscs  concourent  (E.  Duponc, 
loc.  cit.,  n"  101). 

Si  C  est  la  polaire  réciproque  de  C|  par  rapport  à  C, 
le  triangle  a,a2a,  est  inscrit  à  C  et  circonscrit  à  C. 
Comme  C  et  G  sont  coaxiales,  les  normales  a*,  aj,  a^ 
à  C  concom-ent,  d'après  ce  qui  précède,  en  un  certain 
point  P;   de   plus,  riiyperbolt^  d'Apollonius  otiX^ag   a 
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San  ventre  sur  C  au  {H)int  ti>  diamétralement  opposé  au 
pied  <i),  de  la  quatrième  normale  ttienée  à  C  par  P;  car 
si  P  décrit  la  normale  en  u,  à  C,  les  points  «i,  a^,  a, 
décrivent  une  hyperbole  équilatëre  passant  en  O,  x^,y^, 
de  centre  u,  cot'nciJaiit  avec  l'hyperbole  d'Apollonius 
aittjctj  relative  à  la  conique  C|. 


SUR  LA  TRANSFORMiTIOK,  POINT  PAR  POINT, 
DES  COURBES  ALGÉBRIQUES; 

Pab  m.  V.  JAMET. 


Ëlant  donnée  une  courbe  algébrique  (C)  dont  tous 
les  points  multiples  sont  à  tangentes  distinctes,  nous 
nous  proi>osons  de  montrer  comment  on  peut  lui  faire 
correspondre,  point  par  point,  une  autre  courbe  alf^é- 
briquc  dont  tout  point  multiple  est  un  point  double 
(à  taugeiiies  distinctes  ou  confondues)  en  n'employant 
d'antres  transformations  que  les  suivantes  : 

i"  Par  rayons  vecteurs  réciproques; 

2"  Par  polaires  réciproques; 

3"  Par  voie  d'homographie. 

A  cet  vlTet,  nous  rap|>elons  que  M.  Zeutlien  (N.  A., 
a*  série,  t.  V;  1866)  a  montré  comment  on  peut  cal- 
culer le  nombre  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  (C) 
trois  normales  égales,  ainsi  que  le  nombre  des  points, 
siiués  sur  la  développée  de  (C),  d'où  l'on  peut  mener  à 
celle-ci  une  normale  égale  au  rayon  de  courbure  qui  y 
touche  la  développée  ;  cela  revenait  évidemment  à  cher- 
cher le  nombre  des  cercles  trîtangents  à  (C),  et  aussi 
le  nombre  des  cercles  qui,  étant  bttaugents  à  (C),  ont, 
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en  un  de  leurs  poiiils  de  conlact,  un  cuntact  d'ordre 
supérieur  au  premier  avec  (C).  Pour  nous,  l'essenliel 
est  de  savoir  que,  si  (C)  est  algébrique,  le  nombre  de 
ces  cercles  est  fini.  Enûn,  les  cercles  qui  ont  avec  (C) 
un  contact  du  troisième  ordre  au  moins  sont  en  nombre 
fini. 

Cela  posé,  transformons  (C)  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  prenant  pour  pôle  d'inversion  un  point 
<|ui  ne  soit  situé  sur  aucune  des  circonTérences  que 
nous  venons  d'énuinércr.  Nons  obtenons  une  [iremièru 
transformée  (S)  dont  toute  tangente  singulière  n'ayant 
pas  son  point  de  contact  au  pôle  est,  on  une  tangimte 
d'inflexion,  ou  une  tangente  double;  les  tangentes  d'in- 
flesion  répondent  aux  cercles  osculateurs  à  (C),  menés 
par  le  pôle  de  transformation;  les  tangentes  doubles 
aux  cercles  bitangents  à  (C)  passant  également  par  le 
pôle. 

Supposons  encore,  cbuse  toujours  [wssible,  qu'on  ait 
préalablement  fait  subir  à  la  courbe  (C)  une  transfor- 
mation bomograpliique  permettant  du  supposer  que 
tous  ses  points  à  l'inliui  sont  distincts;  le  pôle  de  trans* 
formation  P sera,  sur  (S),  un  point  multiple  â  tangentes 
distinctes. 

Transformons  encore  (S)  par  la  niéibode  des  polaires 
récîpro<jue9;  ta  transformée  (T)  n'aura  pour  points 
multiples  que  des  points  répondaul  à  des  tangentes  sin- 
gulières de  (S)  dont  les  points  de  conlact  sont,  ou  des 
poinls  distincts,  ou  des  ^>o!nts  d'inflexion.  Or,  outre  les 
tangentes  au  point  P,  la  courbe  (S)  n'a  pour  tangentes 
multiples  que  des  tangentes  doubles,  etàcbacunc  d'elles 
répond  un  point  double  de  (T);  de  plus,  à  cbaque  tan- 
gente d'inflexion  de  (S)  répond  un  point  de  rebrousse- 
ment  de  (T),  et  si  (T)  a  d'autres  points  multiples,  ils 
ne  peuvent  provenir  que  de   ta  singularité  présentée 
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par  (S)  au  poiut  P.  Mais  ce  poial  se  transforme  en  uue 
tangetiie  multiple  à  points  de  contast  distincts,  et  cliacna 
d'eux  est  un  point  ordinaire  de  (T).  Celle-ci  remplit 
donc  toutes  les  conditions  du  problème. 


NOTS  SUR  LES  GROUPES  FINIS; 

Pab  m.  Michabl  BA.UER,  à  Budapest. 

1 ,  Soit  I)  un  groupe  d'ordre  p"*  et  soient 

(■)  ïl,      il,       ....      tir 

ses  sous-groupes  p"~'.  II  est  connu  que 
r^l         (mod/>). 
Je  démontrerai  que,  plus  précisément, 


.£ÎIZ 


(0<Y^a-i). 


Désignons  le  plus  grand  commun  diviseur  des  groupes 
(i)  par  1>,  comme  dans  une  Note  antérieure  (').  Alors  r 
est  le  nombre  des  sous-groupes 

w  'i-  ï \ 

qui  sont  les  sous-groupes  de  l'index  p  du  groupe  --  Or 
-  est  un  groupe  des  opérations  écliangeables  dont  tontes 
les  opérations  dillérenies  de  l'unité  sont  d'ordre  p- 
Puisque  l'ordre  du  groupe  -  est  p'^'f,  nous  trouvons, 

(  '  )  Note  >ur  les  groupes  d'ordre  p''. 
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d'après  M.  Zsigmondy  (*),  la  relation 

Cette  relation  suit  de  la  formtile  (a),  p.  307,  da Mé- 
moire cité,  si  nous  y  substituons 


2.  Soit  I)  un  groupe  d'ordre 

«=/*"'».         («./>)  =  !- 

Si  te  groupe  I)  a  des  sous-groupes  invariants  d'ordre 

—  ,  alors  leur  nombre  est  — 

p  p-i 

Pour  le  démontrer,  il  suflil  de  remarquer  que  l'ordre 
du  plus  grand  commun  diviseur  des  sous-groupes  inva- 
riants d'ordre  -  est  divisible  par  m. 


[A4a] 

NOTE   SUR  LES  GROUPES  D'ORDRE  p*\ 
Par  m.  MrcHEL.BAUER,  à  Budapest. 


Soit  ^  un  gruupe  d'ordre />»,  p  étant  un  nombre  pre- 
mier. Soient  les  sous-groupes  d'ordre /7"~' 


(')  Beitràge  sur  Théorie  AM'ichv;  etc.  (Monalikeftef.  Math, 
u.  Phyi..  Hd  Vil). 
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si  nous  désignons  le  plus  grand  commun  diviseur  ilfs 
sous-gi-oupes  {s)  par  ti,  nous  pouvons  démontrer  1rs 
tliéorèmes  suivants  : 

I.  Le  groupe  î>  est  différent  de  l'unité,  excepté 
le  cas  où  I)  est  un  groupe  des  opérations  échan- 
geables dont  toutes  les  opérations  outre  l'unité  sont 
d'ordre  p. 

II.  Le  groupe  -  est  toujours  un  groupe  des  opéra- 
tions échangeables  dont  toutes  les  opérations  diffé- 
rentes de  l'unité  sont  d'ordre  p. 


i.  Le  groupe  ^  n'est  pas  un  groupe  des  opérations 
échangeables,  c'esl-à-dire  le  groupe  des  commutaienn 
(Commutaior-Gruppe)  appartenant  à  ^  est  dilTéreiil 
de  l'unité  {').  Puisque  les  sous-groupes  —  sonl  d'oidre 
p  et,  par  conséquent,  leurs  opérations  échangeables, 
tous  les  sous-groupes  If,-  contiennent  le  groupe  des  com- 
mutateurs. 

S.  Le  groupe  I)  contient  des  opéralioas  d'ordre 
pP(Pl>  i).  Soit  X  «ne  telle  opération;  ses  puissances 
forment  un  groupe  circulaire  dont  l'ordre  esl  pP.  Le 
groupe  Jl  a  un  seul  sous-groiipe  d'ordre />?"',  qiie  nous 
désignons  par  JP.  Or  13  est  contenu  comme  sous-groupc 
dans  tous  les  groupes  |),v  Car  il  est  possible  que  1),-  cou- 
tienne  ^etpar  conséquent  V.  Sinon  le  pi  us  grand  com- 
mun diviseur  de  \)i  avec  31  est  un  sous^roupc  d'ordi-e 
p^~',  et  celui-ci  ne  peut  être  que  S. 


{')  Fhodenius,  Ueber  die  Primfactoien  der  Gru/i/ien  dvti 
nante  {Herliner  Sitzuiissbfrirlue.  p.  i353;  ityO- 
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3.  Les  opérations  du  groujw  1)  sont  éuliaiigeaLiles,  et 
toutes  les  opérations  dillercntes  de  l'unité  sont  d'ordre />. 
En  ce  cas,  nous  verrons  que  ti  se  réduit  à  l'unité.  Soit 
une  base  du  groupe  ïf 

Si  Vil  est  une  opération  quelconque  dilFérente  de 
l'unité,  on  peut  construire  un  sous-groupe  d'ordre  /»""' 
qui  ne  contient  pas  ilb.  Par  exemple,  soit 

ifc  =  X','  x;- . . .  a;- 

cl 

(.r,.p)  =  i; 

alors  le  gi-oupc  minimum  des  opérations 

est  un  sous-groupv  d'ordre  fi?"'  qui  ne  ooulivnt  pas  M\,. 

(,)  h.   "j t. 

4,  Soit  te  groupe  b  d'ordre  pi  ;  alors  les  sous-groupes 
sont  les  mêmes  que  les  sous-groupes  d'ordre /«""ï"'  du 
groupe  -  dont  l'ordre  est  p^~y.  Or  il  suit  de  la  définition 
de  ï  que,  outre  l'unité,  les  groupes  (2)  n'ont  pas  des 
opérations  communes,  et  ainsi  -  est  un  groupe  des  opé- 
rations écliangcables  dont  toutes  les  opérations  dille- 
renlcs  de  l'unité  sont  d'ordre  p. 
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CERTIFICATS  B'ÉTUDES  SVPÉRIEOUS 
BBS  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET  1900.    —    COMPOSITIONS. 


Oaen. 

Él.ÉHSNTS  GÉNÉRAUX  DE  UATHKMATIOUBS- 

I.  Trouver  la  surface  S  Ueu  des  points  équidUlaiib 
d'unplanPet  d'un  poiittF  donné  aune  distance  p  tIeV 
et  montrer  que  ses  sections  planes  se  projettent  sur  P 
suivant  des  cercles.  Aire  de  la  partie  de  S  comprite 
entre  le  sommet  et  le  parallèle  dont  le  plan  passe  par  F. 

Montrer  que  les  lignes  tracées  sur  S  de  telle  sorU 
que  leurs  tangentes /assent  un  même  angle  a.  avec  Pie 
projettent  orthogonalement  sur  ce  plan  suivant  du 
développantes  de  cercle. 

L'aire  demandée  est  î1:(\/S  —  i)^.  Les  projeclicns 
des  courbes  pi-oposécs  ont  une  équaiion  de  la  forme 
r-j- ^ptaiiga  :  leurs  tangenics  soiil  à  une  distanct: 
constante,  /itanga,  du  pôle. 

U.  Deux  points  pesants,  M,  de  masse  i.  M',  de 
masse  3,  s'attirent  avec  une  intensité  Sto'MM';  M' peut 
se  mouvoir  librement,  M  est  assujetti  à  glisser  tam 
frottement  sur  une  verticale  fixe  ;  les  vitesses  initiales 
sont  nulles.  Mouvement  des  deux  points;  mouvement 
de  M' relativement  à  des  axes  de  directions  fixes  menii 
par  M. 
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Epreuve  PRATIQUE.  —  Quand  uimétoiL-,  d'ascension 

droite  A,  .(e  lèv/n  à  l'horizon  d'un  lieu  dont  la  latifiidt; 

est  À,  son  azimut   est   a;  cnlcuter,   pour  cet  inslanl, 

l'angle  horaire  de  l'éioiin,  H,  et  l'heure  sidérale  T. 

Cas  de  A  =:  9"  17' la",  X  =  ^^'^l'y,  <i=  22J", 

colH  =  sinX  cota,         H  =  733°5'ati',         T  =  ifi";)""-!»)'. 

MÉCANIQUE. 

1.  Une  parabole  P  roide  sur  une  parabole  égale  Q, 
fixe,  de  manière  r/ue  les  deux  courbes  soient  toujours 
symétriques  par  rapport  à  la  tangente  au  point  de 
contact  M.  Lieu  décrit  par  lejoj  er  de  P.  Déterminer, 
pour  une  position  de  In  figure  mobile  :  1  "  la  circonfé- 
rence des  inflexions;  2"  le  rayon  de  courbure  de  P  et 
de  Q  en  M;  3"  le  point  F.  oh  l'axe  de  l*  touche  son 
enveloppe  et  le  rayon  de  courbure  a  de  cette  enve- 
loppe au  point  E;  4"  p  est  de  la  forme 


][.  Une  barre  très  mince,  homogène,  pesante,  de 
longueur  aa,  a  l'une  de  ses  extrémités  A  assujettie  à 
rester  sur  l'axe  OZ,  qui  est  vertical,  l'autre  extré- 
mité B  sur  lu  surface  de  l'ellipsoïde  de  révolution 

^!±z!^fl  -,■ 

il  n'y  a  pas  de  frottement.  A  l' instant  initial,  la  barre 
située  dans  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  ason  extrémité 
supérieure  A  immobile,  elle-même  tournant  autour 
de  OZ  avec  une  vitesse  tu  et  inclinée  de  4''"  -*«''  l'ho- 
rizon. 

Alouvement  delà  barre;  réactions  exercées  sur  (es 
points  A  et  B. 

Aaa.  de  .t/athémat.,i-  -.Brie,!.  MX.  (Novembre  ••)•,-•.)        '^i 
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Lo  LViilrw  d«  giaviié  G  reste  dans  le  jilaii  OXY; 
La  réavltoii  en  A,  {>aralèllu  à  GO,  est 


la  l'éaclion  eu  Best 


Toulouse. 

ClLCUL  DIVFÉHBNTIEl.  liT  t.NTBGlUL. 

Épbeiive  #.ciiite.  —  I.  Intégration  de   l'équation 
U4X  li ifférenlielles  totales 

it  X,  Y,  Z  désignent  det  fondions  données  variables 

II.  Détenninons  la  valeur  de  l'fntésrale 


III.   On   considère  la  surface  définie  par  les  foi- 
mules 

3-=-    COSUCOSi-,         ^ 


n,g,t,7rJh,G00glc 


(  iii  ) 
OÙ  a  est  tioniic,  el  i/iti  dtiternniieni ,   en  fonction   (h: 
deux  /laraiiièires   u    et   v,    /es   coonlo/inécx   œ,  y,   z 
d'un  de  ses  points  par  rappoit  h  trois  /ixes  racian- 
gnlaiivs  Ox,  Oy^  Oz. 

Déterminer  sur  cet  ta  surfactf  les  courbes  dont  les  nor- 
males principales  rencontrent  constannnent  l'axe  Oz 
et  établir  </ae  ces  courbes  sont  a/gébritfues. 

Épreuve  pratiquk.  —  Construire  la  courbe  ny an t 
pour  équation 

J  rA'  — ioo;-'-l-  l«or  — 8l 
et  passant  par  le  point 

{l)  =  o.  /---S-^v/IÎ). 

Nota.  —  Ou  roniai'quora  (|uu  la  <jiiaiitité  sons  le 
radical  s'aiiiiuli;  [>oui'  rertaîiics  valeurs  cnlièrcs  dt:  r. 

MÉI^AMQl'B  RATIONNKI.I.E. 

KpneuvB  l%cniTit.  —  I.  Une  surface  de  rr.volulion 
<-st  engendrée  pur  la  courbe 

T^y  =  n'         i«  eonslùnl) 

tournant  autour  de  l'axe  des  y  qui  est  vertical  et 
tourné  vers  le  bas,  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 

Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  cette 
snrface  et  indii/uer  les  conditions  initiales  qui  doivent 
être  satitjaites  pour  que  la  trajectoire  coupe  les  méri- 
diens sous  un  angle  constant. 

JtéactioH  de  la  sut  face. 

II.  Exposer  très  sommairement  la  méthode  géomé- 
trique de  t'oiusot  pour  étudier  le  mouvement  d'un 


jh,Googlc 


(  "6) 
corps  solide  tftii  est  asiujetfi  à  tourner  autour  d'un 
{wint  fixe  et  qui  n'est  soumisà  l'action  d'aucune  force 
extérieure. 

Ehuedve  pratique.    —    Calculer  l'attraction  new- 
it  solide  homogène  limité  par  un  parabo- 


loïde  de  révolution  et  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  sur  un  point  matériel  situe  au  foyer  de  la  para- 
bole génératrice. 

Soit  AB  la  trace  du  plan  sécant  qui  limite  le  seg- 
ment. 

On  donne  le  parami^tre  p  de  la  parabole  généra- 
trice, l'angle  AFH=^a,  la  densité  ^  du  paraboloïde, 
le  coefficient  \i.  d'attraction. 

Pour  quelle  valeur  de  l'angle  a  l'attraction  du  seg- 
ment sur  le  foyer  est-elle  nulle? 

MéCANIOtlK  APPLIOUBE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Les  circonférences  primi- 
tives O  et  O'  de  deux  engrenages  plans  tournent 
autour  de  leurs  centres  respectifs  avec  des  vitesses 
angulaires  constantes,  et  leur  point  de  contact  I,  consi- 
déré comme  appaitenant à  l'une  ou  à  l'autre,  a  même 
vilesse\.  Un  point  M  se  meut  d'une  façon  quelconque 
et  l'on  désigne  par  T  sa  trajectoire  absolue,  par  f  sa 
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vitesse  absolue  et  par  'f  et  -f  ses  trajectoires  relatives 
dans  les  plans  des  deux  cercles  O  et  Cf. 

I  °  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  Y  et  ■<('  soient  des  profils  conjugués  est 
que  les  deux  segments  V  et  v  aient  toujours  des  pro~ 
jeclions  égales  sur  la  droite  TM. 

On  peut  se  donner  arbitrairement  la  trajectoire  V. 
Quelle  tranformation  subissent  les  deux  profils  y  et 
•f  quand  on  remplace  T  par  une  de  ses  conchol'des  par 
rapport  au  point  1? 

2"  Déterminer  la  nature  géométrique  des  profils  y 
et  Y  quand  la  courbe  T  est  une  droite  passant  par  I  et 
quand  celte  courbe  est  le  cercle  décrit  sur  10  comme 
diamètre. 

II.  Recherche  générale  des  systèmes  articulés  plans 
dont  on  peut  déterminer  toutes  tes  tensions  par  la  sta- 

"■?««■ 

Épreuve  pbatîque.  —  On  considère  le  système  arti- 
culé ci-dessous  formé  de  triangles  équilatéraux  ;  les 

Fie-  a. 


deux  points  A  et  B  sont  fixés  de  façon  que  AB  soit 
horizontale  et  égale  à  la  longueur  commune  de  toutes 
les  tiges. 

Déterminer  les  tensions  et  réactions  produites  par 
le  poids  propre  du  système  et  par  une  charge  de  i  oo""' 
appliquée  en  C. 
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Poids  de  chaque  barre,  lo'*. 

On  construira  le  diagramme  en  adoptant  comme 
échelle  des  forces  i""  par  lo^*, 

ASTHOVOUtS  ou  HÉCAMOHE  CBLBSTB. 

Épreuve  écrite.  —  Aberration  îles  astres ^Tes. 

Établir  les  formules  qui  donnent  les  changemenlf 
apportés  par  l'aberraiioa  à  l'ascension  droite  et  à  la 
déclinaison  d'une  étoile.  Aberration  annuelle. 

On  admettra,  sans  les  démontrer,  les  formules  sui- 
vantes : 


dt  ~   dt 


'  dt 


Dans  ces  formules,  x,  y,  s  désignent  les  coordonnées 
rectangulaires  équaloriales  de  l'observateur  (Ox  l'as- 
sant  par  le  point  vernal),  X,  Y,  Z  celles  du  centre  du 
Soleil,  n,  o,  Q,  ra  et  t  le  moyen  mouvement  diurne, 
l'angle  d'excentricité,  la  longitude  du  périgée  et 
l'inclinaison  de  /'orbite  du  Soleil  sur  l'équ/ttear. 
{^L'angle  d'excentricité  est  l'angle  dont  le  sinus  est 
égal  à  l'excentricité.) 

Epreuve  pratique.  —  La  durée  do  la  révolution  de 
la  planète  Junon  autour  du  Soleil  est  de  15911,988; 
l'excentricité  de  son  orbite  est  0,25786.  Calculer, 
avec  la  précision  que  comportent  les  données,  le  temps 
qui  s'écoule  depuis  son  passage  au  périhélie  jusqu'au 
moment  oit  son  rayon  vecteur  est  perpendiculaire  aa 
grand  axe. 
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GÉomimiE  siipébibuhb. 

EpBEUVR  ÉCRITE.  —  I.  Dtfiiiontrer  (jiie,  st  ihs  courbes 
planes  formant  une  congruence  sont  normales  à  toute 
une  famille  de  surfaces,  elles  conservent  cette  pro- 
priété lorsqu'elles  sont  entra/nées  dans  la  déformation 
de  la  surface  enveloppe  de  leurs  plans. 

Cas  particulier  oii  les  courbes  considérées  sont  des 
cercles. 

II,  On  considère  une  congruence  de  cercles.  Une 
sphère  S  passant  par  un  cercle  C  de  la  congruence  est, 
en  général,  tangente  en  deux  points  M,  M'  de  ce 
cercle  à  une  surf ace^  de  la  congruence  passant  pari], 

Lorst/uc  la  sphère  S  varie,  en  passant  par  C,  la 
droite  MM'  passe  constamment  par  un  point  P  duplan 
du  cercle  C  ;  lorsi/ue,  au  contraire,  S  restant  fixe, 
S  varie  en  passant  par  C,  la  droite  MM'  /tasse  cou- 
stiimmenl  par  un  point  Q. 

i"  Démontrer  que,  si  la  surface  S  varie,  C  restant 
fixe,  lepoint  Pdécrif  une  conique,  et  que  sila  sphèreS 
varie,  C  restant  fixe,  le  point  Q  décrit  la  même  co- 
nique. 

2°  JStablir  que  celte  conique  coupe  C  en  ses  points 
focaux  et  que  ses  asymptotes  sont  perpendiculaires 
aux  plans  focaux  de  l'axe  du  cercle  C  relativement  à 
la  congruence  engendrée  par  cette  droite. 

3"  Examiner  le  cas  oit  cette  conique  est  un  cercle. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface  S 
lieu  des  points  dont  les  coordonnées  rectangulaires  X, 
Y,  Z  sont  définies  par  les  équations 

X  =  3«  -h^uv'  —  u\ 
Y  =îf   -Hîuîi.'  — (.1, 
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dans  lesquelles  «  et  %>  désignent  des  variables  indé- 
pend tint  es. 

Un  tiièdre  trirectangle  ^Ixyz  se  meut  de  manière 
i/ue  dans  ctinciwe  dfi  ses  positions  l'arête  Ms  soit  nor- 
male en  M  (1  la  surface  S  et  t'aréte  Mx  tangente  à  fa 
courbe  (i')  de  S  qui  passe  au  sommet  M. 

Exprimer  en  Jonction  de  u  et  v  las  différentet 
quantités  Ç,  t,,  Ç,,  r,,,  ^,  '/,'■, /'i,  ?ii  ''i  gai  figurent 
dans  les  formules  relatives  au  trièdre  mobile. 

Former  pour  la  surface  S  et  pour  chacune  des 
nappes  de  sa  développée  l'équation  des  lignes  de  cour- 
bure, celle  des  lignes  asjniplotit/ues  et  celle  qui  dé- 
termine  les  raj  ons  de  courbure  principaux. 

Marseille. 


I  "  Démontrer  que  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  d'une  surface  dpveloppable  peuvent  être 
considérées  comme  les  développantes  de  l'arête  de  re- 
broussement  de  celte  surfnce,  ou  comme  les  lignes  de 
courbure  de  l'un  des  systèmes; 

a"  Un  plan  mobile  Payant,  eu  coordonnées  rectan- 
gulaires, une  équation  de  la  forme 

V  =  02'  +  l>y-Jrcs-t-  d  =Q, 

oU  a,  b,  c,  d  sont  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante t,  on  considère  la  surface  développable  S 
enveloppe  du  plan  P. 

A.  Trouver  les  équations  de  la  génératrice  mobile  G 
de  la  surface  S. 

B.  Trouver  les  éi/nations  de  l'arête  de  rebi-ousse- 
ment  de  la  surface  S. 

C.  Déterminer  les  trupfctoirei  orthogonales  des  ^'é- 


jh,Googlc 


(  5î.   ) 
nèratrices  caractéristiques  G  sur  la  sur/ace  S.  Montrer 
que  le  problème  dépend  d'une  équation  différentielle 
linéaire  entre  z  et  t. 

3"  Intégrer  celte  ètfuation  dans  le  cas  où  l'on  a 

P  =  2i^ +(('-. )j'+(''  +  i)î +  "''"  =  <', 

et  donner  la  signification  géométrique  du  résultat. 

SOLVTIOK. 

En  écrivant  que  le  déplacement  élémentaire  sur  la 
génératrice  elle  déplacement  élémentaire  «lu  la  l'orme  la 
plus  générale  sont  rectangulaires,  on  arrive  à  l'équatiou 
linéaire  en  z  et  t 

\         a  b  cdz  I 

a'  b'  c'  ds-\-{a'x-^-b'j'-*-c'z-i-<^)dt     =  o. 

I  bc  —  cb'    ca' — ac'  {ab' — ba')dt  \ 

Celle  étjuation  se  réduit  à  de^o,  ai  l'on  a 

a(ca'-ac-)-b(bc'~cb-)==o. 
Celte  condition  peut  s'intégrer.  Elle  est  satisfaite  par 

K  étant  une  consiante  arbitraire. 

On  a  K  =  I  dans  l'exemple  de  calcul  choisi. 

Lus  lignes  z  =îconst.  sont  les  lignes  de  niveau  quand 
le  plan  des  .ry  est  pris  pour  plan  liorizoïiial. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  tous  les  points 
de  contact  oii  le  plan  tangent  est  également  incliné  sur 
l'axe  Os  de  la  surface 
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Déternàner,   pour  une    inclinaison    tionnée,  l'aim 
limitée  sur  la  suifoce  par  le  lieu  de  ces  points. 

Solution. 

La  courbe  liiriite  est  détonniiiét;  vn  )>rojecLioi]  sarl>- 
plan  des  JTj'  par  I'e(|iialioii 

et  l'on  a  pour  l'aîrc 


Dans  un  plan  vertical  est  fixé  un  disi/ue  circulaire  0- 
Ce  flistjue  O   e.it   à  l'intérieur  d'un  cerceau  A  y"' 


s'appuie  sur  te  disqnn,  A  l'origine  des  temps,  ce  cer- 
ceau, qui  est  pesant  et  homogène,  est  sans  vitesse,  et  la 
ligne  tf  ni  joint  le  centre  au  disque  au  centre  du  cerceau 
fait  un  angle  de  45"  avec  la  verticale. 

On  abandonne  le  cerceau  à  lui-même,  et  l'on  de- 
mande de  trouver  le  mouvement. 

I  "  En  supposant  qu'il  n'y  a  pas  de  frottement  ; 

■x"  En  supposant  le  frottement  assez  grand  pour 
<]uHy  ait  roulement  sans  glissement. 

Comparer  la  durée  des  oscillations  dans  les  dettx 
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Examiner  le  cas  particulier  où  le  disque  est  réduit  à 
un  point. 


Soient  R  le  raj'on  du  cerceau,  ;■  le  rayon  du  disque, 
M  la  masse  du  cerceau,  Q  l'angle  de  OA  avec  la  verticale 
descendante,  <f  l'angle  d'un  rayon  fixe  dans  le  cerceau 
avec  la  même  verticale;  on  a  d'abord 

M(R  — r)»'  =— Mf  aine-«-T, 

M{  R  —  r)6''  =-  M^  cosB  ■+■  N. 

En  a[>pli(| liant  le  tliéorènic  des  moments  des  (juanlités 
de  mouvement  par  rapport  à  un  axe  passant  au  <:entre  A, 
on  a 

MR.f'=— T. 

Supposons  d'abord  que  le  i'rottumeitt  cesse  ;  nous  aurons 
T  =^  o,  *"=  o,  cl,  comme  le  disque  part  du  repos,  nous 
voyons  que  le  cerceau  ne  tourne  pas,  c'est-à-dire  i|uo 
tous  ces  rayons  ont  une  diri'ction  iixe.  t>ii  nu^ine  temps, 

(R-r)9'»=2f(cosO-^). 


Le  centre  A  oscille  entre  -f-  45°  et  —  45"  t 
pendule  de  longueur  OA  ^  R  —  ;■.  Le  ceiteau.  dans  ce 
mouvement,  roule  et  glisse  sur  le  disque. 

Celte  étude  préliminaire  [Mirmetde  lixerle  signe  de  T 
dans  t'é<]uation  i|ui  donne  œ". 

Supposons  maintenant  le  frottement  assez  grand  pour 
qu'il  y  ait  roulement;  il  viendra  la  condition  géumé- 
Iriquu 

Rç'  =  (R  — r)n' 

OU 

H^'  =  fR-  r)1': 
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a  par  suite  l'équalion 


-^> 


Le  poitil  A  oscille  encore  comme  un  pendule  de 
longueur  a(R  —  r).  Les  vitesses  angulaires  dans  In 
deux  cas  sont  dans  le  rapport  de  njz  et  les  temps  des 
oscillations  s'en  déduisent. 

Mais  pour  qu'il  y  ait  roulement  on  doit  avoir 
T<Np; 
on  en  déduit  facilement 

/>;■ 

Epreuve  pratique.  —  Un  bassin  rempli  d'eau 
maintenue  à  une  hauteur  constante  s'écoule  par  un 
tujau  AB  dont  le  diaméne  est  égal  à  ©""lao,  et  qui 
a  looo"  de  longueur.  Ce  tuyau  débouche  par  son 
extrémité  B  dans  un  canal  dont  la  section,  qui  est  rec- 
tangulaire, a  o",5o  de  largeur,  et  dont  la  pente  est 
de  i"  par  kilomètre.  La  hauteur  de  la  surface  libre 
du  bassin  au-dessus  de  l'extrémité  B  du  tuyau  est 
de  lo".  On  demande  quel  sera  le  débit  du  tuyau,  et 
quelle  sera  la  profondeur  de  l'eau  dans  le  canal. 

Solution. 

Supposons  le  régime  permanent  établi,  soit  f  la  vitesse 
de  l'eau  dans  le  tuyau,  et  u  le  débit  du  canal .  On  se  sert 
de  la  formule  v  =r  5o  ^|  D3,  où  D  est  le  diamètre  du 
tuyau  cl  J  la  penle.  Ou  a 

et 

r/  =  3^'''  à  la  sccunile  pour  le  débit  du  Itiyau. 
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On  a 


On  tire  de  là 

b'—  0,0086  —  o.ctoa  =  o. 

Il  ^  a   uni;    variation  dans  l'Hquation;  011  en   conclut 
l'existonce  d'une  racine  positive.  On  truuvc  environ 


PHEHiÈtiE  QUESTioM.  —  Exposé  lies  phénomènes  de 
précession  et  de  nutntion. 

ExpUijuer  la  signijicalion  des  termes  :  lieu  moïeb, 

LIEU  VRAI,  LIEU  APPAKENT. 

Seconde  questioiv.  —  '/liéoiie  de  l'aberration  plané- 
taire. 

Une  éphèniéride  donnant  les  lieux  vrais  d'une  pla- 
nète ou  d'une  comète,  comment  en  Ure~t-OH  les  lieux 
apparents  ? 

Épreuve  pratique.  —  Connaissant  les  coordonnées 
équaloriales  {a,  5),  (a',  Z')  de  deux  étoiles,  on  demande 
(le  calculer  : 

i"  L'inclinaison  i  sur  l'étjuateur  du  grand  cercle 
passant  par  les  deux  étoiles,  ainsi  que  l'ascension 
droite  a  de  son  nœud  ascendant  (t  est  compris  entre  o" 
et  90"); 

2°  Les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  (A,  D), 
(A',  D*)  des  pôles  de  ce  grand  cercle. 
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Données  ntuitériiieux 

a  =  i.53.i8'a2  S  =  63'.43'.5i'.4 

.'  =  7.4a.3i,64  !  =  19.13.  9,a 


FICIILTE  IIS  SCItmCES  BE  lUKGr. 
PItfiPARtTlOI  A  l'ICgfiGtTIOH.  -  HEiCKIS. 


Mécanique. 
Quatre  liges  homogènes  pesantes  AB,  BC,  CD,  DA,  d<  même 
longueur  l  et  de  même  niasse  m,  sont  articulées  à  leurs  extré- 
mités de  façon  à  former  un  losange  ABCÛ.  Ce  système  est 
aDJmé  d'un  mouvement  de  traoslation  quelconque,  mais  connu, 
dans  un  plan  vertical,  la  diagonale  AC  restant  verticale  dans 
ce  mouvement,  et  l'angle  A  du  losange  étant  ii.  Le  losange 
vient  choquer  par  son  sommet  A  un  plan  horizontal  fixe, 
parfaitement  poli  et  dépourvu  d'élasticité.  Trouver  son  mou- 


lin disque  de  forme  quelconque  est  aaimé  d'u 
connu  dans  son  plan.  A  un  certain  instant,  on  saisit  brusque- 
ment un  de  SCS  points  o  et  on  lui  communique  dans  le  plan 
une  vitesse  donnée  de  grandeur  et  de  direction.  Trouverrécai 
des  vitesses  immédiatement  après  cet  instant.  Cas  où  le  point  O 
est  rendu  fiie.  Application  du  théorème  de  Carnot. 

Une  barre,  animée  d'un  mouveraeni  connu  dans  son  plan, 
vient  heurter  un  obstacle  P,  à  un  moment  où  le  centre  insta.D- 
tané  de  rotation  so  trouve  !ur  elle.  Trouver  létat  des  vitesses 
et  la  position  de  ce  centre  immédiatement  après  le  choc,  ainsi 
que  la  grandeur  de  la  percussion  subie  par  l'obstacle.  Discuter 
les  résultats  suivant  la  position  du  point  P  sur  la  barre.  On 
supposera  successivement  que  l'obstacle  est  un  point  (îkc  on 
un  point  matériel  libre,  que  la  barre  est  dépourvue  d'élasticité 
ou  parfaitement  élastique. 

Une  sphère  solide,  homogène,  pesante,  de  rayon  R.  de 
masse  M,  est  animée  d'un  mouvement  connu  autour  d'un  point 
lise    0    pris   sur  sa   surfnce.  .\    un   certain   instant,  on  fixe 


jh,Googlc 


(  "7  ) 


Mathématiques  spéciatei. 

On  considère  un  faisceau  de  coniques  homofocales ;  sojt 
O  leur  centre  commun.  A  un  point  M  du  plan  correspond  une 
droite  D  joignant  les  projeclions  du  point  0  sur  les  tangentes 
aux  deux  coniques  passant  par  M. 

1°  Déterminer  la  droite  D,  connaissant  les  coordonnées  du 
point  M. 

î"  Inversement,  à  une  droite  D  correspondent  deus  points  M 
et  M';  les  déterminer  et  indiquer  dans  quelles  conditions  ils 
sont  réels. 

3*  A  tout  point  M  correspond  de  la  manière  précédente  un 
point  M';  définir  analyliquement  et  étudier  la  transformation 
qui  fait  correspondre  M  et  M' l'un  à  l'autre. 

4"  Démontrer  que  le  segment  MM' est  divisé  en  deu\  parties 
égales  par  le  point  de  contact  de  la  conique  du  faisceau  qui 
est  tangente  à  MM'.  Lorsque  la  droite  MM'  se  déplaee  en  res- 
tant tangente  â  cette  conique,  quel  est  le  lieu  des  points  M 
et  M'? 

5°  Lorsque  M  décrit  une  droite,  quelle  est  l'enveloppe 
de  MM? 

6"  Lorsque  la  droite  MM'  passe  par  un  point  fixe,  quel  est 
le  lieu  de  M  et  M?  C'est  une  courbe  anallagniatique  dont  on 
demande  d'étudier  les  modes  de  génération  comme  enveloppe 
de  cercles. 

On  considère  une  conique  fixe  S  inscrite  dans  un  triangle 
A'B'C;  soient  A,B,  C  ses  points  de  contact  avec  les  côtés  B'C, 
C'A',  A'fi'.  Une  conique  variable  S'  est  conjuguée  par  rapport 
au  triangle  ABC. 

i"  On  suppose  que  l'une  des  sécantes  communes  à  S  et  S' 
passe  par  un  point  donné  P;  déterminer  l'enveloppe  de  la 
seconde  sécante  commune  appartenant  au  même  couple  que 
la  précédente,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  sécantes. 

■i°  Parmi  les  coniques  S'  satisfaisant  à  la  condition  précé- 
dente, combien  y  en  a-t-il  qui  soient  tangentes  à  S  sans  être 
réductibles? 

Peut-il  arriver,  pour  des  positions  convenablement  choisies 
du  point  P,  que  S'  soit  bitangente  ù  S? 
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3°  On  considère  les  coniques  S'  conjuguées  par  rappon  lo 
triangle  ABC  ei  passant  par  un  point  M  du  plan;  détcrmiotr 
l'enveloppe  des  sécantes  communes  à  S  et  S';  on  obtieat  iidi 
courbe  de  troisième  classe  F  tangente  aux  trois  eût»  if 
triangle  A'  B'C  en  des  points  a,  b,  c.  Soient  a',  b',  c'Ies  poJnl' 
de  contact,  auti'cs  que  a,b,c,  des  tangentes  à  T  issues  dr 
A',  B',  C  Montrer  que  A' a,  Wb,  Ce  se  coupent  en  un  point  Q 
et  k'a',  B'fr'.C'c'  en  un  point  Q'. 

4°  En  supposant  que  le  point  M  décrive  la  conique  S,  trouver 
le  lieu  du  point  Q'  et  celui  du  point  Q. 

«UBSTrOKS. 

1874.  Soient  P  et  Q  les  points  de  contact  de  deux  tangenin 
à  une  hypocycloTde  à  trois  rebroussements  qui  se  renconlrral 
à  angle  droiten  M.  Montrer  que  :  i°  la  hauteuretl'hypotrDu<r 
du  triangle  MPQ  sont  également  tangentes  à  l'hypocvcloïde: 
1"  le  lieu  du  pied  de  la  hauteur  est  une  circonférence  de  cercle 

(E.-N.  B^RISIKN.) 

1875.  Calculer  la  limite  de  l'expression 

Ai 
pour  rt  infini.  (E.  WciLL.) 

ERRATA. 

1897.  Page  i88,  dans  Téquation  en  x  et  y,  changer  r'  — j-'  tu 

189S.   Page  Sgo,  question  1717,  lire  page  \%i,  au  lieu  de  page  i^i- 
18H.  Page  5Bo,  dixiËme  colonne,  biffei  1790  (voir  même  Tomt. 
page  531). 

1899.  Page  587.  question  1330,  lire  page  533,  au  liea  de  page  \ii- 

1900.  Page  gi,  première  ligne,  au  lieu  de  cotes,  /ûes  Cotes. 
1900.  Page  igo,  cinquième  ligne,  au  lieu  de  ±:  ->    lues  -=  y- 
Les  ancicones  quesUons   réimprimées   :   583   (1900,    p.    189)  « 

S97  (1900,  p.  iga)  ont  déji  été  résolues  et  doivent  être  reUreu. 

1900.  Page  jio,  quatorzième  ligne,  au  lieu  de  Aa+  BA-t-Cc-n- 
lUea  Aa  +  Bft  +  Cc  =  «. 

1900.    Page    (ht,    troisième    ligne   en    remontant,    au    titu   it 
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PRKMfSR  CONCOURS  DKS  «  NOUVELLES  ANNALES  « 
POUR  1900. 


RéBulUt. 

A|>i'ès  examen  des  iMétnoii-es  (larvenus  à  la  Rctlactiuii, 
It:  |)rix  a  élé  décerné  h  M.  A.  Ltr-mnoE,  professeur  de 
Mail) éniatù] lies  au  lyeée  de  Sainl-Etieiine.  Nous  publions 
daus  ce  numéro  le  iMéjiiuire  de  M.  A.  Lagrange. 


[L'15e] 

PREXIER  CONCOURS  BIS 

-  NOUVELLES  ANNALES  » 

POUR  1900. 

Solution  par  M. 

A.  LAGRANGK, 

Protesscu 

Je   Valhfmatique 

au   IjPùe   lie   Sain 

-Ktknne. 

I.   On  propose  d'établir  le /ait  suivant  : 

Il  peut  arriver  de  deux  manières  différentes  que 
les  neuf  droites  joignant  trois  points  A,  B,  C  à  trois 
points  A',  B',  C  soient  tangentes  à  une  quadrique  : 

i"  Les  trois  points  A,  ^  C  peuvent  correspondre  un 
à  un  aux  trois  points  A',  B',  C  par  la  fait  que  chacun 
des  trois  quadrilatères  qui  ont  pour  sommets  B,  C,  B', 
C  ou  C,  A,  C,  A'  ou  A,  B,  A',  B'  a  ses  quatre  points 
de  contact  dans  un  même  plan,  la  même  chose  n'ayant 
pas  lieu  pour  les  six  autres  quadrilatères  do  la  figure; 

a"  Les  deux  points  C  et  C,  par  exemple,  peuvent 
Ann.de  Atathémal.,  :i'iÉrie,t.  XIX.  (  Hércmbre  1900.)       34 
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jouer  itit  rôle  à  pari.  Li's  fioinls  de  coiilticl  i,  ï,  3, 4 
tttts  côtés  (lit  coiiloitr  A  B'R  A'  sont  ilant  un  iiiênie  plan, 
les  droites  12  c(  34  cou/iaitt  Alt  cit  S,  les  droites  i4 
et  23  coupant  A'B'  en  S';  pour  C'A  et  C  B,  la  corde 
des  contacts  coupe  AB  en  S,  pour  CA'  et  V.W,  la  coide 
di-s  contacts  coupe  A'  B'  en  S';  les  cini/  contours  ityatil 
pour  sommets  les  points  de  l'un  des  systèmes 

(  ABAT,',        I  A'Iî'AC. 
ABA'B', 

I  ABBC,         (  A  B'BC, 

ont  donc  chtioun  leurs  t/uaire  points  de  contact  dam 
un  même  plan. 

II.  La  Jigure  dépend  de  dîx-hitit  paramètres. 
Pour  le  premier  des  deux  systèmes  indiqués,  si  l'on 
se  donne  la  qiiadriiiue,  tes  trois  tangentes  AA',  IIU'. 
ce  doivent  satisfaire  à  une  condition,  et  le  contour 
hexagonal  AB'CA'BC'A  dépend  alors  d'un  para- 
mètre; la  condition  en  question  est  satisfaite  en  par- 
ticulier si  les  ttvis  tangentes  AA',  BB',  CC  sont  con- 
courantes. On  demande,  pour  les  deux  cas,  si  l'on 
peut  se  donner  arbitrairement  les  six  points  A,  B,  C, 
A',  B',  C  pour  déterminer  la  quadrit/ue,  ou  s'ils  doivent 
satisfaire  à  une  condition  et  donner  lieu  à  luie  infiniit 
de  quadriques;  à  défaut  d'une  réponse  complète  à 
cette  partie  de  la  question,  on  demande  d'examiner 
aa  moins  le  cas  oit  les  droites  AA',  BB',  CC  sont  con- 
courantes. 

l>HliUIËBB    PARTIE. 

Lirs  propriétés  à  établir  éiaiit  |ii-ojc<^tivus,  uous  pou- 
vons supposer  quu  la  quadrùjite  est  unu  splièrc.  C'est  c 
que  nous  sup[)Ds<.TOiis  dans  cette  première  partie. 

Faisons  une  projection  sléi'éogi'apliit|ue  do  la  figure: 
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soient  abc,  a'b'c'  liss  proj  celions  des  points  AliCA'B'C. 
Les  cercles  <le  contact  di's  tôncs  ciiconscrits  à  la  sphère  cl 
ayant  pour  sommets  A,  li, ...,  C  sont  piojelés  suivant  des 
cercles  ayant  pour  ceatres  les  points  n,  &,  ...,  (^  \  nous 
les  désignerons  par  :  cei-clcs  {«),  (i),  ...,  (c*).  Les 
cercles  (a),  (a'),  par  exemple,  sont  tnngcnls  comme  pro- 
jections de  deux  cercles  tangents  au  point  de  contact 
avec  la  sphère  de  la  droite  A  A'.  Chaque  cercle  du  groupe 
(a)(£)  (c)  est  donc  langent  à  chaque  cercle  du  groupe 
(«')(&')  (c')-  '-'=  Tiadiilatére  AA'BB',  par  exemple, 
aura  ses  points  de  contact  avec  la  sphère  dans  un  même 
plan,  si  leurs  projections  sont  sur  un  cercle.  Or  ces  pro- 
jections sont  les  points  de  contact  des  cercles  (a),  (â) 
avec  les  ccndcs  {«'),  (A').  En  représentant  par  (+  i)  un 
contact  extérieur,  par  (—  i)  un  contact  intérieur,  on 
sait  c|ue  les  ([uatre  points  de  contact  des  cercles  (a),  (&) 
et  (a'),  (&')sont  sur  un  même  cercle  si  les  deux  con- 
tact de  (a)  ont  te  mémo  produit  que  les  deux  contacts 
de  (A). 

Définitions.  —  Posons  e,-=±  i.  Étant  donnés  deux 
groupes  de  3  nombres 

nous  dirons  qu'ils  sont  égaux  si  l'on  a 

U  =  ^'i  (i=,,2,3). 

qu'ils  sont  symétriques  si 

.,=-b;.     ((  =  1,1,3) 

et  enfin  qu'ils  sont  inégaux  s'ils  ne  sont  ni  égaux  ni 
symétriques. 

Les  propriétés  suivantes  sont  presque  évidentes  : 
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I.  Si  deujc  groupes  sont  égaux  ou  sj'nté/riifues,  ou  a 

quels  que  soient  i  et  j. 

II.  Si  deux  groupes  sont  inégaux,  il  existe  un  seul 
système  ij  tel  que 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  tel  que 


Les  deux  égalités  sont  équivalentes,  car  on  passe  de  la 
première  à  la  seconde  eu  multipliant  les  deux  membres 
par  e'iSj.  Pour  les  démontrer  supposons,  par  exemple, 
tous  les  E  égaux  à  (+  i)  ;  alors  parmi  les  e'  il  j  en  a  un 
de  signe  contraire  aux  deux  autres  et  la  propriété  est 
évidente. 

in.  Si  3  groupes  (siSï^s),  (e',eâei),  (eje^ej)  sont 
deux  à  deux  inégaux,  il  n'existe  pas  un  système  de 
nombres  ij  tel  que 

Pour  s'en  rendre  eonipte  on  peut  supposer  Ii» 
3  nombres  du  premier  groupe  égaux  à  (+  i).  Alors  ou 
a,  par  exemple, 


mais  on  ne  saurait  avoir 


car  s',  lit  tl  seraient  de  même  signe,  e^  serait  de  signe 
contraire  à  eelui-là  et  les  groupes  (e'),  (e*)  seraient 
égaux  ou  symétriques. 

Cela  posé,  formons  lu  Tableau  des  contacts  des  cercles 
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(a),  {h),  (c)  avec  les  cercles  (</),  (  J'),  ((•"'),  les  contacts 
extérieurs  étant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  repré- 
sentés par  +  I  et  les  contacts  intérieurs  par  —  i 


(«) 

(6) 

(=) 

(»') 

»i 

El 

!'■) 

.', 

.; 

(«■) 

•; 

•; 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  i"  le»  3  groupes  (e), 
(e*),  (e")  sont  deux  »  deux  inégaux  ;  a"  deux  d'entre  eux 
sont  égaux  ou  symétriques.  Cela  résulte  de  la  théorie 
des  cercles  tangents  à  3  cercles  donnés  (a'),  (&'),  (i/). 
On  sait,  en  ell'et,  que  les  8  cercles  tangents  à  ces  3  cercles 
se  décomposent  en  4  groupes  de  deux,  les  cercles  de 
chaque  gro.upe  ayant  avec  les  3  cercles  donnés  des  con- 
tacts de  même  nature  ou  des  conucts  respectivement  de 
natures  contraires. 

Premier  cas.  —  Les  propriétés  (II)  et  (III)  nous 
montrent  alors  que  l'on  peut  trouver  trois  combinaisons 
ptf,  rs,  tu  des  nombres  i,  2,  3  telles  que 


par  exemple,  on  peut  supposer  que  l'on  a 

«,»',  =  «,(■,,      i',e;  =  e',e;,      e;e,  =  tjtj. 
Donc  les  3  groupes  de  contacts 

(aba-f),    {aca-c-).    (bcb'c-) 

«ont  sur  un  même  cercle  et  ce  sont  les  seuls.  Les  3  qua- 
drilatères AA'BB',  AA'CC,  BB'CC  ont  leurs  points  de 
contact  dans  un  munie  |>Un. 
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Secondais.  —  Les  deux  groupus  (e.EjEj),  (e',ïîc',), 

par  exemple,  sont  égaux  ou  syinéu-îques.  Le  li-oisième 

groupe  (sJï'eJ)  ôtaiU  inégal  aux  di^ux  preaiiers,  il  existe 

ui)  système  de  deux  nombres  (i/),  et  un  seul,  tel 


nous  pouvons  stiji^ioser  t 


Ln    propriété  (])  permet  de  joindre  à  ers  égalités  les 
deux  suivantes 


Ctiaeuiie  de  ecs  5  égalités  exprime  qtie  l'un  des  quadri- 
latères a  ses  eunlaets  dans  un  même  plan,  car  leurs  pro- 
jeetioiis  sont  sur  un  même  cercle.  Ce  sont  les  quadrila- 
tères 

AA.'BB',    ABBC,     AA'BC,    AA'CB,     BB'CA'. 


Étant  données  deux  droites  (A),  (A')  taugentca  k  une 
quadrique,  on  sait  qu'il  existe  deux  séries  de  droites  tan- 
gentes à  la  quadrique  et  s'appuyant  sur  (A)  et  (A').  Les 
droites  de  chaque  «crie  ont  leurs  points  de  contact  dans 
un  même  plan  et  décrivent  sur  (A)  et  (A')  deux  divi- 
sions Lomugraphiques. 

Cette  propriété  bien  connue  étant  rappelée,  considé- 
rons 3  droites  (A),  (A'),  (A")  tangentes  à  une  quadrique  ; 
soit  A  un  point  quelconque  de  (A).  Construisons  un 
quadrilatère  AB'CA'  circonscrit  à  la  quadrique,  les 
points  B',  C,  A'  étant  respectivement  sur  A',  A',  A; 
puis  construisons  un  second  quadrilatère  AC'BA"  ctr* 


jh,Googlc 


(Ô3J  ) 
voiisci'ît  n  la  (juajiitjue,  Ic>s  points  C,  K,  A"  i-tant  ros- 
|kc<^tivL>mi2iit  sur  à'.  A',  A,  et,  en  oiiirc,  la  droite  C'B 
étaitl  (le  la  même  série  que  B'C,  cl  B" A  étant  de  la  même 
aéi-ie  que  Ali'.  Pour  que  l'on  ulilteuuu  un  sysièitie  de 
9  di'oites  analogue  au  système  du  pi-eiuier  cas,  il  faut 
que  les  points  A'  et  A"  coïncident.  Or,  si  le  point  A  se 
déplace  sur  (A),  A  et  B'  (iéerivent  deux  divisions  liomo- 
graphiqucs,  de  mémo  li"  et  C,  C  et  A';  donc  A  et  A' 
décrivent  deux  divisions  liomograpliiques  sur  (A);  îl  en 
est  de  même  de  A  et  A'.  D'autre  part,  on  rcmar(|uera 
que  A  se  déduit  de  A"  de  la  même  maiiiéi'e  que  A'  se 
déduit  de  A. 

Donc,  s'il  eiisie  une  position  du  point  A  telle  que 
les  points  correspondants  A' et  A"  coïncident,  on  pourra 
dire  que  le  point  A'  <:onsidéré  successivement  comme 
appartenant  aux  deux  divisions  décrites  par  A  et  A'  a  le 
même  liomologue  dans  l'autre.  Ces  deux  divisions  sont 
alors  eu  involution  et  A'  cl  A' coïncident  dans  toutes  les 
positions  de  A. 

En  d'autres  termes,  s'il  y  a  un  système  de  9  droites 
satisfaisant  à  la  question,  il  y  en  a  une  inljnité  et  chaque 
système  ne  dépend  que  d'un  paramètre,  car  le  ^loint  A 
]ieut  être  pris  arbitrairement  sur  (A). 

Montrons  que  l'on  peut  clioîsir  arbilrairemeiit  les 
deux  droites  A,  A'  et  le  point  de  contact  de  A".  Soît  C  ce 
point  de  contact;  soient  A' et  B' les  intersections  du  plan 
tangent  à  la  quadrique  en  C  avec  A  et  A'.  Menons  B'A 
et  BA'  tangentes  à  la  quadrique,  A'  étant  sur  A,  B  étant 
sur  A'  et  les  deux  tangentes  appartenant  à  ta  même 
série.  Les  cône i  circonsiM'its  à  la  quadrique  ayant  pour 
sommets  A  et  B  coupent  le  plan  tangent  en  C  suivant 
deux  coniques  ayant  /[  points  communs;  suit  C  un  de 
ces  points  ;  AC,  CC,  BC  sont  tangentes  à  la  quadrique 
vl  les  G  points  A,  B,  0,  A',  IV,  C  ainsi  déterminés  ré- 
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pondent  à   la    i^ucslioii.    Il    en    résulte   que  l'on   peut 
prendre  poui-  (A")  ja  di-oitc  CC. 

Montrons  encore  que  l'on  peut  prvndrc  pour  A,  A',  A' 
3  tangentes  coucou raii tes  quelconques.  Soil  O  leur  point 
de  concours,  et  soient  ot,  p,  y  leurs  points  de  contact.  Sî 
le  point  A  de  la  droite  (A)  est  pris  en  a,  lesdcnx  quadri- 
latères AB'CA'  cl  AC'BA"  (voir  plus  liaul)  se  réduisent 
à  OpOa  et  OyOa  ;  les  points  A'  et  A"  étant  confondus 
en  a,  la  condition  pour  que  les  droites  conviennent  est 
remplie. 

Considérons  maintenant  6  points  A,  B,  C,  A',  B',  C 
tels  que  les  3  droites  AA',  BB',  CC  soient  concou- 
rantes, et  nous  allons  montrei'  qu'il  existe  une  infinité 
de  quadriqites  tangentes  oux  g  droites  AA',  AB*,  ..., 
ce.  Soit  S  le  poJHt  de  concours  des  3  droites  et  soient 
(>»,  tû',  (il"  les  points  d'intersection  des  diagonales  des 
3  quadrilatères  AA'BIÏ',  BB'CC,  CC'AA'.  Choisissons 
arbitrairement  le  point  de  eontael  1  de  la  droite  AA' 
avec  la  qnadriqne  clierctiée;  si  les  points  de  contact  de 
BB'  et  CC  sont  I'  et  I",  l.i  droite  II'  passe  par  tù  et  la 
droite  l'I"  par  w'  (d'après  une  pi-opriété  des  coniques 
inscrites  dans  un  quadrilatère).  Lorsque  I  varie,  les 
points  I  el  I"  décrivent  deux  divisions  liomograpliiques  : 
si  I  vient  en  S,  il  en  est  de  même  de  I"  ;  donc  II"  passe 
par  un  [Kiint  fixe,  et  comme  AC  et  CA'  sont  deux  posi- 
tions particulières  de  cette  droite,  ce  point  fixe  est  u". 

On  peut  donc  déterminer  3  eoniquesl,  £',2"  inscrites 
dans  les  3  quadrilatères,  les  points  de  contact  de  ces 
coniques  avec  les  droites  A  A',  BB',  CC  éunt  les  points  I, 
I',  1".  Ces  3  coniques  tangentes  deux  à  deux  sont  situées 
sur  une  quadrique  répondant  à  la  question,  et  comme  le 
point  I  est  arbitraire,  il  y  a  une  infinité  de  quadrîques 
tangentes  aux  ()  droites  AA',  AB',  ...,  CC. 
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[F2] 
SUR  IIIVE  NOUYELLS  TRAKSCENMIVTE  QUI  TRAKSFORHI 
irniTSfiRALE  ELUPTIOUE  IS  PREMIÈHE  BSPÈG8  EN 
UNE  I\TBGRALB  CIRCULAIRE; 

Pab  m.  E.  IAGGI. 


Considérons  la  fonction  elliptique 

(i)  u  =  sn  J7         (mod  k), 

dont  lc<  substitutions  sont 

l  imK-h^niK'-hx 
*    'l  a(a/n  +  OK-f-an(K'-;r         ^     '         "'-''-''•    ■■'' 

et  la  fonction  circnlairc 

(3,  ^..in^», 

dont  les  substitutions  sont 

1  AmK-\-x 
"'       N„™.„K-.        (»  =  o,±,±,,...,. 

Le  groupe  dtis  substitutions  (4)  de  la  fonction  _^  est 
t;onlenu  eomme  sons-gioupe  dans  le  groupe  des  substî- 
lutions  (2)  dolaronction  11.  Il  s'ensuit  (jue  la  fonction  ii 
d«  X  est  une  foiietion  uniforme  de  la  fonction  y  de  x  ('). 

En  ell'et,  si  l'on  se  donne  une  valeur  qnelcoiiquu 
de  V,  toutes  les  valeurs  de  x  qui  lui  correspondent  sont 


(')  Ce  tliéorémc  a  éLé  démontri!  par  l'A 
lioDEi  quclci>n(]iics,  dans  ses  Bechercbes  i 
lion*.  Besançon,  i»,;. 
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doiniées  par  lus  forinulus 

X  =  4mK  +  a 

Et  étant  l'une  d'elles,  et  il  est  clair  quu  lus  valeurs  dr 
xax  qui  en  résultciiL  sont  loutes  égales  à  shb;  auc 
valetir  de  ^  ne  (.létermiite  donc  qu'une  valeur  de  nei, 
pac  suite,  u  est  une  fonction  iniironne  de  y. 
rions  écrirons  donc,  o  étant  une  fonction  unifernie, 


Cette   fonction  <p  jouit  de  propriétés    remarquables 
que  la  présente  Note  a  [lour  but  d'indiquer. 
1°  Oh  a 


et,  par  conséquent, 

(5) 


=  îi^_^_ 


Cette  équation,  jointe  à  la  condition  évidente 

?(o)  =  o, 

détermine  uoinplétetncnt  la  fonction  «.  On  peut  d'ail- 
leurs écrire 

rfj  ^  2K  t/(i  — ift)(i  — A-'^» _ 

dy  T.  y'|__y> 

Cette  é<]uation  parait  plus  compliquée  que  celle  qui 
détermine  k  comme  fonction  de  x.  JNous  verrons  cepen- 
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(Isnt  qiiv  la  roiiclioii  9 (y)  a  une  ftninc  explicite  ;>/»« 
simple  (|iie  cullt:  de  Nitx. 

a"  On  sait  (jue  l'intégralu  générale  du  l'Àjiiation  qui 
déteriiiii)e  u=  si>:r  est 

c  étant  une  coiislaiiLc  quelconque,  c'est-à-dii'c 

y  aX  +  X  An 
I  — *«X»u'' 
où  l'on  a  posé 

4tt  =  v'{i— «*(i  — «t*!»')", 

et  où  X  t.<st  une  emistante  quelconque  (X  =  snc). 

Il  en  resuite  c|ue  l'Intégrale  géiiéiale  de  l'éqnalio» 
différenlielle  à  laquelle  satisfait  '^{y)  est 


(-.'"^')- 


C'est  ainsi  que  se  iransfoiine,  à  l'égard  de  ?(^),  le 
tliéoi-èmc  d'addition  de  snx. 

3°  Les  zéros  de  f  (j>')  sont  les  valeurs  de 


y=i 


■ÏK-' 


obtenues  par  les  valeurs  suivantes  de  x  qui  sont  les 
zéros  de  snx  : 

amK-i-in("K'. 

Ces  zéros  sont  donc  donnés  par  la  roiniulc  générale 


{,^r<)  <„  =  o,.„: 


Ces  points  sont  tous  purement  imaginaii'cs,  à  l'vxcep- 
tion  du  point  zéro  obtenu  en  annulant  'i. 
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Les  infinis  de  f{y)  sont  les  valeurs  de  ^obteouespir 

les  valeurs  suivantes  de  x  qui  sont  les  infinis  duKnz: 

5mK  +  (a«  +  i)(K'. 

Ces  infinis  sont  donc  donnés  par  la  formule  géuénic 

(^  =  sin^r'imK  +  (a«  +  .).K']-±siB^^.4 


Ces  points  soui  tous  purement  imaginaires. 

4°  La  fonction  f(y)  est  impaire.  On  a,  en  ell'ut, 

et)  par  eousêquent, 

«'est  à-dire 

(9)  ?(-r)--<P(/)- 

5"  La  fonction  '^{y)  étant  uniforme  a  des  suhslitn- 
tions  qui  la  laissent  invariable  {').  La  inaniére  dont 
«{y)  est  déterminée  donne  immédiatement  ces  subsii- 
tutions.  Ou  a,  en  clfet, 

où 

Posant 
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DU  voit  que  f{y)  admet  les  substilutions  révlles 

(I.,)  »«(/)=P..r-=«»6^^^'. 

qui  sont  toutes  obtenues  par  répétition  ou  inversion  de 
la  substitution  fondamentale 

car  ou  a 

Le  citaiigenient  de  X  eu  4  K-  +  -i^  ou  en  aK  —  X  uc 
donne  évidemment  pas  d'autres  substilutions  pour  la 
fonclion  ç(^). 

siix  n'admettant  pas  d'aulies  siibstitultons  que  «.elles 
dont  nous  nous  sommes  servis,  o{y)  n'admet  pas 
d'autres  substitutions  que  les  précédentes. 

6°  Si,  dans  l'égalité 


K-^'). 


on  cliange  x  cnK  +  X,  on  obtient 

où  c  est  la  fonution  dont  nons  avons  parlé  déjà  dans  ce 
Journal,  dont  les  propriétés  corrélatives  avec  u  montrent, 
mieux  que  cnx,  l'analogie  des  fonctions  elliptiques  et 
des  fonctions  circulaires,  et  dont  l'emploi  serait  de  na- 
ture à  simplifier  la  tliéoric  des  fonctions  elliptiques  (*). 

L'égalité  pi-écédente  montre  une  nouvelle  corrélation 
entre  uelv  :  u  et  v  sont  la  même  fonclion  unifoiine, 
l'une  de  si»  -Ux,  l'autre  de  eos—j^x.  Ce  fait  montre 
bien  comment,  à  l'égai'd  de  la  période  réelle  41^ t 
u  joue  le  r6le  de  sinus  et  v  le  rôle  de  cosinus. 

On  pouvait  d'ailleurs  se  rendre  compte  directement 

{ '  )  Sur  Itt  /onctions  tlUptiques  de  première  espèce  (  Nouvelle» 
Annales.  1898). 
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quu  f  pst  une  fonction  uiiifonne  de  cos  -j^  x  vu  ruinar- 
quant  quu  le  gi-oupu-  Jcs  sulistiiuiiotis  do  cos  -jrx 
4mK±3^        (m  =  o,  ±i,d:a,  ...) 

est  contenu  coinniu  sous-gronjic  Jaiis   le  grQii|>e  des 
substilulioiis  de  ia  fonetioii  v 

4mK+aniK'±^        (m,  n  =  o.  ±  i,  ±  a,  . . .). 
7°  La  fonction  f{y)  v\a\H  telle  qu'eu  posant 

on  obtient  la  fonction  u(x),  v.l  qu'en  posant 


on  obtient  la  fonction  ("(x),  ou  pourra  obtenir  de  deux 
manières  diiTérentes  son  expression  en  y,  on  a,  en 
fffei, 


ttjx)      _  a  v^  ..^  «  ^|-| 


(»  =  i,a,3,...). 

Si,  dans  la  première  de  ces  formules,  ou  remplace 

sin— ,.  X  par  ^,  ou  si  dans  la   seconde  on   remplace 

cos  -jj  X  par  j ,  on  a  l'expi-essiou  clierchéc  de  »(^)  : 
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Sur  ci:lle  forinuli;  oii  vûrinc  lacIlfiitciiL  les  |>roi)riétés 
(]iiei)Ou$  avons  déinoiiiréiss  [iliis  baul. 
Les  foiic lions 


(où  y  =  siii  — t  ■^)  IHïuvfiit  aussi  sVx|«iinei-  par  dos  (oi-- 
iiiuics  analogues  ratiotirulles.  La  furmiile  de  la  dérivée 
?'0')  ^''  Iransformu  d'une  nianièi-e  iutéi-essuntc  :  un  a 
en  eU'et 

iy{j')  =  %nx         \y=  sin^ij, 
d'où 

et  par  coiisétjueul 

on  aura 

vt  i>ar  conséquuiit,  grài'e  aux  proprivlûs  connues  de  M 
ut  de  V  (■} 


8"  Si  l'on  a 


V    i-A'?»(v'<— J-V 
relations  qui  peuvent  £trc  réunies  dans  la  suivante 

<')  Loc.  cit.  (fl/Ottvellei  Annalei). 
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qu'où  pouvait  obtcuir  eu  faisant  c'  =  i  dans  le  tliéorèinc 
d'additîou  (6). 

D'autre  part,  ce  théoi-ème  d'addition  pourra,  grâce  * 
la  fonctlou  c,  élro  transformé  au  moyen  des  relations 
connues (') 


u(,a  +  b)  = 


y(a-i-b)  = 


En  posant 
la  première  du  ces  formutes  donne 

'       i  +  *'?(")î(?)î(/i-»')î(i'^^T')' 

Eii  posaiil 

la  formule  i\e  v^^a  +  b)  doimu 

(15)  _      T(')1'(?)-?/?^^^)?(t'T^=g) 

I  ,-*>,(.),(P),(/,-..)ç(/,-P')     ■ 

Ces  formules  (i4)  et  (if>)  sont,  au  fond,  identiques; 
mais  si  l'on  y  fait  ^  =  a,  ou  obtient  les  deux  formules 
distiuetcs 


(i6) 
(17) 


T^.) ?i 


(')t(v' 


p) 


-+-A'o«(a)ç'(/i-a') 


o>(at b1(,/i  — aï) 

■  -*'j1(.),.(^,_.>) 


(')  Loc.  cil.  ( A*ttHfe//ej  ,4nna/r»). 
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i|ui  sont,  n  l'û^aril  (lu  f  (;r))  'i^s  Lraiisforméus  diis  for- 
luiilcsdu  inulti|>Iicatioii  par  ï,  dus  foiiclions  cllipiiques 
«(ax),  f{ax).  Lfs  funnulcs  qui  doiiueiil«{3j:),  v{ix), 
ii(4j:),  c(4^)i  '"l"')  se  liaiisforiHeraieiil  d'iiii«  manière 
analogue. 

Eufiii,  ou  i>eul  traiisfurincr  IVxitressioii  de  la  dérivée 
de  la  luaiiièrc  suivante;  ou  a 


Ces  formules  uecouiieuueut  ex^licilemfut  pas  d'auLtu 
irratinniivlle  que  !e  déuoiuiuateiir  y/| —y'.  D'ailluurs 
o(y/i  — y')  ne  conlicnt  pas  d'autre  irraliouiietle  cjue 
y'i  — y'  en  faeieur  d'une  expression  raliounelte.  Ces 
foruMiles  sufiiseut  doue  à  moulrer  que  <f'{jr)  esl  ration- 
nelle en  y.  La  Uansfuniiation  de  •''(■ï^)  ne  eonduil  pas 
à  d'autres  formules. 

9°  Les  formules  que  nous  avons  établies  pernietLent 
d'étudier  faciienient  les  variations  de  la  foncliou/'£e//<i[p 
de  la  variable  réelle  cp  et  de  construire  la  eourbe  lepré- 
seiitative  de  ees  variations.  Ueuiaïquons  tout  d'abord 
que  <f  étant  une  fonctiou  impaire,  la  courbe  esl  symé- 
trique par  rapport  à  l'origine  des  uoorduiméus  9  etj', 

('}  Loe.  cit.  {Aouvelles  Anna/ei). 

Aaa.  de  Hfalhémat.,  3-  ^>ù^ic,  i.  Xl\.  (Dùceinbru  19UO.)        35 


îk' 

1 -.>•■•■(  J-) 

- 

«'(»)  = 

=  .(l -*'»■)  = 

l  par  consc(]iic 

it 

\ 
.8) 

?■<}■)' 

^K           1- 

jh,Googlc 


{  546  ) 
cL  qu'il  nous  siiHira  de  faire  vat-k-r  y  |)ar  des  valimrs  [w- 
sitives.  Les  égaillés 


?'(r)  = 


î(o)  =  o,         ?(il 


montrent  que  lorsqui:  y  croil  Je  o  à  i ,  «  croit  aussi  <]« 
o  à  I.  La  tangente  à  l'ori§ini;  u.sl  donnée  [>ar 


La  tangente  au  point  i  nous  est  donnée  par  la  dentièii' 


formule  que  nous  avons  démontrée  pour  -a'  {i8) 


Ixirsque  r  eroit  au  delà  de  l'unité,  o  croil  au  delà  ilr 
l'unité  CL,  à  partir  de  ce  moment,  rcsli-  toujours  conijirii 


o  aiu^inl  la  valeur  j,  pour  les  valeurs  de  ■)■  données 
par  la  formule 

„  „„ '" -■-'  ;. ï;  =  fJli^HZI 
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qui  sotil  duni)ûcs  par  l'égali 


Ces  valc'urs  annuluiit  d'ailleurs  si'  ft  rendent  néga- 
tive f'  ([lie  l'on  calcule  facilenieiii;  on  obtient  donc 
ainsi  des  maxima  jiour  f.  Il  n'y  a  de  dîffieullé,  pour 
trouver  le  signe  ro",  que  de  zéro  au  premier  inaxiniuni-r; 
on  trouve  que  o'  est  négative  dans  tout  cet  inlcrvallc, 
mais  nous  n'en  re(>r<idu irons  pus  iei  la  démonstration, 
qui  est  longue. 

(p  atteint  la  valenr  i  pour  les  valeurs  di;  ^  données 
par  la  Tonnule 


fK-t-aniK')  = 


■■). 


qui  sont  données  par  l'égalité 

(aïs  valeui's  annulent  toutes  cp',  sauf  la  première,  qui 
*^st  t  et  pour  laquelle  nous  avons  calculé  la  valeur  de  lo'; 
)a  dérivée  seconde  --f'  est  positive  en  toutes  ces  valeurs, 
sauf  en  la  première,  où  elle  est  négative.  Ces  points  pour 
lesquels  ^  ^  I,  Ep' ^  o  sont  donc  des  mininia. 

Enfin,  si  l'on  calcule  l'intervalle  sur  l'axe  O^,  entre 
un  maximum  et  le  niiiiimuin  suivani,  on  entre  un  mi- 
nimum et  le  maximum  suivant,  on  voit  que  cet  inter- 
valle croit  indéfiniment  et  au  delà  de  toute  liniîle. 

A  partirdu  point jj'  =  i,  la  courbe,  tout  enlière  con- 
tenue entre  les  deux  parallèles  i  et  -?,  affecte  donc  une 
forme  sinueuse  et  oscille  entre  ces  deux  parallèles  de 
manière  »jue  les  sinuosités  s'élargissent  indéfiniment  et 
au  delà  de  tonte  limite. 


jh,Googlc 


(  ^48) 

[M>5j]  "^ 

SUR  UNE  GERBE  DE  CUItlOlIES  GAUCBES; 

Par  h.  5TCYVAEBT, 
Proresscar  i  Gand. 


Taiitlis  que  les  coiiiquds  ayant  un  double  coulat't 
cousliliieiit  un  cas  |ini'tiuulit;r  d'un  faisreau  poncinel. 
dunt  cllos  possèdi-nl  les  propiiélés,  los  cubîqnvs  gauches 
|ias.i3iit  par  deux  [Miiuls  et  y  possédant  niiimes  tangvntcx 
«■t  niéniGS  plans  oscnlateurs s'eoaileiit  beaucoup  du  celles 
(pli  OUI  cinq  points  communs  { *  ). 

Les  unes  el  les  autres  constituent  bien  une  gei-bc,  et 
chaque  point  de  l'espaec  délennîne  une  courbe  du  sjs- 
Itine,  comme  von  Staudl  l'a  nioatié  le  premier  ('); 
mais  là  s'arrête  à  peu  près  l'analogie. 

M.  R.  Stuini  (')  a  d'abord  attiré  l'iilLeMlioi»  sur  la 
gerbe  <]ui  nous  occupe.  H  a  fait  voir  qu'un  tûti-aêdre 
d'usculatiun  ABCD,  lorsqu'on  ne  s|Hicitie  pas  lesquelles 
de  ses  arêtes  sont  tangentes,  corde,  elc,  apparlt<!ut  à 
douze  gerbes  de  cubiques  gauclies. 

A  son  exemple,  nons  ne  considérons  (|uc  les  coui-foes 
qui  passent  par  A  et  C.  y  loucbcnt  icspecliveiiiciil  AB 
et  CD,  et  y  osculent  les  plans  AfîD,  CBD;  par  snite, 
AD  et  CB  sont,  pour  toutes  ces  cubiques,  deux  droites 
associées  deCremona. 


<')  Ccuc  derniurc  gerbe  a  Hé  Oiuditc  |)ar  MM.  Rcye  {ZettKli. /. 
Math.  u.  Phy*.,  t.  XIII),  R.  Sfurni  (Journ.  de  Cretle,  t.  70), 
Kfinîgs  [A'oui'.  Ann.  de  Malh.  (3*  sénr),  t.  II]. 

{')  Géométrie  der  Lage.  Beitràge,  g  4fil. 

(■')    M'ith.  Aiwaleii.  l.  XWl,  p.  Idj-.'H.H. 
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M.  Huiiinclis  (')  a  publié  une  élude  approfoiidL' du 
sujet,  en  se  servant  de  la  Géométrie  prajective.  Après 
l'e  travail  très  complet,  il  ne  ^e^te  guère  du  ré'ullal 
iin|>ortaiit  h  trouver,  mais  on  peut  essayer  d'autres  mé~ 
lliodcs  pour  établir  la  tliéorie.  Dans  un  travail  réreni- 
ment  soumis  à  l'Aeadéinie  de  Belgique,  nous  pro^>osons 
une  légère  niodiricaliou  h  la  représentation  paramé- 
trique des  courbes  gauclies  du  ti'oîsième  ordre,  de 
uiauière  à  la  rendre  applicable  à  la  gerbe  de  cubiques 
ayant  même  tétraèdre  d'oseulalion. 

Ici,  uous  essayerons  de  reliouver  quelqueï>-uues  des 
propriétés  de  ee  système  eu  ntilîsanl  ia  Géométrie  ana- 
lytique plane. 

1.  Un  plan  v  ne  passant  par  aucun  sommet  du 
tétraèdre  ABCD  {Jig-    i)  eonpe  respoetivcmenl  en  E, 


r,  G,  H,  I,  M  les  arêtes  AC,  AB,  CD,  AD,  HC,  BD  de 
ee  dernier  et  eoutient  trois  points  P,  Q,  R  d'une  des 
l'uui'bes  de  la  gerbe. 

Le  eùue  de  sommet  A  perspectif  à  cette  cubique  coupe 


(')  te.    Heimiiciis.    Ccher   den    IStindet    t/rijeiiigen   kiibiscken 
naiimciirveii.  neUlie.  Ole.  (  W.ïî,  Miiiiiler.  1HK7  ), 
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le  jilai)  V  suivant  iiiiv  conique  passant  par  P,  Q,  B,  E,  F 
et  tangente  en  E  à  EG  et  en  F  à  FH, 

La  irace,  sur  v,  du  cône  de  sommet  C  iterspeclifà  la 
rubii|u<;  est  une  conr(|ue  |iaS9aul  jiar  P,  Q,  K,  touchant 
EF  w.  É  et  GI  en  G. 

En  faisant  vai  ier  la  cubique  de  la  gerbf,  on  engendre, 
dans  le  plan  v,  doux  faisceaux  de  coiiiquvs  ayant  un 
double  contact  et  situés  de  manière  ijuc  l'une  des  lan- 
geules  communes  de  l'un  des  systèmes  est  eoi-de  de 
contact  de  l'autre  et  inversement. 

l,a  gt^néralilé  du  raisonnement  ne  sera  pas  testrehili: 
si  nous  supposons  les  points  I  et  H  à  l'inlini,  car  le 
principe  d'Iiomograpbie  permclua  d'étcndie  tes  résul- 
tats. En  prenant  ensuite  EG  et  EF  jioiir  axes  de  cooi- 


IG  et  FH  respecli- 


Dès  lors,  le  problème  est  ranimé  n  la  recbcrclie  des 
propriétés  des  ternes  de  poinls  1*,  Q,  Il  qui,  avec  l'ori- 
gine E,  constituent  l'intersection  de  deux  courbes  qu<-l- 
conques  des  systèmes  repiésenlés  par  les  équations 
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(liiiil  la   premiéi'ti  se   rappurie  aux  cuni<|U':s  ayant  un 
double  contact  eu  E  et  G. 

Rcmarijuous  eu  passnnt  que  It.'S  poiuU  P,  Q,  R  coin- 
uiuiis  à  deux  des  courbes  coiisidrrëes  a[>particiiuetil 
aussi  à  une  courue  passant  par  H,  E,  G,  I,  car  les 
é<]ualiuiis  précédentes  douiietit,  par  iiiultiplicaliou, 

et  cette  relation  représente  une  liyperbole  à  asymptotes 
parallèles  aux  axes  cuordoiiiiés  et  passant  par  F  et  G. 

S.  Toute  la  question  e^t  de  préciser  la  liaison  des 
|.oints  P,  Q,  R. 

Or,  un  point  P(x',  y')  déLeriniiie  uue  conique  de 
cicieun  des  deux  systèmes  eonsîdérés  ci-dessus;  ces 
deux  courbes  ont  respeetiveuieiH  pour  équation 

Mnlliplious,  par  iu.'  et  ny.  respectivement  les  termes 
de  U  première  et  de  la  seconde  égalité  et  soustrayons; 
nous  obtenons,  après  quelques  calculs, 

(xy —  cc'y)  [(bx^''i-ay~ab)  (xy  -t-  3:' y)  —  abx'y\  ==  o. 

Cette  équation  représente  deux  droites  passant  par 
E,  P,  Q.  R  ;  et  con.me  le  premier  facteur,  égalé  à  zéro, 
représeule  EP,  on  a,  eu  faisant  abstraction  de  ce  facteur, 
l'équntion  de  la  droite  Qlt. 

Celle-ci  est  parallèle  à  la  droite 


t:'est-à'dire  »  la  conjuguée  liarniouique  de  KP  par  rap- 
|>ort  aux  axes;  donc,  dans  le  ra$  général,  les  droites  EP, 
QIl  déti-rniinent,  snr  Hl,  deux  points  conjugués  liarnio- 
ni'ptes  par  rapport  à  II  et  I. 


jh,Googlc 


(  532  ) 
Or  OH  sait  quv  les  poiiils  d'uni:  droite  HI  alignés, 
avoc  les  sommets  d'un  trian^^le  PQR,  sur  un  point  fixeE. 
el  Icfl  ïiilerseciionsde  Ht  avec  les  cÔLes  opposés  de  PQR 
sont  en  involution.  Nous  voyons  ici  que  les  involution», 
déUTtninées  de  celte  façon  par  les  triangles  PQR  relatifs 
n  toutes  les  cubti|ues  de  lu  gerLe,  se  conrondenl  et  ont 
H  et  I  pour  points  doubles. 

3.    Pour  cju'uiie  courbe  du  aj^Lèmc  soit  tangente  au 

plan  V,  il  fant  que  deux  des  points  P,  Q,  R  coïncident, 

ou  que  QR  passe  par  P;  cette  condition  s'ex{irime  |>ar 

l 'égalité 

.    .  .      iai 

(i)  ftr  +  a^  =.  __. 

/.e  lieu  des  points  de  contact  du  plan  v  ayce  les 
cubiques  de  la  gerbe  auxquelles  il  est  tangent  est  une 
droite. 

Appelons  celle  droite  d;  nous  j  reviendrons  bieniàt. 
Remai-<|nons  auparavant  que  les  points  P,  Q,  R  jouent 
évidemment  le  même  râle  el  qu'en  faisant  coïiteider  P 
avec  nii  des  deux  aulies  points,  nous  n'enlevons  rîeti  à 
la  généralité  de  la  soiuiion  qui  précède. 

Nous  découvrli'Ons  une  autre  propriété  en  exprimant 
que  les  points  QelR  se  confondent,  ou  que  la  droite  QR, 
représentée  par 

(4)  iay-^Ox'~ab)i,j-y-\-xy)  —  abx'y=o 

touche  lune  des  toniques  (i)ou  (a),  par  exemple  celle 
qui  a  pour  équation 

Kn  posant 
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1  (teut  écrire  l'égalité  (4)  sous  la  forinu 

ay'+  x'y  —  abi  =  o. 
La  condition  de  contact  est  alors 


ou,  en  développait, 

(5)  (ay-+'bx'~aby=  iaO(x~a)(y—b). 

Si  x'  Kiy  sout  les  coordonnées  courantes,  celte  rela- 
tion représente  une  conique  S,  lieu  du  point  P,  tel  que  les 
points  correspoiidauts  Q  et  El  coïncident. 

Les  cubiques  gauches  de  la  gerbe  qui  touchent  un 
plan  V  le  coupent  encore  sur  une  conique. 

La  conique  S  est  une  parabole  dont  l'axe  est  parallèle 
à  EM  et  qui  touclie  MG  en  G  et  MF  en  F  ;  elle  est  tan- 
gente aussi  à  la  droite  d  dont  l'équation 


Ci) 


V-^ 


a  été  trouvée  plus  baut;  cette  droite  joint  les  milieux 
de  FM  et  GM  ;  son  point  de  contact  avec  S  est  au  milieu  N 
du  segment  déterminé  sur  elle  par  les  axes  coordonnés 
ou  par  FM  et  GM. 

Dans  te  cas  général,  S  louche  HI  au  conjugué  harmo- 
nique, relativement  à  H  et  I,  du  point  de  rencontre  de 
FG  et  HI;  le  point  N  est  toujoiirs  à  l'intersection  de  d 
et  de  EM. 

Si  le  point  P  est  sur  d,  l'un  des  autres  points,  Q  par 
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exein]ilp,  coïncîdu  avec  P,  et  la  droite  «^onuspoiidanLeQU 
a  pour  (îquation 

(4)  (a/+6^--ni)(jx'+3-/)-a63-y=o, 

avec  la  rtOatîon 

(3)  ay^bx'='^-f-. 

Celte  droite  coupe  la  conique  S  en  deux  points,  iiiai:i 
il  est  évident  qn'un  seul  de  ceus-ei  est  le  point  11. 

Pour  établir  la  distinction,  qui  sera  d'ailleurs  pré- 
cisée par  ce  qui  va  suivre,  on  peut  observer  dès  »  pre- 
seiil  que  ce  point  R  doit  se  trouver  sur  une  courbe 
déiertuiitéc  de  chacun  des  deux  faisceaux  considérés  au 
début. 

Si  l'on  clierclie  l'enveloppe  de  la  droite  mobile  repré- 
sentée par  l'équation  (4)i  ses  coeHicieuts  étant  liés  par 
la  relation  (3),  on  obtient  la  conique 

(ay-i-  bx  —  iaby=  iabxj-. 

C'est  encore  une  parabole  T  Loncliani  tl  en  S  ut,  par 
suiti-,  tangente,  en  ce  point,  à  la  conique  S;  T  touclie 
les  axes  en  des  points  x  =  iii,  y  ^='il>. 

Dans  le  cas  général,  nous  pouvons  énoncer  la  propriété 
suivante,  qui  s'éublit  d'ailleurs  très  facilemeut  aussi 
parlaGéoniélrieprojeclive  : 

La  droite  qui  joint  un  point  P  de  d  au  point  corres- 
pondant R  de  ta  conique  S  enveloppe  une  conii/ue  T 
ayant  avec  S  un  double  coniaci,  en  N  et  sur  la 
elroiteW. 

4.  Si  l'on  vent  cherclier  diiecteinenl  l'enveloppe  des 
lungetitcs  aux  cubiques  de  ta  gerbe  qui  touchent  le 
plan  V,  c'est-à-dire  des  droites  QR  représentées  par 

(ay  +  br' —  Hb)(  rx' -r-  xy)  —  abx'y'  =  o. 
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K's  C(>i;nicii;iiis  x',  y  (coordoitnÔL-s  de  P)  ctaiil  liés  par 
la  coiiililiuii 

(ay+l/jr'—  ab')'  —  iali(r'  —  a)(y  —  b), 
les  calculs  soiil  assen  loiii;s.  On  lus  ('vilo  t^ii  |)osaiiL 
ar'-^  bx'  —  ab  a  y' -*~  h x'  —  ab 

p  =  '^— ^6^ '      *  =  "~-iby —  ' 

palq  sonl  alors  îts  cooicldiinérs  langintiellLS  de  la  droîle 
dont  ou  clteirlic  ri;nvi-lo|)pi!:  on  litu  de  Jà 

,_  abq  , ^/'____ 

ap  -t-  6g  —  abpi]  '  ap  -i-bq  —  nhpq 

Subsliluantdans  la  cotidiliuii,  on  oblieiit,  aprùs  avoïr 
sioipliiié, 

abpq  =4(1— 67)(i  — <i/>), 

é<]uat'oii  rfpri'seiitaiit  une  coiiii|iie  ;  ou  l'écrit,  en  oour- 
donnLvspin)cluclk'.s, 

On  rcconiiait  niic  flli|iïie  U  tatigi'tile  aux  avis  coiii'- 
(Icniirés  ii-speutiteinciil  un  di-s  poirils 


i  •'   ■■    4  ■ 

langenle  à  d  au  même  point  N  où  cotte  Jt-i>itc  loucliu  S 
ot  T,  tangi-nte  à  la  parallèle  j.  FG  menée  par  le  milieu 
de  KF,  tangente  entjii  aux  droiies  FH  et  IIG. 

Dans  le  cas  général,  l'envidoppn  r/'^s  tatigirnles  des 
cubiques  gauches  dr  ht  geihe,  situées  dans  le  plaît  v, 
est  une  conique  laui  liant  les  traces  des  quatre  Jaces  du 
tétraèdre  d 'oscillation . 

Cumrnu  une  tangente  variable  d'une  conique  coupe 
f(ualic  Lingcnlis  lixes  (F.F.   F.G,  F.M,  GM)  c»  fjuatic 


jh,Googlc 


(  556  ) 
points  dont  le  rapport  anharmoiii(|ue  csl  coiisUDt; 
comme,  en  outre,  pour  la  tangente  spéciale  d,  ce  rapport 
est  j  et  ne  dépend  par  caiisé<|ueiit  pas  de  la  position  du 
plaît  V,  on  voit  que  les  tangentes  à  toutes  les  cubiques 
de  la  gcrbfi  coupent  les  faces  du  télraédie  d'oscnlatJOD 
en  quatre  points  dont  le  rapport  anliarn)onii|ue  est  cou- 
siamnienl  égal  à  j.  Ct'ci  démontre  le  tliéorèuie  suivant, 
dû  à  M.  Sturin  ei  précisé  par  M.  Heînriclis,  qui  a  trouvé 
la  valeur  i  du  rapport  anliarmonique. 

Les  tangentes  ntix  cubiques  de  la  gerbe  sont  tes 
rayons  d'un  complextt  télrnédrul. 

5.  Le  point  N,  déjà  reticoiilré  plusieurs  fois,  est  évi- 
demment le  point  de  contact  de  la  cubique  de  la  gerbe 
qui  oscult;  le  plan  v. 

Dans  le  cas  général,  on  voit  donc  que  si,  en  trois 
points  A,  C,  N  d'une  cubique  gaiiche,  ou  mène  les  plans 
o^t'ulateurs  a,  y,  v  :  i"  le  point  M  commun  à  ces  plans, 
le  point  N  et  la  trace  E  de  la  corde  AC  sur  le  plan  v 
sont  en  ligne  droite,  e'cst-n-dirc  que  M  est  dans  le  plan 
ACN  (ihéurème  de  Cliasles)-.  a"  la  droite  ^ME  coupant 
en  L  la  droite  Hl  du  plan  v  qui  s'appuie  sur  les 
droites  associées  AD,  Ci),  on  a  le  rapport  anliarmo- 
nique 

(MENL)  =  -i. 

On  voit  sans  peine  que  ta  conique  S  est  la  trace,  sur  v, 
de  la  développable  osculatrîce,  à  la  cubique  gaucbe  qui 
oscule  le  plan  v. 

Des  relations 

ap  -t-  //q  —  abliij  np  -\-bq  —  abpq 

on  déduit  encore  :  qu'une  seule  cubique  de  la  gerbe 
admet  pour séconteune droite  donnée,  a^ant  pour  coor- 
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doiiiiûi.-s  tangeiitiellus  p  cl  q;  que,  si  le  poiiil  P(x',y) 
«lecrit  uoe  druite,  U  droilu  conespoiidaiitc  QR.(pyt}) 
enveloppe  une  oonujuo;  que,  si  QR  pivolu  autour  d'un 
point,  P  décrit  nui!  conique. 

EiiGn.  on  peut  établir  avec  préd^ion  la  transforma  lion 
dans  laquelle  un  sommet  du  triangle  PQR  répond  au 
côté  opposé.  Si  l'on  eonsidérc  le  point  P,,  ayant  pour 
coordonnées  —  et  -,  on  voit  immédiateiiieni  qu'il  eor- 
respond  à  P  dans  une  liouiologie  Iiarnionique,  dont  te 
centre  est  E  et  dont  l'axe  a  pour  équation 
ay' -^  bx'  ■=  inb, 

e'est'Fi-dire  qne  cet  axe  joint  le  point  M  au  point  de  reii' 
contre  de  HI  et  FC.  Quant  au  [wint  P,  et  à  ladroitvQR, 
on  les  déduit  l'un  d<.'  l'aune  par  la  iransforiiiallon  très 
sintple  que  vole!  :  QR  joint  lis  points  où  HP|  et  ]P, 
reucoutrcnt  res|>eetivunieiit  EF  et  EG> 


[051] 
SUIl  DEUX  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  DIFFÉRENTIELLE; 

I'ar  m.  C.  LAMIOM. 


M.  Bianelii,  eu  parlant  de  la  formule  qui  exprime  la 
deuxième  courbure  d'une  ligne  géodésiqiie  en  un  point  M 
d'une  surface  ('),  a  démonlié  les  deux  tbéoiémes  sui- 

i"  Si  une  ligne  de  conrhure  est  géodésique,  elle  est 
plane. 

(')   Voir  Bixscui,  Lezioni  di  Ceometria  differeaiiale.  p.  l'ii. 
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a"   Chaque    ligne   géoilth''^ue    plane    est    ligne  'I'- 
fOurbure. 

Le  biil  ilu  ccUu  Note  csi  lie  duiinct-  une  démonslralioii 
<Iirvcle  vl  Irùs  i<ii)i|>lu  de  eus  deux  llitioi'èiiies. 

\  .  Soit  L  une  ligne  de  courbure  et  géodésiijue  situer- 
sur  une  surface  ;  les  coui  données 


d'un  |>oint  <|iieIeon(|UU  de  L  peuvent  èire  evprîinm 
fonclion  de  l'arc  s  de  L. 
Soi  .nu 

X,     Y,     Z 

les  cosinus  directeurs  de  la  normale  h  la  surface; 


les<'OStuus  delà  normale  principale  de  L;  d'après  riiv]>(i- 
tlièse  (|iie  nous  avons  posée,  nous  aurons  (  ■  ) 


(0 


dT  _  dy     <lz        d\  _  fVi^  _  dl 
d\-  '  ds'  ds        ds  '  ds  '  i/s 


En  dérivant  par  rapport  à  s  les  relalîoiis  (a] 
enani  compte  des  furinuloï  de  Serret,  on  obtient 


Si  nous  exprimons  pa:*  t  la  valeur  commune  (les  rip- 


[,  Lezioni.  etc.,  p.  yît. 
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ils  ds  ih 

lis        7/7        ~d^ 

les  formiiKis  (3),  en  U'iiaiil  complc  du  la  relation  (i)  et 
(le  ridciUÎlv 

•'y. 


ds  '  ds  '  '  ils 

i  (lotiDCi-olIt 


Eli  tiiulliplianc  l'especli veinent  les  équations  (4)  pai' 

ut  en  ajoutant,  on  oblieiit 

T  ""' 
d'où  il  suit  (juc  la  li,^ii<-  I.  est  liieii  une  ligne  |>1.-iii('. 

3.  Pour  la  déni oiist ration  du  deuxième  tlidinénie,  il 
faut  rcniarc[iiei'  i[ue.  d'après  la  nouvelle  hypothèse 

T  ""' 
li's  foi'iniites  (3)  (verilîéi's  aussi  d:ins  ce  cas)  nous  doii- 
iieront 

d\  d\  dL 

ds  ds  ds 


rmn-n-.;GoOg\c 


(  50o) 
d'où  l'on  tiic 

dX-.dy-.dZ^dT-.dy.ds; 

)ii-0|)oriioii  c3i-act(-i'islï(|iie  que  l'oii  obliviit  en  sedéj'li- 
<-ai)l  le  long  d'une  ligne  du  courbure,  ei,  par  suiti-,  !■ 
ligne  L  est  bien  ligne  de  courbure.  c.  q.  f.  h. 


CERTIPrCATS  B'fiTUIteS  SUPËMEintES 
BKS  FACULTÉS  BES  SCfSKCES. 


-:     SKSSION   DE  JUILLET  1900.  -   COMPOSITIONS. 
HontpeUier. 

CVLCUI.    DrFKKHKNTIHL    HT    INTKORAL. 

ÉpnEUVF.  ÉcniTE.  —  Une  surface  e.U  r  f  présentée,  J"»^ 
rapport  à  tles  axes  reclan gulairex,  par  l'èqiiaiiùn 

déterminer  les  fonctions  /  ^'  «  àe  façon  que  !a  sonriif 
fies  rayont  de  coiirlmrv.  principaux  soit  nulle enloat 
point  de  la  surface. 

Calculer  les  rayons  de  courbure  principaux  rie  'i 
surface  obtenue,  et  déterminer  ses  lignes  asinipii>- 
tiques. 

Épreuve  pratiqoe.  —  Calculer  la  surface  de  '" 
partie  du  cylindre 

y^=ipx. 

comprise  à  l'intérieur  de  la  sphère 

r' -t- _>•' +«'  =  (?./> -h  <i)ir. 
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AsTRONOmE. 

Épreuve  écrite.  —  l.  Déduire  du  principe  de  la 
gravitation  universelle  let  lois  du  mouvement  d'un 
corps  céleste  autour  du  Soleil. 

II.  Définir  les  éléments  d'une  orbite  elliptique  et 
faire  connaître  à  l'instant  t  : 

I  °  La  position  de  la  planète  dans  son  orbite; 

1"  Ses  coordonnées  rectangulaires  héliocentriques  ; 

3°  Ses  coordonnées  géocentriques  équatoriales. 

EpRzuvE  PRATIQUE.  —  La  latitude  géographique  de 
Montpellier  est  43''36'44'iO. 

Calculer  la  latitude  gêocentrique  ra'  et  la  distance 
géocentrique  h  du  même  point  en  adoptant  les  valeurs 
suivantes  des  éléments  du  sphéroïde  terrestre  -■ 

Rayon  équatorial (i  =  6377397",  i5 

Rayon  polaire b  =6356o78",96 


MÉCANIQUIi    HATIONNEIXE. 

Epreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  fixe,  une  Barre 
homogène  non  pesante,  AB,  est  mobile  autour  de  son 
extrémité  A  qui  est  fixe.  Un  point  M,  non  pesant, 
assujetti  à  te  mouvoir  sur  la  barre,  est  attiré  par 
chaque  élément  de  celle-ci  proportionnellement  aux 
masses  et  à  la  distance,  l'attraction  étant  égale  à 
l'unité  pour  des  masses  égales  à  l'unité  placées  à 
l'unité  de  distance. 

I.  Etablir  les  équations  qui  déterminent  le  mouve- 
ment du  système. 

Ann.  de  Malkémal,.  3' aéric,  t.  MX.  (  Dijcembrc  1900.)      36 
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d'où  l'on  liio 

rfX  :  rfV  :  rfz  =  rfa-  :  rfr  - 

jn-o|iorlion  caiaclérîsliqiie  qut;  V.  % 
çaiil  le  long  d'une  ligne  de  cf  g  p 
ligne  L  «si  bien  ligne  de  coij'  ^,  g- 


ctKïmcm  f 

ni 

SESSION  r  '  s        "^ 

.^1 


*  s- 


-  pnr 

uué  dans  ^ 

^  t-iî/iW*  esi  placé 

,,i(  d'une  mauère  homogène, 
..ilculer  let  moments  d'inertie  f/„ 
aux  trois  axes  Ox,  Of,  Oï- 


Grenoble. 


Astronomie. 

Éprkove  ÉcniTK.  —  Rédiicfion  des  obseiy allons  mé- 
ridiennes pour  fa  déteriiiinalion  de  l'heure  diipauage 
d'une  étoile  nu  méridien.  Formule  de  Bessel. 

ÉvBEUVË  PRATIQUE.  —  Calculer  la  longueur  Q  du 
méridien  terrestre  supposé  cWptif/ue,  connaissant  l'ex- 
centricité e  et  In  longueur  s  d'un  arc  mesuré  entrelcs 
latitudes  À  et  ).', 

Données  numérit/ues  : 


55i583T,5, 
o,  005979, 


X  =5i' 


a' 10',  5, 

"'44',8. 
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XI.  DirrBRBNTfEL  ET  INTEGRAL. 

V  On  donne  l'équation  aux  déri- 


tx  —^qxy  —  jf'  —  _y*=  o 

•rtées  à  trois  axes  rectan- 

"  "irt  ne  change  pas  si 

ï*  ^es  intégrales  toutes 

autour  de  Oz;  et  aussi 

•évolution  autour  d'une  droite 

complètement  l'éfjuation  proposée,  et 
solution  singulière. 

KpRiSTiVE  PRATIQUE.  —  On  consîdère  la  courbc  d' tn- 
lersection  des  deux  surfaces 

a» —  6s  —  (**  =  o,         a*'—  aBa'  +  d^y'^  a; 

el  V  on  demande  : 

\'*  De  construire  ses  projections  sur  les  plans  coor- 
flonnés; 

a"  De  rectifier  cette  courbe, 

MKGAKIQL'Ii. 

Epreuve  écrite.  —  Un  tuhe  rectiligne  matériel 
homogène  OA,  de  masse  [i  et  de  longueur  a,  lié  en  O 
à  un  axe  fixe  vertical  Oz  auquel  il  reste  perpendicu- 
laire, peut  tourner  librement  autour  de  cet  axe.  Deux 
points  matériels  M  et  M,,  de  masse  m  et  m,,  glissent 
sans  frottement,  le  premier  dans  le  tuhe,  le  second  sut- 


jh,Googlc 


(36.  ) 
II.  O/i  suppose  la  masse  de  la  barre  égale  à  3,  celle 
e}u  point  M  égale  à  t,  la  longueur  de  la  barre  fgde 
à  i,  la  vitesse  angulaire  initiale  de  la  barre  égaleà u. 
et.  enjiu  la  vitesse  relative  initiale  du  point  M  sur  U 
barre  égale  à  o. 

Dans  ces  hypothèses,  étudier  en  détail  le  mouvemeie 
dans  les  deux  cas  : 

I  "  La  position  initiale  du  point  M  est  A-^ 
2"  Cette  position  initiale  est  li. 

Épreuve  pratique.  —  0:r,  Oy,  Or  sont  trois  exes 
rectangulaires.  On  considère  le  tore  engendré  par 
la  révolution  autour  de  Oz  d'un  cercle  situé  dans  U 
plan  zOx,  de  rayon  R,  et  dont  le  centre  est  place 
sur  Ox  à  la  distance  a  du  point  O  (o  >  R). 

On  suppose  le  tore  rempli  d'une  matière  homogène, 
et  l'on  demande  de  calculer  les  moments  d'inertie  du 
tore  par  rapport  aux  trois  nxes  Ox,  Oy,  Os. 

Orenoble. 


Épreuve  écrite.  —  Jiédnclion  des  obse/valioits  mé- 
ridiennes pour  la  délerniination  de  l'heure  du  passade 
d'une  étoile  au  méridien.  Formule  de  Besiel. 

Épreuve  pratique,  —  Calculer  la  longueur  ()  du 
nwridien  terrestre  supposé  eltiptif/ue,  connaissant  l'ex- 
centricité e  et  la  longueur  s  d'un  arc  mesuré  entre  les 
latitudes  X  et  ).'. 


Données  numérii/ucs  : 


=  o,ooii|79,  X'=  4i";!i'ii  i',  8. 
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Calcul  DinÊaBNTTEL  rt  intéguai.. 

ÉpiEuvE  ÉcBiTE,  —  On  donne  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

-*(a  -(-/>'  +  y')  —  ajuj*  —  ayay  —  x* — ^*=  o 

(lé/inissant  des  surfaces  rapportées  à  trois  ares  rectan- 
gulaires : 

I  °  Démontrer  que  cette  équation  ne  change  pas  si 
l'on /ait  tourner  les  axes  autour  rfe  Os; 

2°  Rechercher  parmi  les  surfaces  intégrales  toutes 
celles  qui  sont  de  révolution  autour  de  O2;  et  aussi 
toutes  celles  qui  sont  de  révolution  autour  d'une  droite 
du  plan  xOy; 

3'  Intégrer  complètement  l'équation  proposée,  et 
donner  sa  solution  singulière. 

Épreuve  pratique,  —  On  considère  la  courbe  d'in- 
tersection des  deux  sur/aces 

a' —  fis  —  a*  =  o,        ** —  ifii»  +  (i*y'=  a; 

et  l'on  demande  : 

1"  De  construire  ses  projections  sur  les  plans  coor- 
donnés; 

2'  De  rectijter  cette  courbe. 

MéCANIQL'E. 

Epreuve  écbite.  —  Un  tube  rectiligne  matériel 
homogène  OA,  de  masse  [a  et  de  longueur  a,  lié  en  O 
à  un  axe  fixe  vertical  Oz  auquel  il  reste  perpendicu- 
laire, peut  tourner  librement  autour  de  cet  axe.  Deux 
points  matériels  M  et  M,,  de  masse  m  et  mi,  glissent 
sans  frottement ,  le  premier  dans  la  lubr,  le  second  sur 
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t'axe  Oz.  Ces  points  sont  pesants  et  exercent  de  plus 
l'un  sur  l'autre  des  attractions  mutuelles  proportion- 
nelles à  la  distance  tjui  les  sépare.  On  suppose  à 
l'origine  M,  sans  vitesse,  le  tube  animé  d'une  vitesse 
Pis-  ' 


■  angulaire  donnée  w  et  M  en  repos  relatif  dans  le  lube. 
On  demande  le  mouvement  du  système.  Le  tube  est 
bouché  en  O,  ouvert  en  A.  Quand  M  s'éloigne  de  O, 
qne  faut-il  pour  tfu'il  ne  sorte  pas  du  tuhe?  Mouve- 
ment ultérieur  quand  M  peut  quitter  le  tube. 

Épreuve  pratique.  —   Un  cylindre  homogène  de 
révolution,  de  hauteur  h,  est  supporté  par  une  tige  OK 

Fig.  a. 


de  même  longueur  h,  dont  on  néglige  la  masse  et  qui 
est  le  prolongement  de  son  axe  A.B.  Cette  tige  est  liée 
en  O  «  un  axe  horizontal  autour  duquel  elle  peut 
tourner. 
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I.  Quei  doit  être  le  rayon  du  cylindre  pour  çue  le 
pendule  simple  synchrone  ail  la  longueur  zfi? 

II.  Celle  condition  étant  remplie,  on  ajoute  une 
masse  additionnelle  m  i/ue  l'on/ait  glisser  le  long  de 
la  tige  entre  O  et  A,  et  l'on  demande  d'étudier  la 
variation  de  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 
suivant  la  position  de  m. 

PolUers. 

Calcul  différentiel  et  intégbal. 
Kp&euve  écrite.  —  Trouver  l'équation  générale  des 
surfaces  représentées  par  l 'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 


^  {^»+ a; /o'— 7*- 3»)  —  —  ^a: -1- j'î  =  o. 

Mode  de  génération.  Evaluer  la  surface  particu- 
lière qui  contient  la  droite  y:=o,  z  :=  o.  Evaluer  le 
volume  de  chacune  des  deux  nappes  de  cette  surface. 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

ixy-hy-t-iy'/x  =  x'. 

Astronomie. 
Épreuve  écrite.  —  Établir  les  formules  qui  déter- 
minent l'anomalie   excentrique,   le    rayon  vecteur, 
l'anomalie  vraie.  —  Calcul  approché  de  l'anomalie 
excentrique. 

Épreuve  pratique.  —  Les  coordonnées  d'une  étoile 
sont  ; 

Ascension  droite o''3'°5o' 

Déclinaison  boréale 5S«35'53' 


jh,Googlc 


(  566  ) 
On  a   mesuré  la  hauteur  et  l'azimut  et   l'on  a 
trouvé  : 

Hauteur 34*ai'35' 

Azimut  compté  du  point  sud  vers  l'ouest...     lii'^'iS' 

Calculer  l'angle  horaire  et  la  latitude.  L'heure  de 
l'observation  est  postérieure  à  fi*"  So"  de  temps  sidéral. 

Mécamqub. 

Épeeuvb  éckitk.  —  Un  point  matériel  mobile  sur 
la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  hyper- 
bole équîlatère  autour  de  son  axe  non  transverse  est 
soumis  à  l'action  d'une  force  attractive  perpendicu- 
laire au  plan  du  cercle  de  gorge  et  inversement  pro- 
portionnelle au  cube  de  sa  distance  à  ce  plan,  pi  étant 
l'intensité  à  l'unité  de  distance  :  il  part  d'une  hau- 
teur h  au-dessus  de  ce  plan  avec  une  vitesse  ini- 
tiale Vt  =  ^  tangente  au  parallèle.  Étudier  le  mou- 
vement. Calcul  de  la  réaction. 

Épreuve  phitique.  —  t/n  corps  de  révolution  se 
compose  d'un  tore  et  d'un  disque  circulaire  dont  la 

section  circulaire  moyenne  se  confond  avec  la  section 
moyenne  du  tore.  Le  rayon  du  cercle  générateur  du 
tore  égale  o",o5,  le  rayon  du  disque  o^jaS  et  son 
épaisseur  o",oii  densité  8.  —  fn  supposant  ce  corps 
animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe 
dans  lequel  il  fait  looo  tours  par  minute,  on  demande 
de  calculer  ;  i"  sa  force  vive;  2"  le  travail  mécanique 
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équivalent;  3"  quelle  quantité  de  chaleur  correspon- 
drait  à  l'anéantissement  subit  de  cette  force  vive. 
{Équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  425''*'".) 

ÉCOLB  CBNTRALE  DES  ARTS  ST  MAKUFAGTIiRES, 
CONCOURS  DS  1900. 

PKEMIÈRE    SESSIOS. 

Géométrie  analytique. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  prend  sur 
l'axe  0:r  les  points  A,  A'  dont  tes  abscisses  sont  a  et  6ai 
puis,  sur  l'axe  0^,  le  point  B  d'ordonnée  3a.  On  consi- 
dère le  faisceau  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  au 
triangle  A  A'  B. 

1°  Former  l'équation  générale  de  ces  coniques  et  en  déduire 
que  ces  courbes  ont  un  quatrième  point  commun. 

Trouver  le  lieu  des  centres  el  tracer  cette  ligne. 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  M  du  plan  pour  lequel  rhypcr- 
bole  équilatère  MAA'B  se  réduit  à  deux^  droites. 

3°  Former  l'équation  du  lieu  S  des  points  M  du  plan  pour 
lesquels  l'axe  de  l'une  des  paraboles  MAA'B  est  également 
incliné  sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  circon- 
scrite au  même  quadrilatère. 

4°  M  étant  un  point  d'abscisse  %a  et  d'ordonnée  positive, 
sur  le  lieu  S,  construire  les  axes  mêmes  des  paraboles  MAA'B 
et  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  passant  par  ces 
mêmes  points. 

5°  Voir,  par  le  calcul,  si  l'on  peut  déterminer  un  point  M, 
snr  le  lieu  S,  par  la  condition  que  toutes  les  coniques  circon- 
scrites au  quadrilatère  MAA'B  aient  mêmes  directions  d'axes. 

ÉPURE. 

Ombre  d'une  sphère  sur  un  hémisphère. 
On  donne  : 
1°  Une  spbére  C  de  rayon  r  =  5o""°. 
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ProjecUon  du  centre  C  à  i3o"°  du  côté  gauche  du  cadre  et 
à  95*'  au-dessus  du  cAté  ioférieur. 

Cote  du  centre  au-dessus  du  plan  horiEOnlal  =  lao*™. 

3°  Un  hémisphère  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  hori- 
zontal, rayon  R  =  80". 

Centre  0  dans  le  plan  horizontal  6  260"*  du  c6té  gauche  du 
cadre  et  i,  135°"  au-dessus  du  c&té  inférieur. 

3°  Une  direction  lumineuse.  Cette  direction  faisant  avec  le 


i 

plan  horizontal  un  angle  de  4o°  et  sa  projection  horisoutale 
faisant  avec  le  grand  côté  du  cadre  un  angle  de  35°,  et  l'on 
demande  de  déterminer  en  projection  horizontale  : 

a.  Les  ombres  propres  de  la  sphère  et  de  l'hémisphère 
éclairés  par  des  rayons  lumineux  parallèles  i  la  direction 
donnée; 

b.  L'ombre  portée  par  la  sphère  sur  l'hémisphère; 

c.  L'ombre  portée  par  l'hémisphère  sur  le  plan  horizontal. 
On  aura  soin  de  recouvrir  de  hachures  noires  régulièrement 

espacées  les  parties  vues  en  projection  horizontale,  qui  sont 
dans  l'ombre. 

Les  courbes  d'ombres  propres  ou  portées  seront  déterminées 
par  pointi. 

On  indiquera  A  l'encre  rouge  et  pour  chacune  d'elles  la  con- 
struction d'une  tangente. 

Il  sera  tenu  compte  de  la  recherche  des  points  et  droites 
remarquables. 

Cadre  de  ajo"™  sur  45o°"". 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Ombre  d'une  sphère  sur  un  hémisphère. 
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deuxième  session. 

Gbombthib  amalytiqoe. 

:s  de  coordonnées  étant  rectangulair 
B  G,  qui  a  pour  équation 


et  un  point  P  de  son  plan  dont  les  coordonnées  sont  désignées 
par  a,  p. 

t°  Former  l'équation  de  la  ligne  S  qui  limite  la  région  du 
plan  dans  laquelle  doit  se  trouver  le  point  P,  pour  qu'il  existe 
trois  normales  réelles  et  distinctes  k  la  conique  C  issues  de  ce 
point  P.  Tracer  la  ligne  S. 

a°  Trouver  le  Heu  S'  du  point  P  pour  lequel  l'une  des  nor- 
males PQ  à  la  conique  C  passe  par  le  milieu  du  segment  inter- 
cepté sur  l'axe  Oz  par  les  deu\  autres.  Déduire  graphique- 
ment la  ligne  S'  du  tracé  de  S. 

3"  Les  pieds  de  ces  deux  dernières  normales  étant  M  et  N, 
trouver  le  lieu  V  du  pôle  de  la  corde  MN,  quand  le  point  P 
parcourt  la  ligne  S'- 

4*  Le  pied  de  la  troisième  normale  étant  Q,  trouver  le  lieu 
du  pAle  de  chacune  des  cordes  QM,  QN. 

5°  Quel  est  le  nombre  des  points  P  tels  que  deux  des  nor- 
males à  C,  issues  de  ce  point,  soient  rectangulaires,  et  que 
l'une  d'elles  passe  par  le  milieu  du  segment  intercepté  sur  Om 
par  les  deux  autres?  Construction  graphique  de  ces  points. 

ÉlttRE. 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

On  demande  de  déterminer  la  projection  horizontale  de 
l'intersection  d'un  cAne  et  d'un  cylindre,  les  surfaces  étant 
définies  de  la  manière  suivante  : 

1°  Le  cône  a  sa  base  contenue  dans  un  plan  donné  par  sa 
trace  horizontale  RH  (R  sur  le  côté  gauche  du  cadre  à  ajo"" 
du  côté  supérieur,  H  sur  le  côté  supérieur  i  iSo™*  du  côté 
gauche)  et  son  angle  =  60°  avec  le  plan  horisontal,  de  manière 
que  le  rabattement  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  soit  sP'. 
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La  base  de  ce  cane  est  un  cercle  tangent  en  A  au  plan  hori- 
zontal (A  milieu  de  RH),  son  rayon  est  de  65°". 

t  du  cdne  est  le  point  S  du  plan  horisoatal  (U 


droite  SA  fait  u 


e  de  So"  avec  BH),  la  longu* 
AS  =  350—. 


3*  Le  cylindre  a  sa  base  contenue  dans  un  plan  donné  par 
sa  trace  horizontale  L^K  parallèle  aux  grands  cAtés  du  cadre 
et  son  angle  =  45°  avec  le  plan  horizontal.  Cette  hase  se  pro- 
jette horizontalement  suivant  un  cercle  ii>^  tangent  en  ^  à  la 
droite  LK;  le  rayon  de  ce  cercle  est  de  70™".  Les  génératrices 
du  cylindre  sont  horizontales  et  parallèles  à  la  droite  RH; 
celle  qui  passe  par  ^  rencontre  la  droite  AS  au  point  A  tel 
que  AA  =  Uo"". 

On  représentera  le  c&ne  opaque  en  supprimant  de  cette 
surface  la  portion  comprise  dans  le  cylindre,  cette  dernière 
surface  étant  enlevée.  On  limitera  le  cAne  au  plan  de  la  base 
donnée. 

On  construira  ensuite,  i  la  place  indiquée  sur  l'épure,  la  pro- 
jection horizontale  du  solide  commun  au  cAne  et  au  cylindre  en 
admettant  la  transparence  des  surfaces  qui  limitent  ce  solide. 

Les  constructions  nécessaires  è  l'obtention  d'un  point  cou- 
rant et  de  sa  tangente,  ainsi  que  celles  exécutées  ponr  la 
recherche  des  contours  apparents  ou  des  points  et  tangentes 
remarquables  seront  tracées  à  l'encre  rouge. 

Cadre  de  370°™  sur  45o"". 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Cône  entaillé  par  un  cylindre. 

Kcproduire  sur  l'épure  les  données  numériques. 
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tlIESTIOIIS. 

1878.  Pour  quelles  valeurs  de  3),  et  ^r,,  la 


ar|(n  — i)M-a^,       a^,(n  — 2)+aa:,      ""      a:i-t-(H  — i)a;, 

a-t'elle  une  limite,  quand  n  grandit  indéfiniment? 

Calculer  cette  limite.  (E.  Weill.) 

1S77.  On  donne  un  triangle  CAB.  Sur  AB,  AC  comme 
demi^iamètres  conjuguas,  on  eonstruit  une  ellipse  (E);sur 
AB,  BC  on  construit  pareillement  une  seconde  ellipse  (E'). 
Étudier  tes  intersections  des  deuit  ellipses  (E),  (E'). 

(C.~A.  Laisant.) 

1878.  On  considère  une  ellipse  E  et  le  cercle  C  concentrique 
i  l'ellipse  ayant  pour  diamitre  la  somme  des  ax«s  de  E.  D'un 
point  M  quelconque  de  C  on  mène  les  tangentes  k  E  dont  les 
points  de  contact  sont  P  et  Q.  Soit  (n)  la  parabole  tangente 
en  P  et  Q  aui  droites  MP  et  MQ. 

1*  Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  (H)  est  l'ellipse  E; 

2°  Les  paraboles  (II)  sont  tangentes  à  la  développée  de 
l'ellipse  E; 

3"  La  directrice  des  paraboles  (D)  enveloppe  un  cercle; 

4"  L'axe  des  paraboles  (II)  enveloppe  une  hypocycloïdc  à 
quatre  rebroussementa .  (E.-N.  Barisien.) 

1879.  La  tangente  en  un  point  M  d'une  conique  à  centre, 
coupe  les  axes  en  A  et  B,  la  normale  an  même  point  les  ren- 
contre en  A'  et  B';  soit  m  le  centre  de  courbure  du  point  M. 
Démontrer  que 

m  A'  _  MA 
mB-  -  Mb  ' 

et  déduire  de  cette  propriété  une  conttruction  simple  du  centre 
de  courbure.  (Oroz-Fabni.^ 

ISSO.  Les  intersections  des  plans  principaux  d'une  quadrique 
avee  la  normale  en  un  point  M  de  cetl«  quadrique  déterminent 
trois  régions  sur  cette  normale.  La  région  qui  comprend  le 
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point  M  ne  contient  aucun  des  centres  de  courbure  princtpanx 
correspondant  à  ce  point  M.  Pour  un  point  P  de  celte  région, 
PM  est  la  plus  courte  distance  du  point  P  à  la  quadrique,  si 
celle-ci  n'est  pas  un  ellipsoïde.  Dans  le  cas  de  l'ellipsoïde,  la 
région  contenant  le  point  M  se  compose  de  dcu\  segments  in- 
finis; pour  un  point  P  situé  dans  le  même  segment  que  M, 
PM  est  la  plus  courte  distance;  pour  un  point  P  situé  dans 
l'autre  segment,  PM  est  la  plus  grande  distance.  Pour  les 
points  P  situés  dans  les  autres  régions  de  la  normale,  PM  n'est 
ni  la  plus  petite  ni  la  plus  grande  des  normales  menées  du 
point  P  à  la  quadrique.  (A.  Pellet.} 

1881.  Les  pieds  des  quatre  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  d'un  hyperboloïde  équilatère  sur  les  faces  d'un  tétraèdre 
conjugué  sont  situés  dans  un  même  plan. 

(A.  Pellet.) 

1882.  Étant  données  deux  paraboles  focales  l'une  de  l'autre 
dans  l'espace,  la  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  s'ap- 
puyant  sur  ces  deux  paraboles  et  parallèle  à  un  plan  passant 
par  l'axe  commun  des  paraboles  est  un  conoïde  droit. 

(A.  Pellet.) 

1883.  Parcbaque  point  de  l'espace  on  mène  une  perpendi- 
culaire sur  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  une  qua- 
drique  donnée.  On  a  ainsi  un  complexe.  Les  droites  du  com- 
plexe situées  dans  un  plan  enveloppent  une  conique.  Trouver 
le  lieu  des  foyers  de  cette  conique  pour  les  plans  parallèles  à 
un  plan  donné.  (A.  Pbllitt.) 

1884.  Dans  le  plan,  une  courbe  de  troisième  classe  C  et 
une  cubique  C  pouvant  se  correspondre  ainsi  :  l'un  des  trois 
systèmes  de  coniques  S  qui  admettent  C  pour  jaco  bien  ne  tan- 
gentielle  se  compose  des  coniques  inscrites  i  l'un  des  trois 
systèmes  de  quadrilatères  inscrits  â  S',  et  l'un  des  trois  sys- 
tèmes de  coniques  S'  qui  admettent  C  pour  jacobienne  ordi- 
naire se  compose  des  coniques  circonscrites  à  l'un  des  trois  sys- 
tèmes de  quadrangles  circonscrits  à  C.  On  peut  se  donner  C, 
par  exemple,  et  il  y  a  alors  trois  courbes  C. 

(G.  FONTEN'É.) 

1885.  Les  hexaèdres  complets  conjugués  à  quatre  quadriques 
dépendent  de  deux  paramètres.  Démontrer  que  les  plans  des 
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faces  sont  osculateurs  à  une  cubique  gauche  r,  et  que,  si  l  est 
un  paramètre  qui  correspond  uniformément  aux  plans  oscu- 
lateurs de  la  courbe,  les  ii\  valeurs  de  t  pour  les  divers 
hexaèdres  sont  données  par  une  équation  de  la  forme 

/{0-î'X9(()-t-|x'KO  =  o. 
X  et  fx  variant-  (G.  Fo.ntenk.) 

1886.  Si  l'on  inscrit  dans  une  circonférence  un  quadrilatère  . 
quelconque  abcd,  et  un  rectangle  efgh,  dont  les  diagonales  eg 
et /h  sont  perpendiculaires  aux  diagonales  ae  et  bd  du  quadri- 
latère abcd,  les  quatre  cAtés  de  deux  quadrilatères  se  coupent 
en  seJEe  points,  qui  sont,  de  quatre  en  quatre,  sur  des  lignes 
droites  I,  J,  K,  L.  La  polaire  du  point  d'intersection  de  deux 
quelconques  de  ces  quatre  droites  par  rapport  à  la  circonfé- 
rence passe  par  l'intersection  des  deux  autres  droites. 

(L.  Klug.) 

1887.  Dans  un  tronc  de  cAne  de  révolution,  soient  B  le  rayon 
de  la  grande  base,  b  celui  de  la  petite,  et  soit  A  la  hauteur  du 
tronc.  Un  plan  mené  tangentiellemeni  à  la  petite  base  par  le 
centre  de  la  grande  détache  du  tronc  de  cAne  un  onglet.  Si 
l'on  désire  connaître  le  volume  de  cet  onglet,  c'esl-à-dire  la 
formule  de  ce  volume  en  fonction  de  B,  b,  k,  et  qu'à  cet  effet 
on  décompose  l'onglet  en  éléments  par  des  plans  parallèles  aux 
deux  bases  du  tronc  de  cAne,  on  se  trouve  en  présence  d'une 
opération  longue  et  pénible. 

On  propose  de  trouver  une  marche  qui,  par  un  très  léger 
calcul,  ramène  tout  k  l'intégration  d'une  différentielle  unique 
et  de  la  forme  i/a-i-bx -i- cx^dx.  (Cn.  Ruchunnet.) 

1888.  Lorsqu'une  transversale  a^f ,  à  un  triangle  ABC,  passe 
par  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  les  trois  cercles, 
ayant  pour  diamètres  les  diagonales  du  quadrilatère  com- 
plet XCtcf^B,  se  coupent  en  deux  pointa  qui  sont  situés,  l'un 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  .\BC,  l'autre  sur  le  cercle 
des  neuC  points  relatifs  au  même  triangle.  (C.  Blanc.) 

1889.  Lorsque  deux  triangles,  l'un  inscrit  dans  l'autre,  sont 
involutifs,  tout  système  de  trois  droites  passant  par  les  som- 
mets du  triangle  circonscrit  détermine,  sur  les  côtés  de  l'inscrit, 
trois  points  qui  forment  six  segments  involutifs. 

(C.  Blasc.) 
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1S90.  Lorsque  trois  triangles  sônl  bomologiqnes  deux  i  denx, 
si,  dans  le  triangle  formé  par  les  trois  axes  d'homologie,  un 
sommet  est  an  centre  d'homologie,  chacoD  des  deux  antres 
sommets  est  aussi  un  centre  d'homologie.  (C.  Biaim.) 

1891.  Dans  un  pentagone,  les  lig-nes  menées  par  le  milieu 
d'un  câtë  et  par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  intersections 
des  diagonales    issues  des  extrémités  de  ce  cdté  sont  con- 


1892.  Dans  un  pentagone,  les  cercles  deneuf  points,  relatifs 
aux  triangles  formés  par  deux  cfttés  consécutifs  et  une  diago- 
nale,.  se  coupent,  deux  à  deux,  en  5  points  qui  sont  sur  nn 
même  cercle.  (C.  Rlanc.) 

1893.  On  donne  une  parabole  P  représentée  par_y' — ■ipT=o; 
on  considère  les  paraboles  Q  qui  touchent  OX  en  O  et  dont 
les  directrices  sont  tangentes  à  P. 

1°  Former  l'équation  générale  des  paraboles  Q,  démontrer 
que  par  chaque  point  du  plan  il  passe  trois  de  ces  paraboles, 
déterminer  la  région  où  sont  situés  les  points  tels  que  deux 
des  trois  paraboles  qui  y  passent  soient  confondues; 

1°  Former  l'équation  de  l'axe  d'une  parabole  Q,  en  déduire 
qu'il  passe  trois  axes  par  chaque  point  du  plan,  trouver  le  lieu 
des  points  tels  que  deux  axes  correspondants  soient  rectan- 
gulaires; 

3°  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  Q; 

:{*  Former  l'enveloppe  des  tangentes  aux  sommets. 

(Cit.  BiociiR.) 

1891.  On  donne  les  trois  surfaces  du  i*  degré 

■  Q,=  a*-Ha(a?  ~s).-t- 3o»  =  o, 
Q,=  3:y  +  a(^-I)  +  3a»  =  o; 
i'  Démontrer  que  ces  sarfaces  passent  par  une  même  cubique 

1"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  passant  par 

cette  cubique; 

y  Trouver  les  droites  situées  sur  ce  lieu.      (Ch.  Bioche.) 

189K.  On  considère  l'hyperbole  éqailatèrc  (H)  ayant  pour 

sommet  les  foyers  d'une  ellipse  (E).  D'un  point  quelconque  P 

de  cette  hyperbole,  on  abaisse  une  des  normales  dont  le  pied 
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est  en  A.  Du  centre  O  de  (Ë)  on  abaisse  la  perpendicu- 
laire 05  sur  la  tangente  ea  A  et  OQ  sur  la  normale  eo  A.  On 
obtient  ainsi  le  rectangle  OQAS.  Montrer  que  le  produit  des 
aires  des  quatre  rectangles  analogues  correspondant  aux  pieds 
des  quatre  normales  est  une  quantité  constante. 

(E.-N.  Babibien.) 

1896.  Étant  données  deui  tangentes  rectangulaires  à  l'ellipse 
dont  les  points  de  contact  sont  A  et  B,  du  centre  O  de  l'ellipse 
on  abaisse  les  perpendiculaires  OS  et  OS'  sur  les  tangentes  en 
A  et  en  B,  el  les  perpendiculaires  OQ  et  OQ'  sur  les  normales 
en  A  et  B.  Quelle  que  soit  la  position  des  tangentes,  on  a 

OS  X  OQ  =  OS'x  0Q'=  constante. 

(E.-N.  Babisien,) 

1897.  Si  l'on  considère  toutes  les  hyperboles  équilatéres  qui 
passent  par  deux  points  donnés  et  dont  les  asymptotes  ont 
une  direction  fixe  : 

1°  Le  lieu  des  centres  de  ces  hyperboles  est  une  droite; 

7."  Le  lieu  des  sommets  se  compose  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole; 

3°  Le  lieu  des  foyers  se  compose  aussi  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole  concentriques.  (E.  Bahisien.) 

1898.  Soient  ABGD  un  quadrilatère;  A,  B',  C,  D' les  centres 
des  cercles  inscrits  aux  triangles  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  res- 
pectivement; a,  ^,  1,  S  les  périmètres  de  ces  triangles.  Dé- 
montrer que  le  centre  de  gravité  des  poids  a,  ^,  y,  3  placés  en 
A,  B,  G,  D  est  le  même  que  celui  des  mêmes  poids  placés  en 
A',  B',  C,  D'  respectivement.  (G. -A.  Laisant.) 

1899.  On  donne  un  point  A  et  une  droite  D  située  à  une 
distance  d  du  point  A.  Une  longueur  BC  =  ~p   se  déplace 

sur  D.  Montrer  que  la  droite  d'Euler  du  triangle  ABC  enve- 
loppe une  parabole.  (E.-N.  Bahisien.) 

1900.  On  considère  deux,  points  Gxes  A  et  B  et  un  cercle 
décrit  du  milieu  O  de  AB  comme  centre  avec  un  rayon  égal 
â  Ok'J'l.  Montrer  que  pour  un  point  C  quelconque  de  ce 
cercle  le  triangle  ABG  jouit  de  cette  propriété  que  l'axe  ra- 
dical de  son  cercle  des  neuf  points  est  parallèle  a  la  médiane  OC. 

(K.-N.  Babisien.) 
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REGTIPICATIOX  A  UN  ARTICLE  M  M.  UNDAU. 

Les  Nouvelles  Annales  ont  publié  dans  le  numéro 
d'août  1900  un  important  article  de  M.  Landau  :  Sur 
les  conditions  de  divisibilité  d'un  produit  de  facto- 
rielles  par  un  autre.  Par  suite  d'un  malentendu,  cet 
article  a  été  xaséré  sans  que  l'auteur  ait  pu  revoir  les 
épreuves,  alors  qu'elles  étaient  censées  avoir  été  revues. 
Il  est  résulté  de  ce  fait  un  certain  nombre  d'erreurs 
que  nos  lecteurs  sont  priés  de  corriger  d'après  Yerrata 
ci -après  : 
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BRBATA. 

3*  série,  t.  XIX,  page  190,  cinquième  ligne,  au  lien  de  -,  lUtsj- 
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TAILfi  lES  NATrERSS  PAR  ORDRE  NÉTROK^lIE 

(TOMK  XIX,  3-  SlillIK). 


La  classilîcalion  adoptée  est  celle  de  l'Index 
1  Héptrtoire  bibliographique  det  Sciences  mathémattqut 


A.  —  Algèbre  élémentaire;  théorie  des  éi^uatioiu  algébriques 

et  traascandaates  ;  granp«s  de  Galois;  fraction!  ration- 
nelles ;  interpolation. 

A3a         Théorème  sur  lea  équations  algébriques;  par  M.  F. 

Sondai a  5 

A4a  Remarques    sur   la   lUëorie   des   groupes  Tinis;    par 

M.  Michael  Bauer hg 

A4a  Nnte  ser  les  groupes  fiais;  par  M.  Michaei  Bauer..  5o8 
A 4a         Note  sur  les  groupes  finis  d'ordre^*,  par  M.Atichael 

B.  —  Déterminants;  snbstituUoni  linéaires;  élimination  ;  théorie 

algébrique  des  tonnes;  Invariants  et  covariants;  ({nater- 
nions;  éqnlpollences  et  quantités  complexée. 

Bla  Note  sur  les  permutants;  par  M.  H.  Bilenki i\i 

BTb  Sur  les  invariants  de  la  forme  bîiguadralique  binaire: 

par  M.  V.  JameC ^iG 

D.  —  Théorie  générale  des  lonctians  et  son  application  ans  fonc- 
tions algébriques  et  circnlairea;  séries  et  développe- 
ments infinie,  comprenant  en  particulier  les  produite 
infinis  et  les  fractions  continues  considérées  an  point  de 
Tue  algébrique;  nombres  de  Bemonlli;  fonctions  sphé- 
ricpies  et  anale  gnes. 

D2a3        Sur  la  Règle  de  Râabe  ou  Ri-glc  de  Duhamel;  par 

M.  G.  de  Longckamps 51  fi 

Ann.  de  Malliémal.,^  série,  t.  XtX.  (  Déi-cmbre  r^no.)  3/ 
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D3d         Une    application    ilc    la    foimnle    de    Stukcs:    par 

M.  >  agi ÇI7 

D5c  Sur  le  principe  rie  Uirithiet;  par  M.  D.  Ililbert....     Î3; 

F.  —  FoDctioBB  elliptiqueg  avsD  Istirs  applications. 

F2  Sur  une  nouvelle  tranacendanle  qui  transforme  l'in- 
Ujtrale  elliptique  de  premicre  espèce  en  une  intc- 
«rale  eirculaiit;  par  M.  £".  laggi M-, 

F4  Sur   l'intégrale   d'Euler  et   l'nddilinn   des  rnnctions 

elliptiques  de  première  espèce;  par  M.  E.  laggi..     44' 

F6e>        Demnrque  sur  l'inversion  des  inli'grales  elliptiques; 

par  M.  /.  Dolbnia %tft 

TBI  Exposition  géométrique  élènientaire  de  quelque»  pro- 

priétés fondamentale»  des  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce;  par  M.  £.-,V.  Lf'meray...     i55,     i^u 

G.  —  Fonctions  hyperellipti([ne8  ;  abélisonei  ;  Inchslanne*. 

G2  Sur  les  substîlulions  nnirormcs  et   le  prolilème  Je 

Babbage;  par  M,  E.  laggi. j-iî 

H.  —  Équations  diHérentiell«s  st  aux  difldrencea  parUeUes  ;  éqaa- 
tiODB  foDctionnallas ;  équationt  aux  diflérences  finiet; 
Boitei  récmrenteB. 
Hll  d      Eipoailion  giïomèlriquc  élémentaire  de  quelques  pro- 
priétés fondamentales  des  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce;  par  M.  E.-M.  Lémerar i5i,    iNq 

I.  -  Arithmétique  et  théorie  des  nombres;  analyse  indéter- 
minée-, théorie  arithmétique  de*  formes  et  des  tractions 
continues;  division  du  carcla;  nombres  complezas, 
idéanx,  transcendants. 

I2e  Sur    les   condiliiius    de    divisibilité  <l'un    produit    (te 

facloriclles  par  un  autre,  par  M.  E.  Landau 3Ji 

Iteclilication  A  l'article  précédent h-i. 

E.  —  Géométrie  «t  Trigonométrie  élémentaires  (  étude  dei  ligures 
tonnées  de  droites,  plans,  cardes  et  sphères }  ;  Géométrie 
du  point,  de  la  droits,  du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère  ; 
Géométrie  descriptive;  perspective. 

Klc         Surquelquesnodvesux  llicorèmcs  relatifs  au  trianfile; 

par  M.  F.  Cnspary ,        --, 
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Kl  o  Pour  la  Géoméirie  récente;  par  M.  G,  Candide.. . .  'j'i'i 
K6b         Sur  lei  équations  rondnmentalcs  de  la   lliéorie  des 

surfaces,  rapportées  1   deux  trièdres  Lireetangles 

mobiles;  par  M.  l'abbé  Issaly 4g 

K11  Deuxième concoursdesjVouve//M  AnnaUi  pour  189g;    . 

IWcM.  G.  Gaiiucci i45 

Kll  Veaûimecnncoondea  fl/ouveUa  Annales  pour  189g; 

par  M.  A".  Ouporcq igS 

Klle        Concours  de  r^Le  des  Ponts  et  Chaussées  (■H99); 

Géométrie  analytiifse;  solution  géométrique;  par 

M.  Alla»  Jerrold aa^ 

K13a       Sur   la   si  m  pi  ili  cation    des  fomules  d'angles   et  de 

dislances  en   Géométrie   de    l'espace;   par   M.   L. 

Ripert I09 

L'.  —  Coniqnei. 

Li'SIl  UémoDStratton  géométrique  d'une  propriété  des  nor- 
males à  une  conique  i  centre;  par  M.  A.  Vae- 
guant 5o* 

Ii'lTe      Au   sujet   d'un   tliéorcme  de   M.   C.   Humbcrt;   par 

M.  B.  Bricard 369 

X.'181i      Note  ponr  servir  i.  l'étude  des  faisceaux  de  coniques; 

par  M.  J.  Ser 1  a6 

L*.  --'  Qaadriqaai. 

L'4o  Sur  le  minimum  de  l'angle  que  tait  un  diamètre  d'un 
ellipsoïde  avec  son  plan  diamétral  conjugué;  par 
M.  Btulel 466 

Ii'15e      Premier  concours  des  Nouoeltet  Annalet  pour  iijoo; 

par  M.  j4.  Lagrange h-»^ 

M'.  —  Conrbfli  planas  algébrlcpiei. 

H' 3  Remarques  sur  quelques  théorèmes  généraux  de  Géo- 
métrie métrique;  par  M.  Ck.Michel i6g 

M'Se  Sur  la  symétriede  deux  figures  algébriques  par  rap- 
port k  un  point;  par  M.  5.  Mangeol 4^'- 

M'Bci     Sur  les  cubiques  siropholdales ;  par  M.  Lagrange..      W 

H'.  —  Surfaces  algébricpiss. 

ITZe  Sur  la  symétrie  de  deux  ligures  algébriques  par  rap- 
port A  un  point;  par  M.  5,  Mangeol j.'n 


jh,Googlc 


(  38o) 


Korraes  réduites  d'une  relalion  iriplcmcnt  liuéaire 
catr«  trois  variables;  par  M.  G.  Fontené j(4 

Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  qui  ont  deux 
droite  doubles;  par  M.  G.  Fontené juo 

Sur  la  surface  de  l'onde  et  la  surlace  correspandaDte 
d'dasticité  ;  par  M.  E.  Lacour 36i 

H*.  —  Courbes  ganchei  algébriques. 
Sur  une  gerbe  de  eiibiques  gauches;  par  M.  Stuy- 


-  Géométrie  infinitésimale  et  Géométrie  cinématiqtie  ;  appli< 

caUoni  géométriques  du  Calcul  diltérenUsI  et  4n  Calcul 
intégral  à  la  tbéoria  des  ceurbea  et  des  surtaces;  cp»' 
dratnra  et  rectification;  courbure;  lignes  asTmptotiqnes, 
géodéaiques;  lignes  de  courbure;  aires;  volumes;  sor- 
facea  minima;  systèmes  orthogonanz. 

Sur  une  classe  de  courbes  planes  remarquables;  par 
M.  E.  Cesàro .ii*9 

a  Problèmes  divers  sur  la  méthode  inverse  des  tan- 
gentes; par  M.  Ed.  CoUignon 1 1 

]  Problèmes  sur  les  normales  aut  courbes  planes; 
courbes  dans  lesquelles  la  somme  N  -^  Pi'  est  con- 
stante ;  par  M.  Ed.  CoUignon 4^3 

1         Sur  les  adjointes  inrinitésimales  d'une  courbe  plane  ; 

par  M.  M.  d'Ocagne 119 

1  Symétrie   orthogonale   par   rapport    A    un   cylindre 

quelconque;  par  M.  G,  Pirondini 107 

1         Sur  l'hélicolde  général  ;  par  M.  l'abbé  Itaaly 49g 

1  Sur  le  développement  de  l'équation  différentielle  des 

lignes   géodésiques  d'une   surTace;   par  M.   l'abbé 

Inaly 391 

Sur  deux  théorèmes  de  Géométrie  différentielle;  par 
M.  C.  Lamioni 5J^ 

-  Transformations  géométriques  ;  bomograptiie  ;  homolegie 

et  affinité  ;  corrélation  et  polaires  réciproques  ;  inver- 
sion ;  transformations  birationnelles  et  autres. 

Sur  la  transCormalion,  point  par  point,  des  courbes 
algébriques;  par  M.  V.  Jamet 5o6 

i  Noie  rrclificaliïc;  par  M.  P.  le/cbvre 1-7 
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Q.  —  Gdométrie.  Divers;  Géomdtrie  à  n  dimenalona ;  Géotttétrie 
non  anclidienns.  Analjais  litus;  Géométrie  de  situa- 
Uon. 

Qlb         Lcï  séries  dans  la  Pangéométric  ;  firTA.  JH.  EJimov.  ->f) 
Q2            SurlesdéYCloppaales  de  cerlaines  lignes  en  S„el  sur 
une  propriëtiS  caractéristique  des  f(>url)es  liyper- 

sphériques  à  courbure  eonstaute  ;  par  M.  H.  Piccioli.  3S3 

Q4b         Carrés  magiques  supérieurs;  par  M.  G.  Tarrj- 176 

Certificata  d'étadea  sapérlaur«a  des  Facnltét  dea  Sciencea. 
Composilians  (session  de  juiDel  iB^çi)  : 

Itesauçon îaS 

Cleniiùni 3. 

Grenoble 33 

Lille 35 

Marseille 3^ 

Naocj aîS 

Poitiers -7 

Hennés 78 

Toulouse 81 


Compositions  (session  de  novembre  lAgg)  : 


Ctermont i3i 

Dijon .31 

Grenoble a35 

Lille a^C 

Marseille 307 

Montpellier 3io 

Kanc; 3i4 

Kennes 371 

Toulouse 373 

Compositions  (session  de  juillet  1900)  : 

Caen ---  Su 

Grenoble 56a 

Marseille Sao 

Montpellier -'iCo 

Poitiers 563 

Toulouse Si  i 
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QneiUoDi  de  concours. 

Kûtilimé  des  principales  formules  de  la  théorie  des  fiiactions 
elliptiques  (concours  d'agrégation) a 

Concours  d'admission  i  l'École  Normale  sopérieure  eu  içjoo; 
composition  de  Mathématiques 4^ 

Concours  d'admission  i  l'École  Polj technique  en  igooi  com- 
posiiion  de  Mathématiques;  épure a86 

Concours  général  de  1900;  Mathématiques  spéciales aSS 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques  ;  concours  de  1900  ....     437 

Concours  d'admission  i  l'École  Polytechnique  en  190a;  compo- 
sition de  Mdhématiques;  solution,  par  M-  PMIbert  du 
Plesiii 3»iï 

Agrégation  des  Sciences  mailiémaliqnes;  concours  de  1899;  so- 
lution de  la  question  de  Mathématiques  spéciales,  par  M.  A. 
Vacquant i3o 

.\grégation  des  Sciences  mathématiques;  concours  de  1B99;  so- 
lution de  la  question  de  Mathématiques  élémentaires,  par 
M-'  A.  Vacquant 17g 

HectilicatioD  (au  sujet  de  rarlicle  précédent);  par  M.  X.  Ait- 
tomari 319 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques;  concours  de  1899; 
solution  du  problème  de  Mécanique,  par  M.  A.  de  Saint- 
Germain 468 

Préparation   à  l'agrégation.  Faculté  des  Sciences   de   Nancy; 


Gorrsfpo&daDoe. 

M.  U.  PiJiONDiNi  :  A  propos  d'un  article  de  M.  11.  Pîceioli  et 
sur  les  hélices  cylindro-coniqucs 3ig 

Bibllographia. 

M.  d'Ocaqne  :  Traité  de  Nomographie;  compte  rendu  par  M.Eiig. 

/touché 85 

M.  Ivan  Alexandiiopp  :   Problèmes  de  Géométrie  élémentaire 

(traduction  par  O.  Ailajf) i43 

M.  E.  Caiiem  :  Éléments  de   la  Théorie  des  nombres;  compte 

rendu  par  M.  R.  Bricard 476 

Divan. 

Deuxième  concours  des  A'ouvelles  Annales  pour  1899;  résultai.        ■ 
Oeiiiiéme  concours  de»  \ouvella  Anaatea  pour  igoo;  sujet....     ^<|i 
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Deuiièrae  concoars  des  !\'ouvellea  Annales  pour  igoo;  errata.  337 

Premier  concours  des  Nouvelles  Annaleê poar  1901;  sujet 4^1 

Premier  concours  des  Nouvettes  Annale*  pour  190a;  rësnilat.  Sig 
[téclamation  A  propos  du   Ibéorjme  dit  de  BoueM;  par  M.  G. 

Fontenè 188 

Avis  important 4^ 

QnaïUoiu  prop«iéaa. 

48!,  539,  55S  <  '  ) 38î 

573 188 

583,  585,  589,  sua,  SM 189 

596,  597 190 

1883 48 

1834  a  1837 95 

1838 i44 

1839  à  1849 190 

1850,  1851 ■>^^ 

1852  à  1854 188 

1855  i  I866(') 38a 

1867  4  I873(') 43i 

1874,1875 5î8 

1876  4  1900 571 

SolutioDi  de  q;neitlani  propoiiei. 

193,  par  M.  L.  Jtipert 45 

360,  par  un  abonné 90 

418,  par  u/i  abonné. 90 

465,  par  un  abonné. gi 

496,  par  M.  G.  Fonlené.... gi 

1788,  par  M.  V.  Betali 93 

1789,  par  M.  A.  Droa-Farny 187 

1791,  par  M.  A.  Droz-Farny î3H 

179!,  par  M.  A.  Drox-Farny iSg 


(■)  C'iMt  par  arreiir  qns  cm  troli  queiUona.  prûcédenn» 
r^ioprimô.». 
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1793,  1731,  par  M.  L.  Jtiperl 3»5 

1797,  par  M.  Audibeti 3^6 

1798,  par  M.  A.  Dros-Fainy 377 

1800,  ptr  M.  y.  Jietali 378 

1801 379 

1803,  par  M.  V.  Betali 38o 

1802,  par  M.  L.  Ripert Zét 

Errata  et  reetificatlan ^8,  i4J,  ïjo,  '|6o,  SiS,  h-d 
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TAILS  iLPflABBTrOUR  DES  AUTEURS  BT  BBS  NOMS  CfTIS 

<TOME  XIX,  î'  SÉRIE). 


Les  noms  cité*  sont  en  italiques. 


Abel.  170,  256. 
D.  Aitog.  143. 
/.  Alexandroff,  liS, 

AUix,  86. 
Andoyer,  I5S. 
D.  André,  367. 


i,  313. 


X.  Antomari,  319. 
Apollonius.  91,  164, 166,  107, 168, 

505,506. 
Appell,  468. 

.\UDiBEnt,  376. 

Rabbage.  183,  487,  489. 

Backmann,  346. . 

Bailler,  93. 

¥..-H.  Babiïien,  384, 433,  558, 571, 

^.-A".  BaritUn,  94,  237,  38Î. 
M.  BAUCEt,  59,  508,  509. 
De  Beaune,  It,  33. 
Beghin,  88. 
Bellencontre,  86. 
Bernoulli,  489,  501. 
Beêiel,  562. 
Blanchi,  557,  558. 

H.  ItjLENKt,  213. 


Ch.  Bioche,  574. 

C.  Blanc,  190,  191,  573,  574. 

Blotel,  466. 

Bouquet,  38,  39. 

Bour,  439. 

Bourguet,  346,  348. 

R,  Bbicahd,  Î88,  3fi9,  480. 

B.  Bricard,  404,  407,  408. 

Briil,  339. 

Briot,  38,  39. 

B.  Brocard,  75, 77, 219, 245, 249, 

Î53. 
Brunei,  388. 

£.  Cahtn,  476,  477,  479,  480. 
G.  Candido,  244. 
Cardon,  288. 

Carnot,  171,  176,  471,  473,  SÎ6. 
F.  Cabpart,  75. 
Catalan,  345,  361. 
A.  Casamian,  239,  378. 
E.  Cesàho,  469. 
Chasle*,  147.  168,  169,  176,  417, 

556. 
Ciamberlini,  169. 
ClebKh,  443. 
Ed.  Collconon,  11,  433- 
Ed.  Collignon,  320. 
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E.  548. 


G.  Daiboux,  443. 

Dedekind,  3  4  S. 

Desboeet,  91. 

Diricklet,  313,  337,  338,  339,  340, 

345,  479. 
J.  DOLBNEl,  390. 
A.   Dhoz-F*rny,  23~,   238,   239, 

240,  571. 
A.  Dros-Fnrny,  95,  380. 
Duhamel,  210. 
Dulimbert,  379. 
M.  Ddnesme,  189,  190. 
E.  DuPORca,  193.  384,  431,  432. 
E.  Duparcq,  1,  90,  502,  505. 
M.  EriKov,  28. 
Euler,  93,  93,  238.  443,  447,  448, 

449.  473,  478,  575. 
Farcot,  36. 
FAunB,  189,  100. 
Faare,  151. 
Faye.  43. 
Fermât,  478. 

Ferrari,  245,  247,  419,  420. 
G.  FoNTRNit,  92,  188,  384,  400. 

432,  494,  572,  873. 
G.  Foatene,  188,  379. 
Fouché,  167,  169. 
J.  Fhanel,  48,  96. 
Fregier,  151,  152. 
Freanet,  3C7. 

Frobeniu*.  59,  63,  65.  510. 
G.  CiLLUcai,  96,  145. 
G.  Gallucci,  1,  238. 
Gauii.  85,  337. 
E.  GïNiï,  144. 
Gergonne,  146,  152,  167 

251. 
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Heinricht,  549,  55C. 
Hesse,  72,  157,  165. 

D.  NiLBBRT,  337. 
Hotfeld,  1B9. 
G.  HoMBEHr,  169,   171,  172,  173, 

175,  369,  370,  401. 

E.  lAoui,  443,  483,  537. 
E.  laggi,  302,  303,  483. 
IBBÀLY,  49,  392,  499. 
Jacobi,  6,  7.  478. 

V.  JAMKT,  419,  506. 
Allam  Jehrold,  234. 
joagh[hbti<al,  382. 

E.  DE  JONQUlÈHia,   189. 

Kepler,  88. 
Kiepert,  288. 

F.  Klein,  479, 
L.  Kluq,  513. 
Kahter,  382. 
Ktenigs,  90,  518. 
Kroaecker,  97,  104. 
E.  Lacouh,  361. 
Lagrange,    29, 


S8, 213, 


ni,   474, 

A.  Laoranqe  (Bresl),  66,  529. 
A.  Lagrange,  529. 
Laguerre,  169,  171,  172,  176. 
C-A.  Laisaht,  383,  571.  575. 
C.-A.  Luisant,  221. 
Lalanne,  86,  87. 
Lallemand,  86,  87,  89. 
Lam^,  56. 
C.  Lamiohi,  557. 
E.  Landau.  344. 
Landen,  391,  302. 
L.  Laurel,  337,  344. 
Laurent,  82. 
/!.  Laurent,  186,  376. 
Leau,  483. 
Lecornu,  90. 
P.  Lei-bbvrb,  m. 
Legendre,  230,  476,  478. 
LeU/nis,  80. 

E.-M.   LÉXBRAY,    06,    190,   2Ô5, 
980. 
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E.-M.  Umeray,  483. 

E.  Lekoine,  383. 

E.  Lemaine,  75,  77.  34,  1G7,  25 

247,  Î53,  335,  383. 
H.  Les.  95. 

Liouvilfe,  169,  171,  175,  479. 
Lobatckefaky,  28. 

G.  Hll   I.ONQCEIAIIFSI,  ^16. 

C  de  Longchampt,  247. 

G.  £oria,  169. 

Lugli,  247. 

/.-S.  Afactay,  288. 

Malfatli,  168.' 

S.  Manoeot,  451. 

Mannkedi,  1110,  382. 

Maiiiiheim,  107,  368,  3T7. 

Ma$tau.  86,  87,  90. 

Mehmke.  89,  1G9. 

jWer/<n,  336,  380. 

Jtfe^e/-,  277. 

C.H.  Michel,  169. 

Miguel,  155. 

Mobius,  155. 

«bnye,  499. 

Moutard,  92. 

Af/fHw,  169. 

y.  ,Veu6ei-g-,  75.  288,  502. 

C.  Neumann,  339. 

Nieevenglowaki,  420. 

JVSlher,  339. 

Obenheim.  86. 

M.  D-OoAOSE,  192.  219. 

J/.  d'Ocagne,  85,  86,  87,  88,  ï 

334,  498. 
Paladini,  89. 
A.  Pellet,  191,572. 
/.  l'elersen,  143. 
£•.  /•icnfd,  97,  98,  104,  337,  33 
H.  PicciOLr,  383,385. 
H.  PiccioU,  319. 
Piobert,  86. 
Q.  PinosDiM,  i07,  319. 

PlICLBERT    DU    PlESS[S,  320. 

Plûcker,  415,  416,  417. 
//,  Poinmrè.  313,  339. 


Poinsol,  .'ilû. 

Poncelet,  168,  171,213. 

Pouchei,  86,  87. 

Poulain.  80. 

Pz-eVol,  89. 

PyOïagore.  29. 

^àa^,  Î16. 

Bateau,  88. 

V.  Rktali,  Bi,  378,  380,  432. 

Reuleaux,  89. 

fleye,  155,  548. 

fl/fraireour,  490,  494. 

Riemann,  ^38. 

L.  BiPEUT,  45,  288,  335,  381,  40D, 

431. 
Btesch.  139. 
E.  Roi;ciiÉ,  90. 
E.  Bouché,  188.  366. 

CH.  ItUCDOXNBT,  573. 

de  Saint-Bobert,  90. 

A.  DK  Saint-Gkrhaih,  468. 

Salmon,  91,  92,  405. 

Scherk,  502. 

H.-A.  Sehwan,  339. 

J.  Ser,  126. 

J.-A.  Serret,  476. 

P.  Serret,  156. 

Simsort,  377,  378. 

P.  Sonda/,  25,  191,384. 

von  Staudt,  548. 

Sieiner,  1G8.  381.  497. 

C.  Stepkanos,  155. 

Stokes,  99. 

fl.  Siurm,  548,  556. 

Stuyvaert,  548. 

Sy/ow,  65,  C6. 

S^/i>ej(er,  02. 

Tiiif,  368. 

G.  Tahhy,  170. 

Taylor,  372. 

Tcbebyckef.  480. 

rer^uem,  245,  251,252. 

C,  TAirr,  247. 

Thomœ,  168. 

.\.  VAfiOUANT,  130,  179,  502. 
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A.  yacçuanl,  3111. 

K.  \\  liiLL,  528,  5 

yaet,  89- 

Wiison,  478. 

Verontse,  155- 

Witt,  329. 

yèle.  167. 

Zeoner,  277. 

Vogt.  97. 

Zeuthen.  506. 

lVeierslrass,i.3h,1 

5.  3lD,  33S, 

Ztigmondy.  509. 

>P.  CAUTHIEH-VlLLAnS,  i|i 
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NOUVELLES  ANNALES 

MATHÉMATIQUES 

-     JOURNAL  DES  CANDIDATS 

Ai;X  ÉCOLES  SPÉCIALES,A  LA  LICENCE  ET  A  l.AGRÉGATIOK, 
C.-A.  LAISANT,  [  X.  ANTOMARI, 


TROISIÈME    SÉRIE.  -  TOME    XIX. 


DECEMBRE    1900. 


^       PARIS, 
GAÏJTHIER-ViLLAltS,  IMPItlMEUU-LIBUAlRB 

POT.l'TKCHNIQUK, 
B.islin..55. 

1900 

Les  manuscrits  non  insérés  ne  sont  pas  rendus. 

(Ce  Hcciieil  paraît  cluii^iic  iiiui>.) 
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NOUVELLES    ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES. 


SUPPLBMEJYT.  Dêcehbke  1900. 


Un.  Tableau  de  correspondance  entre  les  numéros  des  Questions 
des  NouvBLLEe  Annales  depuis  la  fondation  et  les  Solutions  est 
actuellement  en  préparation  et  sera  mis  en  vente  dans  le  courant 
de  janvier  1901. 

Les  abonnés  des  Nouvelles  Annales /)onr  ijot  recevront  gratuite- 
ment un  exemplaire  de  ce  Tableau  avec  le  numéro  de  Février. 


CHRONIQUE. 

A  partir  de  igor,  MM.  E.  Jalmkd  ei  Fr.  Heyer  prennent  la  ttin 
ion  des  Archie  fur  .\fathematik  und  Physik  (Archives  de  GrQner 
lui  se  publient  à  Berlin. 


A  rAoadémie  des  ScienoaB,  M.  Uaiboux  a  présenté  récemment  le 
Tome  VJIl  des  Œuvres  de  Gauss  (Partie  contenant  les  CEuvres  de 
Géométrie)  en  insistant  sur  l'intérêt  t]ue  présentent  ces  comptémcnts 
qu'on  se  propose  de  donner  à  la  publication  des  six  premiers  Volumes 

(1870-1880J. 

* 

Vrilliam-H.  Thrasher-  —  Ou  annonce  la  mon  de  William-M. 
Tiirasher,   qui,   pendant   de   nombreuses   années,    a   été   professeur   à 

l'Université  Butler,  à  Irwington  (Ind.). 


Société  mathématique  de  France.  —  Depuis  le  1"  mars  1900,  les 
séances  de  la  Société  mathématique  de  France  se  tiennent  dans  une 
salle  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

Le  siège  social  vient  d'être  fixé  également  à  la  Sorbonne,  et  c'est  à 
celte  adresse  que  doivent  être  envoyées  toutes  les  correspondances. 

Rappelons  à  nos  lecteurs  que  le  président  est,  en  igoo,  M.  tl.  l'oîn-- 
■     ■    s  sont  M.M.  Blutel  et  Bord. 


Les  Smith's  Prizes  pour  1900  sont  accordés  à  MM,  J.-F.  Cameron, 
Des  molécules  comme  oscillateurs  électriques,  ut  R.-\V.-IL-T.  Iludson, 
Des  équations  différentielles  du  second  ordre  et  leurs  solutions 
singulières.  (Les  deux  noms  sont  donnés  par  ordre  aljibabétique.) 
M.  Hudson  était  le  <  Senior  Wrangler  «  et  M.  Cameron  le  t  Second 
Wrangler  »  de  1898. 

A".  A,  —  Suppl.  " 
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r  l'avaneemânt  des  Sci«noee.  - 
)ces  .Mnihémaiiqucs  ei  Piivsiques 


M.  J.   Larmor,   D.  Se,  F.  R.  S. 

1.3  Société  des  Sciences  de  Oottingen  vient  de  voter  Soo  mark- 
pour  V Encyclopédie  dei  Sciences  mathématiques,  el  5iv)  mark^,  en 
faveui'  <lu  profcsseui'  F.  Klein,  pour  la  construction  de  modèles  cini- 

* 

A  l'Exposition  de  1900,  les  Juijs  des  Classer  H  (Enseignement 
secondaire  )  et  III  (Eiiseigneinent  supérieur)  ont  dét^erné  un  assez  grand 
nombre  de  récompenses,  |)armi  lesquelles  nous  citerons  seulement  celles 
qui  (leuvent  plus  spécialement  intéresser  nos  lecteurs  : 

Classe  II.  —  Grands  prix  .'  Ministère  de  l'Instruction  publique 
(France).  —  École  Normale  supérieure  (France).  —  École  Normale  ilf 
Sèvres  (France).  —  Administration  centrale  de  l'Enseignement  icnyn 
(Belgique).  —  Ministère  de  l'Instruction  publique  (Hongrie).  —  In-ii- 
tution  de  l'Impératrice  Marie  (Russie).  —  .Ministère  de  l'insirurliim 
publique  (Russie).  —  Ljcces  (République  Sud-Africaine).  —  Minislérc 
de  l'fiistruction  publique  (Japon).  —  Direction  do  l'Enseigoenient 
public  de  l'État  de  New-Vork  (États-Unis).  —  Preparatory  Schools, 
association  Schools  (Grande-Bretagne).  —  Administration-  supérieure 
des  Écoles  de  Finlande  (Russie).  —  Écoles  de  l'Ecosse  (Grande- 
Bretagne).  —  Ministère  royal  de  l'Instruction  publique  (Italie).  — 
Conseil  des  Écoles,  Saint-Louis  (Missouri,  États-Unis).  —  Direction 
générale  du  l'Enseignement  (Tunisie,  France).  —  Ministère  de  l'Insinir- 
tion  publique  (Italie).  —  American  book  Company  (Étals-Unis).— 
Écoles  du  pays  de  Galles  (Grandc-llretngne).  ~  Collectivité  des  Érok- 
(  New-York-Boston-Cbicago),  États-Unis. 

Médailles  d'or  :  Ins'riiut  des  Frères  des  Écoles  chrétiennes  (Franco,     j 

—  Conseil  des  Écoles  de  New-York  (Sltats-Unis).  —  Collège  Stanislas  I 
(France).  —  Exposition  des  Écoles  (Madagascar,  France).  —  Socicit' 
■l'enseignement  mutuel  des  Tonkinoises  (France).  —  Educaiional 
review  (États-Unis).  —  Université  de  Washington  (Euts-Unis).  - 
Inspection  générale  de  la  Section  portugaise  (Portugal).  —  Colin 
(Armand)  et  G'*  (France).  —  i\onj  et  C  (France),  —ministère  -le 
l'Instruction  publique  (Bulgarie).  —  Ministère  de  t'Instructton  publique 
(Roumanie).  —  Société  pour  l'étude  des  questions  de  l'Enscigneintoi 
secondaire  (France),  ~  Conseil  des  i-.coles  de  Uenver  (États-Unis). 

Médailles  d'argent  :  Ministère  de  l'Instruction  publique  (Mexique'- 

—  Collège  Sèvigné (France). ~  Privât  ( Edouard)  ( France).  —  Klincksicek 
(Gtiarlcs)  (France).  —  llanko  (D'  Guillaume)  (Hongrie).  —  Vaes  (F.-J.' 
(  Pays-Bas  I. 

Médailles  de  brome  :  Medales  Sehool  (Grande-Bretagne),— Gvulai 
(tadislas)  fHongrie).  —  ,\s60ciatioii  phllolechnique  (France).  —  Po"*- 
sielguc  (France). —  New  Scliool  Abbolsholme  (Grande-Bretagne"). 

.Uen/ion*  Aonorné/c*.- Delaplanc (Paul) (France).  —  SchlcicherfA.l 
(France). 

Classe  III,  —  Grands  prix  :  Branly  (Edouard)  (France).  —  Écolf 
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naiionale  de»  Ponts  cl  Ctioiissées  (Fiance).  —  t-cole  naibnali!  des 
Mines  (France).  —  Gauttiier-Villars  (France).  —  Uireclion  de  l'Ensei- 
•;ticinent  Bupérieur  (France).  —  Université  de  Paris  (France;.  — 
l.ippmann  (France).  —  l.acaie-Duthiers  (France).  —  Universiic  de 
Nancy  (France).  —  Kcolc  Normale  supérieure  de  Paris  (France).  — 
Observatoire  de  Paris  (France).  -  Observatoire  Henry  frères  (France). 

—  Oliservatoirc  de  Meudon  (France),  —  Bureau  central  météoro- 
logique de  Paris  (France).  —  Association  pour  l'avancement  des 
Sciences  à  Paris  (France).  -  Valloi  (France).  —  Abbé  Rousselot 
iP.)  (France).  —  Collège  de  France  (France).  —  Ministère  de 
l'Instruction  publique  (Autriche).  —  Université  de  Liège  (Belgique). 

—  Association  des  Bibliothèques  américaines  de  Dewey  (Ëtat.o-Unis). 

—  Section  de  renseignement  des  États-Unis  (  État^Unis).  —  Université 
John  Hopkin  (États-Unis).  —  £.cole  pratique  des  Hautes  Études 
(France),  —  ministère  de  l'Instruction  publique  de  Tokyo  (Japon;.  — 
Dominion  du  Canada  (Université)  (Grande-Bretagne).  —  Université 
<lc  Cambridge  (Grande-Bretagne).  —  Université  d'Oxford  (Grande- 
Hretagne).  —  Exposition  collective  de  l'Enseignenient  supérieur 
I  Grande-Bretagne).—  Fronde  ( II.) (Grande-Bretagne).  —  lilcote  Poly- 
technique royale  de  Budapest  (Hongrie).  —  Ministère  de  l'Instruction 
publique  de  Home  (  Italie).  —  Académie  royale  des  Sciences  de  Lisbonne 
<  Portugal).  —  Académie  roumaine  de  Bucarest  (Roumanie).  — 
.Ministère  de  l'Instruction  publique  de  Saint-Pétersbourg  (Russie).  — 
Kxposition  collective  de  l'Enseignement  supérieur  (Suéde). 

Médailles  d'or  :  Carré  (G.)  cl  Naud  (France).  —  Fonremoing  (A.) 
(  France).  —  Lapparent  (de)  (France).  —  Giard  (France).  —  Haulefeuillc 
(France).  —  Université  de  Bordeaux  (France).  —  Université  de  Lille 
(France).  —  Université  de  Lyon  (France).  —  Société  mathématique 
de  France  (France;.  —  Sehieicher  frères  (France).  —  Société  pour 
l'étude  des  questions  d'Enseignement  supérieur  (France).  —  Université 
libre  de  Bruxelles  (  Belgique),  —  Académie  des  Arts  et  des  Sciences  des 
Slaves  du  Sud  (Zagreb,  Hongrie).—  Collège  Bryn-Mawr  (États-Unis). 

—  Ëcole  Normale  supérieure  (filles)  (Japon). 

Médaillei  d'argent  :  Colin  (j\.)  et  G"  (France).  —  Bibliothèques 
nationales  de  Naples,  de  Venise  (Italie).  -  Universités  de  Turin  et  de 
Naples  (Italie;.  —  Klincksîeck  (France).  —  Université  de  Grenoble 
(  France;.  —  Académie  des  Sciences,  Inscriptions  cl  Belles-Lettres  de 
Toulouse  (France).  —  Société  nationale  des  Sciences  naturelles  et 
mathématiques  de  Cherbourg  (France).  —  Société  des  Amis  de  l'Uni-- 
versité  de  Lyon  (France).  —  Société  des  Aroii  et  anciens  Elèves  de 
l'Université  de  Lille  (France).  —  Musée  impérial  de  Tokio  (Japon). 

—  Société  scientifique  Antonio  Alsalc  (Mexique).  ~  Ministère  Je  l'In- 
struction publique  de  Bucarest  (Roumanie).  —  Universités  italiennes 
(Italie]. 

Médailles  de  bronze  :  Société  des  amis  de  l'Université  de  Clcrmont- 
Ferrand  (France).  —  Société  èduenne  des  Lettres,  Sciences  et  Arts 
(  France).  —  Privât  (Ed.)  (France;.  —  Société  des  Science-  (  Roumanie;. 

—  Société  polytechnique  (  Roumanie).  —  Institut  des  Arts  et  Sciences 
de  l'Institut  d'Oxaca  (Mexique). 

Menlioni  honorables  :  Académie  des  Sciences,  Belles-Lettres  cl 
Arts  de  Besançon  (France),  —  Université  de  New-York  (États-Unis). 
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Éoole  normale  secondaire  de  Sèvres  (Section  des  Sciences  i. 

(Programme  du  concours  de  1901.) 
Arithmétique  ei  Algèbre.  —  Nomhreti  entiers.  Les  quatre  0|>i'i-a- 
lions.  —  Propriétés  des  fadeurs  d'un  produit.  —  Divisibilité  par  2.  5,  j. 
■>,i,  8,  3,  g,  II.  —  Plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou  de  plu^ipiii- 
nombres.  Tout  nombre  qui  liivlse  un  produit  de  deux  facletirs,  et  <|ui 
est  premier  avec  l'un  d'eux,  divise  l'autre.  —  Plus  petit  commun  mul- 
tiple de  deux  ou  de  plusieurs  nombres.  —  Décomposition  de>  nombre- 
en  facteurs  premiers.  Formation  du  plus  grand  commun  diviseur  01  'lu 
plus  petit  commun  mulliplu  de  plusieurs  nombres  décomposés  en  fjc- 
teurs  premiers.  —  Fractions  ordinaires,  SimplIHotion  et  réduction  aii 
même  dénominateur.  Opérations.  Fractions  de  fracllons.  —  \ombivs 
décimaux  rattachés  aui  fractions.  Opérations.  Conversion  des  fraction- 
ordinaires  en  fractions  décimales.  —  Système  métrique.  —  Carré  el 
vacinc  corrée.  Formation  d'une  Table  de  carrés.  Racine  carrée  de? 
■  nombres  entiers,  des  nombres  fraclionnaires,  des  nombres  décimaiiv.  ;i 
une  approximation  donnée.  —  Rapports  et  proportions.  PBrta<:e  d'un 
nombre  en  parties  proportionnelles  à  des  nombre»  donnes.  —  Ré^li> 
de  trois,  de  sociétés,  de  mélanges,  d'alliages.  —  Iniérct.  t:scom|ii<'. 
Rente  française.  —  Les  differcnies  expressions  algébriques.  Emploi  ilo 
lettres.  Monômes.  Polynômes.  Addition,  soustraction,  multiplication  ci 
division  des  monômes  cl  des  polynômes.  Fractions  algébrique».  —  Réso- 
lution d'une  éipiation  du  premier  degré  à  une  inconnue.  —  Problème^ 
sur  lu  mouvement  uniforme.  —  Résolution  d'un  système  de  plusit-ur- 
équations  du  premier  degré.   Equation  et  trinôme  du  deuxième  degré. 

—  Progressions  arithmétiques  et  géométriques. 

Géométrie.  —  Géométrie  plane  :  Ligne  droite.  Des  angles.  De? 
triangles.  Perpendiculaires  et  obliques.  Ca.s  d'égalité  des  trian^'li> 
rectangles.  —  Droites  parallèles.  Parallélogrammes.  Droites  coiii-un- 
rantcs  dans  un  triangle.  —  Du  cercle.  Diamètres,  arcs  et  cordes.  — 
Intersection  de  deux  cercles.  —  Mesure  des  angles.  —  Construction*. 

—  Lignes  proporiiimnelles.  Similitude  des  triangles.  —  Rclati>>ri- 
métrlqucs  relatives  aux  triangles.  —  Des  lignes  proportionnelles  dan'' 
le  cercle.  —  Axe  radical.  Centre  radical.  —  liomothétie  et  simili tu<lt', 

—  Constructions.  —  Polygones  réguliers,  convexes  et  étoiles.  Inscrip- 
tion du  triangle  équilaréral,  de  l'hexogone,  du  décagogne,  du  penlJ- 
gone,  du  pentédécagone.  —   Mesure  de  la  circonférence.  Calcul  de  ::. 

—  Mélbodes  des  périmètres,  des  isopérimètres.  —  Mesures  des  air<- 
limitées  par  des  lignes  droites  ou  des  ai'cs  de  cercle. 

Géométrie  dans  l'espace  :  Intersection  des  droites  et  des  plans.  — 
Droites  parallèles.  Droites  et  plans  parallèles.  —  Plans  parallèle'.  - 
Angle  de  deux  droites.  —  Droite  et  plan  perpendiculaires.  —  An^'U; 
dièdres,  plans  perpendiculaires.  —  Projection  d'une  droite  sur  un  plan. 
Angle  d'une  droite  et  d'un  jilan.  Plus  courte  distance  de  deux  droites. 

—  .Vngles  iriédres,  Iriéilres  symétriques,  trlèdres  supplémentaires,  t'a* 
d-ègalité. 

Physique  et  Chimie.  —  Hislnire  naturelle. 

h'ié/iien/s  <le  la  morale.  —  /.aiiijfies  vivantes.  —  Diction. 
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LIURAIlilE  GAUTHIBR-VILLARS, 

QUAI    DES   GIlANDS'AlIGlISTtNS,    55,    A    pauis   (6°). 


COURS 

GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

CH.  BRISSE, 

l"  Pamib,  k  l'us«EB  de»  Élèïos  dea  Clatici  de  UaiAémaiigaei  ilimeatahei , 
f  édition  revue  pur  C.  Bdl'ulet,  Docteur  è>  Sciences,  Profe«aflur  au  LTcée 
Salnt-Lonia  el  il   l'iïcole  dea  Beaui-Arla.  Grand  in-8,  nec  355  Bgurei  dans 

II'  P*BTIE,  à  l'iiaane  dea  Élèvea  dea  Ctatin  de  Maihématiquei  ipécialei.  Grand 
in-8,  avec  log  ligurei  dans  la  texte  ;  1891 7  ïr. 

La  Table  détaillAa  dei  llatléres  est  envoyée  franco  anr  damanda. 

Extrait  de  la  Préface. 

Je  n'ai  pas  cni  devoir  commencer  l'exposition  do  la  Gôom^trie  descrip- 
tive pnr  le  rabat  loin  eut  du  plaît  vertical  sur  lo  plan  liori^ontal;  l'expé- 
rience a  prouvé  qu'il  y  avait  là  une  difTicuIté  considiirablo  pour  les 
commençants.... 

Dès  le  d^bui,  j'ai  tnsislé  sur  l'emploi  d'un  spuI  plan  horixoiital  de  pro- 
jeclion  ot  d'autant  doplans  verticaux  qu'on  le  juge  nécessaire.  Quant  à  la 
méltiode  des  cliangomonts  do  plans  do  projection,  je  no  l'ai  pas  cxposfo.  Il 
est  facile,  on  elTel,  de  s'assurer  que,  au  point  do  vue  tlicoiique,  elle  met  on 
usage  précisément  les  mËmes  théorèmes  do  Géomélrio  pure  que  la  solution 
directe,  el  que,  au  point  de  vue  graphique,  elle  conduit  à  tracer  exacte- 
ment les  mOmes  lignes  de  construction.  J'ai  préféré  développer  avec  détail 
In  question  des  rabattements,  qui  présentent  cet  avantage  sur  les  change- 
ments de  plans  qu'on  se  rend  compte  jusqu'à  la  fm  et  sans  la  moindre 
laligue  des  tracés  que  l'on  exécute. 

J'ai  donné  do  plus,  au  point  do  vue  ffraphiquo,  toutes  les  indications 
noccisaires  à  l'exécution  d'une  épure:  la  dtslinction  des  parties  vues  et 
cachées,  la  représentation  d'un  assemblage  de  deux  polyèdres  avec  sop- 
piession  de  la  ligne  de  terro,  la  détermination  des  ombres  propres  et  des 
ombres  portées.  J'ai  insislô  aussi,  dans  la  méthode  do  k  corde  de  l'arc  cl 
dans  le  tracé  des  ellijises,  sur  la  liaison  que  doivent  présenter  lesconslruc- 
lions  quand  on  veut  éviter  la  déformation  des  ligures. 

Pour  la  démonalration  des  théorèmes  de  Géométrie  pure,  sur  lesquels 
s'appuient  les  tracés  exposés  dans  cette  première  Partie,  !e  lecteur  voudra 
bien  consulter  l'excellent  Trimé  île  Cêométrie  élémenta-re,  de  M.  Rouché, 
mon  ancien  professeur,  et  de  M.  de  Comherousse.  Pour  la  seconde  Partie 
notamment,  où  seront  traitées  les  surfaces  du  second  ordre,  c'est  lo  seul 
Ouvrage  élémentaire  que  l'on  puisse  indiquer,  Ch.  B. 
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ATertisBement  de  la  2-  édition. 

Dans  la  première  édilioD  de  cet  Ouvrage,  Brisse,  comme  il  rannonce  dans 
la  Préface, s'éiaiL  complètement  abslcnii  de  parler  do  changemeala  de  plans 
horizontauji  el  aï'lail  borné  à  se  servir,  couramment,  de  plana  verticaai 
variables. 

Coite  façon  d'aKi""  est  eiceilente  el  surtout  1res  naturelle,  car,  d'aprè» 
nos  habiludca  mêmes,,  il  nous  est  très  aisé  d'imaginer  un  changement  de 
mer  et  nous  avons  quelque  peine  à  concevoir  un  changement  de  sol,  sur- 
tout lorsque  le  nouvpau  sol  n  est  pas  parallèle  à  l'aincien. 

Malgré  cela,  nous  avons  cru  devoir  modifier  légèrement  l'œnvre  de  Brisse 
sur  ce  point,  et  ceci  pour  deux  raisons  :  d'abord,  s'il  est  vrai  que  les  rou- 
tions conduisent  toujours  à  des  opérations  éijui  valentes  à  celles  que  donaenl 
les  changements  de  plans,  ces  derniers  sont  souvent  plus  Isciles  h  suivre  et 
l'emploi  du  cliangement  de  plan  horizontal,  concurremment  avec  le  change- 
ment de  plan  vertical,  introduit  dons  certaines  questions  une  syraélrie  qui 
disparaît  lorsqu'on  mélange  les  rotations  et  les  changements  de  plans;  en 
second  lieu,  lus  changements  de  plans,  sans  distinction  de  leur  nature, 
fl<rureat  au  programme  du  beccalaurëal,  et  celte  raison,  à  elle  seule,  ei1t 
sulii  pour  que  nous  réparions  l'omission  volontaire  ot  justifiée  de  Briise. 

En  dehors  de  l'introduction  de  la  théorie  des  changements  de  plans  eo 
général,  au  Chapitre  III,  et  de  quelques  corrections  de  détails,  noua  nous 
gommes  contentés  de  faire  les  additions  qui  nous  ont  paru  nécessaires  pour 
mettre  le  Volume  en  harmonie  avec  les  habitudes  do  1  enseignement  actuel. 

Dans  tout  l'Ouvrage  nous  avons  donné  une  plus  large  place  aux  ques- 
tions de  la  ponctuation.  Au  Chapitre  V,  nous  avons  ajouté  les  résolutions 
des  trièdres.  Knfîii,  des  quelques  lignes  que  Brisae  avait  consacrées  aui 
projections  du  cercle,  nous  avons  fait  le  Chapitre  VI,  réservé  aui  projec- 
tions du  cercle  et  de  l'hélice  et  auï  problèmes  qui  s'y  rallacheiiL 
C.  BounLET. 

Titras  des  Chapitres  et  Paragraphes. 
!"  Pirtîe.  Ch*p.  I.  Du  point  «f  de  la  ligne  droite.  —  I.  Heprésentation 

du  poiut.  —  II.  Reprisent» lion  de  la  droite,  —  m.  Tracé  des  épure:.  — 
IV.  Tracé  de»  ombres. 

Chap.  II.  Du  plan,  —  1.  Beprisentatîon  du  plan.  —  II.  loterseclioD  de 
deux  plans,  d'un  plan  et  d'uoe  droite.  —  III.  Intersections  de  polyèdres.  — 
IV.  Ombres  dans  les  polyèdres. 

Chaf  III.  Rotations  ec  rabattemenlt.  ChangemenU  de  pUtm.  —  I.  Rola- 
tion  d'une  figure  autour  d'une  droite  de  son  plan.  —  II.  Kolatioa  d'une  GRore 
quetconmie.  —  III.  Applicaiions  des  rotations.  —  IV.  Changemenis  des  pldas. 

Chap.  IV.  Dittances  et  perpendiculaires.  —  I.  Distance  de  deux  points.  — 
II,  Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  III.  Distance  d'un  point  à  un  plao.  — 
IV.  Plus  courte  distance  de  dcuK  droites. 

Chap.  V.  Angles  de  droites  et  de  plana.  —  I.  Angle  de  deux  droites.  — 
Il  Anute  de  dcui  plans.  —  III.  Angle  d'une  droite  et  d'un  plan.  — 
IV.  Trièdres. 

Projections  du  cercle  el  de  l'hélice. 

II*  Partie.  Chip.  VI.  Du  cftne  et  du  cylindre.  —  I.  Proprièlés  gfométciqoes. 
-  II.  Plans  tangents  aux  cûnes  et  aux  cylindres.  —  lit.  Section  plane  d'au 


cône  ou  d'un  cyrindrc.  —  IV.  Intersections  de  cùnes  cl  de  cylindres. 

Chap.  VII.   Des  surfaces  de  rêvolulion.  —  1.  Propriétés  géomélriqaes.  — 
II.  Plans  tangents  aux  surfaces  de  révolution,  —  III.  Intersections  de  snr- 


laces  de  révolol  — 

Appendice  but  las  projections  cotées.  —  I.  Préliminaire*.  —  n.  De  la 
droite.  Droites  concourante».  —  lll.  Du  plan,  —  IV.  DisiaDces  et  perpendiuu- 
laires   —  V.  Angles  de  droites  et  de  plans.  —  Problèmes. 
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MBRAIBIE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DES  GtlANOS-AUGUSTINS,  55,  A  PAniS. 

HERAT.Pi'oresseuràlaFapuUciiosScienceRdoDijon.  — LoçonsnoiiTellM 
sur  l'Analysa  infinitésimale  et  ses  applications  géométriques.  (Ou- 

iirn^'c  liniiorc'  d'une  souscription  du  Minitlère  île  t' tiistruclioitpuUiqiie.) 
j  volumes  grand  iii-S,  so  vendant  si^parément  ; 

1"1'aiitie  ;  Principe.! généraux i  iSgî i3  fr. 

Il'  Partie  ;  Élude  monographique  des  principales  fonctions  d'iuie 

leule  variable  :  1893 ij  fr. 

III'Pabtie:  Qae'lioustinaljtiquei classiques;  1S97 6  fr. 

IV' l'AliTm  :  Jpplicnlions géométriques  classiques;  1898,...        7  fr. 

MICHEL  (Franjjois),  ancien  Ëlève  <le  l'Ëcolo  Polylocliniqje,  Inspecteur 
de  r exploitation  aux  cliemins  de  ferdu  Nord.  —  Racneil  de  problèmes 
de  Géométrie  analytiqne,  a  l'usago  des  6lbves  do  Maiiicinaiiigues 
spéciales.  Solution  des  problèmes  donnés  au  concours  d 'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique  depuis  i8fio  jusqu'à  1900.  Iii-«,  avec  70  lij.; 
1900 6  fr. 

PICARD(Émilo), Membrede  l'Institut,  Professeur  a  la  Facullédes  Sciences. 

—  Traité  d'Analyse  (Cours  do  la  FacurTédesScienccs).  Quatre  volumes 
grand  in-S,  se  vendant  séparément. 

Tome  I  :  Intégrales  simples  et  multiples.  —  L'équation  de  Laplacc 
et  ses  applications.  —  Développement  en  séries.  —  Applications  géomé- 
triques au  Calcul in/initésimat.  Avec  figu/es;  1891 i5  fr, 

TOUE  II  :  Fonctions  harmoniques  et  fonctions  analytiques.  —  Intro- 
duction à  la  tfiéoriedes  équations  différentielles:— Intégrales  abéliennes 
et  surfaces  de  fUemann.  Avec  ligures;  1893 iS  fr. 

Tome  III  :  Des  singularités  des  intégrales  des  équations  différentielles. 
Etitde  du  cas  oit  la  variable  reste  réelle  et  des  courbes  dépniet  par  des 
équations  différentielles.  Equations  linéaires;  analogies  entre  tes  équa- 
tions algébriques  et  les  équations  linéaires.  Avec  figures;  1896..     18  fr. 

ToIieIV  :  Équations  au  j:  dérivées  partielles . . .     {En  préparation). 

ROUCHË  (Eugène),  Membre  de  l'Institut,  Profcs^uur  eu  Conserva  luire 
des  Arts  et  Métiers,  Examinateur  de  sortie  à  TËecle  l'olvteulmique  et 
LÉVT  (Lncien),  Itépétiteur  (l'Analyse  et  Exitininatcur  «l'admission  a 
l'Kcolo  rol^'lectmiqne.  —  Analyse  infinitésimale  à  Vusage  des  Ingé- 
nieurs, a  volumes  grand  iu-8,  si;  vcndanl  séparément  ; 

TohrI:C\I£\:l  UlsvÈnESTiEi..Di-n\'écs et diffi-rcnliellcs.  Changcncifi 
lie  variables.  Sériet.  Formules  de  Tarlor.  Courbes  planes  et  gauches. 
Sttrfaces.  Congraences.  Comple.rcs.  Ligues  tracées  sur  les  surfaces. 
Volume  grand  m-8  de  viii-!iî7  pugcs,  avec  45  figures;  ujoj...     ij  fr. 

TOMR  II  :  Cai.ci;l  istkgiui (Suus  prcs.'e.) 

RAFFT  (L.),  Maitre.de  Conférences  ii  la  Faculté  des  Sciences  et  â  l'ficole 
Normale  supérieure.  —  Leçons  sur  les  applications  géométriqaes  de 
l'Analyse.  Eléments  de  lu  théorie  de.t  courues  et  des  surfaces.  Grand 
in-8,  avec  figures;  1897 7  fr.  do  c. 
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